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Prefacio 


Este e um livro texto sobre eletricidade e magnetisrao, destinado aos alunos de penultimo e ultimo ano de faculdade. Ele 
pode ser totalmente estudado com tranquilidade, em dois semestres, talvez ate com tempo de folga para topicos especiais (cir- 
cuitos de corrente alternada, metodos numericos, fisica dos plasmas, linhas de transmissao, teoria das antenas etc.). Um curso 
de um semestre pode razoavelmente chegar ate o Capitulo 7. Diferentemente da mecanica quantica e da termodinamica (por 
exemplo), existe um consenso bastante generalizado em relagao ao ensino da eletrodinamica; os assuntos a serem incluidos, e 
ate mesmo sua ordem de apresentagao, nao sao particularmente controversos, e os livros texto diferem entre si principalmente 
quanto ao estilo e ao tom. Minha abordagem e, talvez, mais informal que a maioria; acredito que isso torna ideias dificeis mais 
interessantes e acessiveis. 

Para a tcrceiia cdifao, fiz um grande numeio de pequenas mudan^as a fim de tornar o texto mais claro e gracioso. Modi- 
fiquei, tambem, parte da notagao para evitar inconsistencias e ambiguidades. Assim, os vetores unitarios cartesianos i, j e k 
foram substituidos por x, y e z, de forma que todos os vetores estao em negrito e todos os vetores unitarios herdam a letra da 
coordenada correspondente. (Isso tambem libera k para ser o vetor de propagagao das ondas eletromagneticas.) Sempre me 
incomodou usar a mesma letra r para cooidenada esferica (distancia a origem) e coordenada cilindrica (distancia ao eixo z). 
Uma alternativa comum para a segunda 6 p, que, no entanto, tern fungoes mais importantes na eletrodinamica. Portanto, apos 
uma busca exaustiva, optei pela letra s, que e pouco utilizada. Espero que esse uso nao ortodoxo nao cause confusao. 

Alguns leitores me pediram que abandonasse a letra manuscrita* (o vetor de um ponto fonte r' para o ponto do observagao 
r) em favor de r - r', que e mais explicito. Mas isso torna muitas equagoes perturbadoramente enfadonhas, principalmente 
quando o vetor unitario 4 esta envolvido. Sei, por minha propria experiencia como professor, que alunos desatentos ficam 
tentados a ler4 como r — com certeza isso torna as integrais mais faceis! Acrescentei uma segao ao Capitulo 1 explicando 
essa notagao e espero que ela ajude. Se voce e aluno, por favor anote: 4 = r - r', o que nao e a mesma coisa que r. Se voce 
e piofessor, poi favor avise seus alunos para que prestem atengao ao significado de 4 . Acredito que e uma boa notagao, mas 
tern de ser manuseada com cuidado. 

A maioi mudanga estrutural e que retirei as leis de conservagao do Capitulo 7, criando dois novos capitulos curtos (8 e 
10). Isso deve favorecer os cursos de um semestre e proporciona um enfoque mais compacto ao Capitulo 7. 

Acrescentei alguns problemas e exemplos (e retirei outros que nao eram eficazes). Incluf mais referencias a literatura 
de facil acesso (particularmente o American Journal of Physics). Sei, e claro, que a maioria dos leitores nao tera tempo ou 
intengao de consultar esses recursos, mas creio que de qualquer forma vale a pena, nem que seja apenas para enfatizar que a 
eletrodinamica, apesar de sua idade veneravel, esta bem viva, com descobertas novas e intrigantes acontecendo o tempo todo. 

Espero que, ocasionalmente, um dos problemas atice a sua curiosidade e que voce fique inspirado a consultar a referenda 

algumas delas sao verdadeiras joias. 

Como nas edigoes anteriores, fiz distingao entre dois tipos de problemas. Alguns tern um objetivo especificamente peda- 
gogico e deve-se trabalhar neles imediatamente apos a leitura da segao k qual pertencem. Esses problemas foram colocados 
nos pontos pertinentes ao longo do capitulo. (Em alguns poucos casos, a solugao de um problema e utilizada mais tarde no 
texto, e por isso eles estao identificados com um marcador (•) na margem esquerda.) Problemas mais longos, ou aqueles de 
natureza mais geral, serao encontrados ao final de cada capitulo. Quando ensino um assunto, passo alguns desses problemas 
como ligao de casa e trabalho com outros na classe. Os problemas que sao extraordinariamente desafiadores estao marcados 
com um ponto de exclamagao (!) na margem. Muitos leitores pediram-me que as respostas dos problemas fossem colocadas 
no final do livro; infelizmente, outros tantos foram radicalmente contra isso. Fiz uma conciliagao fornecendo as respostas onde 
isso me pareceu particularmente adequado. A editora disponibiliza (para professores) um manual com as solugoes completas. 

Fui beneficiado pelos comentarios de varios colegas — nao posso listar todos aqui. Mas gostaria de agradecer as seguin- 
tes pessoas pelas sugestoes que contribuiram, especificamente, para a terceira edigao: Burton Brody (Bard), Steven Grimes 
(Ohio), Mark Heald (Swarthmore), Jim McTavish (Liverpool), Matthew Moelter (Puget Sound), Paul Nachman (New Mexico 
State), Gigi Quartapelle (Milao), Carl A. Rotter (West Virginia), Daniel Schroeder (Weber State), Juri Silmberg (Ryerson 
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Polytechnic), Walther N. Spjeldvik (Weber State), Larry Tankersley (Naval Academy) e Dudley Towne (Amherst) Pratica- 
mente tudo o que sei sobre eletrodinamica - com certeza tudo sobre o ensino da eletrodinamica - eu devo a Edward Purcell. 


David J. Griffiths 


Site de apoio do livro 


No Companion Website deste livro (www.prenhall.com/griffiths_br), professores podem acessar os seguin- 
tes materials adicionais 24 horas por dia: apresentagoes em PowerPoint e manual de solucoes (em ingles') 
Companion h 

Website 

Esse material e de uso exclusive para professores e estd protegido por senha. Para ter acesso a ele, os professores aue 
adotam o livro devem entrar em contato com seu representante Pearson ou enviar e-mail para universitarios@pearson.com. 




Mensagem 


O que e eletrodinamica e como ela se encaixa no esquema geral da fisica? 

Os quatro campos da mecanica 

No diagrama abaixo esbocei os quatro grandes campos da mecanica: 


Mecanica classica 

(Newton) 

Mecanica quantica 

(Bohr, Heisenberg, Schrodinger et al.) 

Relatividade especial 

(Einstein) 

Teoria quantica de campo 

(Dirac, Pauli, Feynman, Schwinger et al.) 


A mecanica newtoniana foi considerada inadequada no inicio deste seculo — ela serve para o ‘dia a dia\ mas para objetos 
que se movem com alias velocidades (proximos a velocidade da luz) ela e incorreta e deve ser substitufda pela relatividade 
especial (introduzida por Einstein em 1905); para objetos extremamente pequenos (aproximadamente do tamanho dos atomos) 
ela 6 falha por vanos motivos, sendo substituida pela mecanica quantica (desenvolvida por Bohr, Schrodinger Heisenberg e 
muitos outros, principalmente na decada de 1920). Para objetos que sao ambos, muito rapidos e muito pequenos (como e 
comum na moderna fisica de partfculas), requer-se uma mecanica que combine a relatividade e os princfpios quanticos- essa 
mecSmca quantica relativfstica e conhecida como a teoria quantica de campo - ela foi elaborada nas decadas de 1930 e 
1940, mas ate hoje nao se pode dizerque seja um sistema completamente satisfatorio. Neste livro, exceto pelo ultimo capftulo, 
iremos trabalhar exclusivamente no domfnio da mecanica classica, embora a eletrodinamica se estenda com simplicidade 
singulai aos outros tres campos. (De fato, a teoria e, na maioria dos aspectos, automaticamente consistente com a relatividade 
especial para a qual foi, historicamente, o principal estimulo.) 


Quatro tipos de for$a 

A mecanica nos diz como um sistema ira se comportar quando estiver sujeito a uma determinada/orpa. Existem apenas 
quatro formas fundamentals conhecidas (atualmente) na fisica; vou lista-las pela ordem de intensidade decrescente: 

1. Forte. 

2. Eletromagnetica. 

3. Fraca. 

4. Gravitacional. 

A brevidade desta lista pode surpreende-lo. Onde esta o atrito? Onde esta a for ? a ‘normal’ que nao nos deixa atravessar 
o chao? Onde estao as for?as qui'micas que mantem as moleculas unidas? Onde esta a for?a de impacto entre duas bolas de 
bilhar que colidem? A resposta e que todas essas forpas sao eletromagneticas. De fato, nao e exagero dizer que vivemos em 

um mundo eletromagnetico — pois praticamente todas as for?as que sentimos no nosso dia a dia, com excecao da gravidade 
tern origem eletromagnetica. 

As formas fortes, que mantem protons e neutrons unidos nos nucleos atomicos, tern um alcance extremamente curto e, 
portanto, nao as sentimos’, apesar do fato de serem cem vezes mais fortes do que as for?as eletricas. As formas fracas que 
respondem por certos tipos de decaimento radioativo, nao so tern curto alcance, como sao, antes de mais nada muito mais 
fracas do que as eletromagneticas. Quanto a gravidade, ela e tao desprezivelmente fraca (em comparapao com as outras) que 
e somente em virtude das grandes concentrates de massa (como a da Terra e a do Sol) que podemos sequer percebe-la. A 
repulsao eletnca entre dois eletrons e 10 42 vezes maior que sua atrapao gravitacional, e se os atomos fossem mantidos juntos 
poi formas gravitacionais (em vez de eletricas) um unico atomo de hidrogenio seria muito maior do que o universo conhecido. 
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Alem de serem preponderantemente dominantes no dia a dia, as formas eletromagneticas sao as unicas totalmente com- 
preendidas. Existe, e claro, uma teoria classica para a gravidade (a lei da gravita?ao universal de Newton) e outra que e rela- 
tivistica (a teoria da relatividade geral de Einstein), mas nenhuma teoria de mecanica quantica satisfatoria foi construida para 
a gravidade (embora muita gente esteja trabalhando nisso). Atualmente existe uma teoria muito bem-sucedida (embora ex- 
cessivamente complicada) para as intera 9 oes fracas e uma candidata extraordinariamente atraente (chamada cromodinamica) 
para as interagoes fortes. Todas essas teorias tiram sua inspira$ao da eletrodinamica; nenhuma delas pode alegar verificafao 
experimental conclusiva no estagio atual. Portanto, a eletrodinamica, uma teoria maravilhosamente completa e bem-sucedida, 
tornou-se uma especie de paradigma dos fisicos: urn modelo ideal com o qual as outras teorias lutam para rivalizar. 

As leis da eletrodinamica classica foram descobertas aos fragmentos por Franklin, Coulomb, Ampere, Faraday e outros. 
Mas a pessoa que completou a tarefa e empacotou tudo na forma compacta e consistente que ela tern hoje foi James Clerk 
Maxwell. A teoria, atualmente, tern pouco mais de cem anos. 

A unifica^ao das teorias da fisica 

No inicio, eletricidade e magnetismo eram assuntos totalmente separados. A primeira lidava com hastes de vidro e pelo 
de gato, bolinhas de sabugueiro, baterias, correntes, eletrolise e relampagos; o outro, com barras magneticas, limalha de 
ferro, agulhas de bussola e o Polo Norte. Mas em 1820, Oersted percebeu que uma corrente eletrica podia afetar a agulha 
magnetica de uma bussola. Pouco tempo depois, Ampere corretamente postulou que todos os fenomenos magneticos sao 
decorrentes do movimento de cargas eletricas. E entao, em 1831, Faraday descobriu que urn magneto em movimento gera 
uma corrente eletrica. Quando Maxwell e Lorentz deram os toques finais a teoria, eletricidade e magnetismo ja estavam 
indissoluvelmente entrelagados. Nao poderiam mais ser considerados assuntos separados, mas sim, dois aspectos de urn iinico 
assunto: eletromagnetismo. 

Faraday havia especulado que a luz tambem e de natureza eletrica. A teoria de Maxwell forneceu uma justificativa espeta- 
cular para essa hipotese, e logo a otica — o estudo das lentes, espelhos, prismas, interferencia e difra^ao — foi incorporada ao 
eletromagnetismo. Hertz, que apresentou a confirma?ao experimental decisiva da teoria de Maxwell em 1888, colocou desta 
forma: ‘A liga 9 ao entre luz e eletricidade esta agora estabelecida... Em cada chama, em cada partfcula luminosa, vemos urn 
processo eletrico... Assim, os dommios da eletricidade se estendem por toda a natureza. Ela inclusive nos afeta intimamente: 
percebemos que temos... um orgao eletrico — o olho.’ Portanto, em 1900, tres grandes ramifica95es da fisica (eletricidade, 
magnetismo e otica) haviam-se amalgamado em uma teoria unificada. (E logo ficou claro que a luz visfvel representava ape- 
nas uma minuscula ‘janela’ no vasto espectro da radia 9 ao eletromagnetica, do radio as micro-ondas, ondas infravermelhas e 
ultravioletas, raios x e raios gama.) 

Einstein sonhava com uma unifica 9 ao ainda maior que combinaria gravidade e eletrodinamica, praticamente da mesma 
forma que a eletricidade e o magnetismo haviam-se combinado um seculo antes. Sua teoria do campo unificado nao foi 
particularmente bem-sucedida, mas na atualidade o mesmo impulso vem gerando uma hierarquia de esquemas de unifica 9 ao 
cada vez mais ambiciosos (e especulativos). Congou na decada de 1960 com a teoria eletrofraca de Glashow, Weinberg e 
Salam (que une as foi^as fraca e eletromagnetica), e culminou na decada de 1980 com a teoria das supercordas (que, segundo 
seus proponentes, incorpora as quatro for 9 as em uma unica ‘teoria de tudo’). A cada passo, nessa hierarquia, as dificuldades 
matematicas crescem e o hiato entre conjectura inspirada e testes experimentais aumenta. Mesmo assim, esta claro que a 
unifica 9 ao de toiyas iniciada pela eletrodinamica tomou-se um dos grandes temas no avan 9 o da fisica. 

A formulae de campo da eletrodinamica 

O problema fundamental que uma teoria eletromagnetica espera resolver e o seguinte: se eu segurar uma por 9 ao de cargas 
eletricas aqui (e talvez as chacoalhe um pouco) — o que vai acontecer com as outras cargas eletricas, que estao ali? A solu 9 ao 
classica toma a forma de uma teoria de campo: dizemos que o espa 90 em torno de uma carga eletrica e permeado por campos 
eletricos e magneticos (o ‘odor’ eletromagnetico, por assim dizer, da carga). Uma segunda carga, na presei^a desses campos, 
sente uma for 9 a; os campos, entao, transmitem a influencia de uma carga para outra — eles intermedeiam a intera 9 ao. 

Quando uma carga sofre aceleragao, uma parte do campo, em um certo sentido, se ‘separa’ e parte a velocidade da luz, 
levando consigo energia, momento linear e momento angular. Isso e o que chamamos de radia9ao eletromagnetica. Sua 
existencia nos convida (se nao nos obriga ) a considerar os campos como entidades dinamicas e independentes, por si mesmas, 
tao ‘reais’ quanto os atomos ou as bolas de beisebol. Consequentemente, nosso interesse se desloca do estudo das for 9 as entre 
as cargas para o da teoria dos proprios campos. Mas e preciso uma carga para produzir um campo eletromagnetico e outra 
para detecta-lo. Portanto, e melhor come 9 armos revendo as propriedades essenciais das cargas eletricas. 

Carga eletrica 

1 . As cargas existem em dois tipos, que chamamos de ‘positivas’ e ‘negativas’, porque seus efeitos tendem a se cancelar 
(se voce tiver +q e -q no mesmo ponto, eletricamente sera como se ali nao houvesse carga nenhuma). Isso pode parecer obvio 
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demais para merecer urn comentario, mas quero encoraja-lo a contemplar outras possibilidades: e se houvesse 8 ou 10 tipos 
diferentes de cargas? (Na cromodinamica, de fato, existem tres quantidades analogas a carga eletrica, cada uma das quais pode 
ser positiva ou negativa.) Ou entao, e se os dois tipos nao tendessem a se cancelar? O fato extraordinary e que essas cargas 
positivas e negativas ocorrem em quantidades exatamente iguais, em urn grau de precisao fantastico, na materia condensada, 
de forma que seus efeitos se tornam praticamente neutralizados. Se nao fosse por isso, estan'amos sujeitos a fon^as imensas: 
uma batata explodiria se esse cancelamento tivesse uma imperfei?ao tao minima quanto uma parte em 10 10 . 

2. A caiga e conservada: ela nao pode ser criada ou destruida — o que existe hoje sempre existiu. (Uma carga positiva 
pode amquilar’ uma carga negativa equivalente, mas uma carga positiva nao pode, simplesmente, desaparecer por si so — 
alguma coisa deve dar conta dessa carga eletrica.) Portanto, a carga total do universo esta fixada para todo o sempre. Essa 
e a chamada conserva?ao global de carga. Na realidade, posso fazer uma afirmagao de urn peso ainda maior: a conservacao 
global permite que uma carga desapareca em Nova York e reapare ? a imediatamente em Sao Francisco (isso nao afetaria o 
total), mas sabemos que isso nao acontece. Se a carga estivesse em Nova York e fosse a Sao Francisco, teria de ter atravessado 
algum trajeto continuo de um lugar a outro. Isso se chama conservacao local da carga. Mais tarde veremos como formular 
uma lei matematica precisa que expressa a conservacao local de carga — chama-se equatjao de continuidade. 

3. A carga e quantizada. Embora nada na eletrodinamica classica exija que seja assim, o fato e que as cargas eletricas 
so vem em blocos discretes - multiples inteiros da unidade basica de carga. Se chamarmos a carga do proton de +e, o 
eletron tera carga -e, o neutron tera carga nula, os mesons +e, 0 e -e, o nucleo de carbono +6e, e assim por diante (nunca 
7, 392e, ou mesmo l/2e). Essa unidade fundamental de carga e extremamente pequena de forma que, para os objetivos 
piaticos, geralmente e melhor ignorar totalmente a quantiza^ao. A agua, tambem, consiste, ‘realmente’, de blocos discretos 
(moleculas); no entanto, se estivermos lidando com quantidades razoavelmente grandes de agua, podemos trata-la como um 
fluido continuo. Isso, de fato, se aproxima muito mais da visao do proprio Maxwell; ele nao sabia nada sobre eletrons e 

protons — deve ter imaginado a carga como uma especie de ‘geleia’ que poderia ser dividida em porcoes de qualquer tamanho 
e espalhada a vontade. 

Essas, portanto, sao as propriedades basicas das cargas. Antes de discutirmos as for ? as entre as cargas, algumas ferramen- 
tas matematicas sao necessarias; vamos nos ocupar da sua introducao no Capitulo 1 . 


Unidades 


O topico da eletrodinamica e atormentado por sistemas de unidades concorrentes entre si e que as vezes tornam dificil para 
os fisicos comumcarem-se entre si. 0 problema e muito pior do que na mecanica, em que os Neandertais ainda falam em libras 
e pes, pois, pelo menos na mecanica, todas as equacoes tem a mesma aparencia, seja qual for a unidade usada na medicao das 
grandezas. A segunda lei de Newton continua sendo F = ma, seja em pes-libras-segundos, quilogramas-metros-segundos ou 
o que for. Mas nao e assim no eletromagnetismo, onde a lei de Coulomb pode aparecer de formas variadas como 



(Gaussiano), 


ou 


i giga £ 

47T£o 4. 1 2 


(SI), 


ou 


1 glfe^ 
47T nA 


(HL). 


Dos sistemas normalmente usados, os mais populares sao o Gaussiano (cgs) e o SI (mks). Teoricos das partfculas elemen- 
tares sao favoraveis a um terceiro sistema: Heaviside-Lorentz. Embora as unidades gaussianas oferecam nftidas vantagens 
teoncas, a raaiona dos professores de faculdade prefere o sistema SI, suponho que seja por ele incorporar as unidades conhe'- 
cidas do dia a dia (volts, amperes e watts). Neste livro, portanto, usei as unidades SI. No apendice C ha um ‘dicionario’ para 
a conversao dos principal resultados em unidades gaussianas. 


1 . Na realidade, protons e neutrons sao compostos de tres quarks, que carregam cargas fracionarias (± | e e ± \ e). No entanto, quarks liwes aparentemente 

nao ex, stem na natureza e, de qualquer forma, isso nao altera o fato de que a carga e quantizada; apenas reduz o tamanho dl unidade basica 




Capitulo 1 

Analise vetorial 


* 

1.1 Algebra vetorial 

1.1.1 Operates com vetores 

Se voce caminhar 4 milhas para o norte e depois 3 milhas para o leste (Figura 1.1), tera percorrido um total de 7 milhas, 
mas ndo estara a 7 milhas de distancia de onde saiu — apenas 5. Precisamos de uma aritmetica para descrever quantidades 
como essa, que evidentemente nao se somam da forma usual. 0 motivo pelo qual elas nao se somam assim, portanto, e que os 
deslocamentos (segmentos de linha reta que vao de um pouto a outro) tern diregao, alem de magnitude (comprimento), sendo 
necessario que ambas sejam levadas em consideragao quando eles sao combinados. Tais objetos sao chamados de vetores: 
velocidade, aceleragao, forga e momento sao outros exemplos. Em contraste, quantidades que tem magnitude, mas nao tem 
dire?ao, sao chamadas de escalares; alguns exemplos sao massa, carga, densidade e temperatura. Sera usado negrito (A, B 
e assim por diante) para os vetores e o tipo comum para os escalares. A magnitude de um vetor A e escrita como |A|, ou, 
de forma mais simplificada, A. Nos diagramas, os vetores sao denotados pelas setas: o comprimento da seta e proporcional 
a magnitude do vetor e a ponta da seta indica sua diregao e sentido. Menos A (-A) e um vetor com a mesma magnitude 
de A, mas em sentido oposto (Figura 1.2). Observe que os vetores tem magnitude, diregao e sentido, mas ndo localizagao : 
um deslocamento de 4 milhas para o norte, a partir de Washington, e representado pelo mesmo vetor que um deslocamento 
de 4 milhas a partir de Baltimore (negligenciando-se, e claro, a curvatura da Terra). Em um diagrama, portanto, pode-se 
movimentar a seta a vontade, desde que nao se mude seu comprimento ou sua diregao. 

Definimos quatro operagoes vetoriais: soma e tres tipos de multiplicagao. 

(i) Soma de dois vetores. Coloque a extremidade inicial de B na ponta de A; a soma de A + B t o vetor da extremidade 
inicial de A a ponta de B (Figura 1.3). (Esta regra generaliza o procedimento obvio para combinar dois deslocamentos.) A 
soma e comutativa : 

A + B = B + A; 

3 milhas para o leste seguidas de 4 milhas para o norte vai leva-lo ao mesmo lugar que 4 milhas para o norte seguidas de 3 
milhas para o leste. A soma e tambem associativa: 

(A + B) + C = A + (B + C). 

Para subtrair um vetor (Figura 1.4), some seu oposto: 

A-B = A + (-B). 



Figura 1.1 


Figura 1.2 


Figura 1.3 
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(ii) Multiplicagao por um escalar. A multiplicagao de um vetor por um escalar positivo a multiplica a magnitude, mas 
deixa a diregao inalterada (Figura 1 .5). (Se a for negativo, o sentido e invertido.) A multiplicagao por um escalar 6 distributiva: 

a( A + B) = a, A + aB. 

(iii) Produto inferno ou produto escalar de dois vetores. O produto interno de dois vetores 6 definido por 

AB = ABcos0, (1.1) 

onde 9 6 o angulo que eles formam quando colocados cauda a cauda (Figura 1.6). Note que A B e em si um escalar (dai o 
nome alternativo de produto escalar). 0 produto interno 6 comutativo, 

A B = B A, 


e distributive), 

A • (B + C) = A • B + A • C. (1.2) 

Geometricamente, A ■ B e o produto de A vezes a projegao de B ao longo de A (ou o produto de B vezes a projegao de 
A ao longo de B). Se os dois vetores forem paralelos, entao A B = AB. Em particular, para qualquer vetor A, 

A • A = A 2 . (1.3) 

Se A e B forem perpendiculares, entao A • B = 0. 




-B 



Exemplo 1.1 

Considere que C = A - B (Figura 1.7) e calcule o produto interno de C consigo mesmo. 

Solu^ao: 

CC = (A-B)(A — B) = AA-AB-BA + BB, 

ou 

C 2 = A 2 + B 2 -2 AB cos 6. 


Esta e a lei dos cossenos. 



(iv) Produto externo, ou produto vetorial, de dois vetores. O produto externo de dois vetores e definido por 


AxBe AB sen 9 n 


(1.4) 
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onde n e urn i vetor unitario (vetor de comprimento 1) apontando perpendicularmente para o piano de A e B. (0 acento 
circunflexo ( ) sera usado para designar os vetores unitarios.) E claro que ha duas diregoes perpendiculares a qualquer piano: 
‘entrando no piano’ e ‘saindo do piano’. A ambiguidade se resolve com a regra da niao direita: aponte seus dedos na diregao 
do primeiro vetor e vire-os (pelo menor angulo) em diregao ao segundo: seu polegar indicard a diregao de n. (Na Figura 1.8, 
A x B aponta para dentro da pagina; B x A aponta para/ora da pagina.) Observe que A x B e, em si, urn vetor (dai o nome 
alternative de produto vetorial). 0 produto vetorial e distributive, 

A x (B -f C) = (A x B) + (A x C), ( 1 . 5 ) 

mas nao comutativo. De fato, 

(B x A) = -(A x B). (i. 6) 

Geometricamente, |A x B| e a area do paralelogramo gerado por A e B (Figura 1.8). Se dois vetores sao paralelos, seu 
produto vetorial e 0. Em particular, 

A x A = 0 

para qualquer vetor A. 



Figura 1.8 


Problema 1.1 Usando as definigoes nas equagdes 1.1 e 1.4, bem como os diagramas apropriados, mostre que os produtos escalar e 
vetorial sao distributivos, 

(a) quando os tres vetores sao coplanares; 

(b) no caso geral. 

Problema 1.2 O produto vetorial e associativo? 


(A x B) x C = A x (B x C). 

Em caso afirmativo, prove', se nao, fornega urn contraexemplo. 


1.1.2 Algebra vetorial: na forma de componentes 

Na segao anterior, foram definidas as quatro operagoes vetoriais (soma, multiplicagao por urn escalar, produto vetorial 
e produto escalar) de forma ‘abstrata’, ou seja, sem referenda a qualquer sistema particular de coordenadas. Na pratica e 
frequentemente mais facil montar coordenadas cartesianas .x ,y, z e trabalhar com ‘componentes’ vetoriais. Considere que 
x, y e z sao vetores unitarios paralelos aos eixos x, y e z, respectivamente (Figura 1.9(a)). Urn vetor arbitrario A pode ser 
expandido em termos desses vetores de base (Figura 1 .9(b)): 

A = A x x + A y y + A z z. 


Os numeros A x , A y e A z sao chamados componentes de A; geometricamente, eles sao as projegoes de A ao longo 
dos tres eixos de coordenadas. Podemos agora reformular cada uma das quatro operagoes vetoriais como uma regra para°a 
manipulagao dos componentes: 


A + B = (A x x + A y y + A z z) + (B x x + B y y + B z z) 
= ( A x + B x )x + (A y + By) y + ( A z + B z ) z. 


(1.7) 
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(i) Regra: para somar vetores, some componentes semelhantes. 

aA = (aA x )x + (, aA y )y + (aA z )z. (1.8) 

(ii) Regra: para multiplicar por um escalar, multiplique cada componente. 

Como x, y e z sao vetores unitarios mutuamente perpendiculares, 

x.x = y-y = z-z = l; x-y = x-z = y-z = 0. (1.9) 


Consequentemente, 


A B = (A^x + A y y + A z z) • ( B x x + B y y + B z z) 

— A X B X + Ay By + A Z B Z . 

(iii) Regra: para calcular o produto escalar, multiplique componentes semelhantes e some. Em particular, 

A-A = Al + Al + Al 


( 1 . 10 ) 


entao 

A= \[ a 2 x + A2 + ^2_ (1.11) 

(Esta e, por assim dizer, a generalizaqao tridimensional do teorema de Pitagoras.) Observe que o produto escalar de A 
com qualquer vetor unitario e o componente de A ao longo daquela dire?ao (portanto, A • x = A x , A ■ y = A y , e A • z = A z ). 
Da mesma forma, 1 


X X X = 

y x y 

= Z X z 

x X y = 

-y x X 

= z, 

y x z = 

-z x y 

= X, 

zxx = 

-X X z 

= y- 


Portanto, 


( 1 . 12 ) 


A x B = (A^x + A y y + A z z) x (B x x + B y y + B z i) 

~ (Aj/5 Z — A z B y )x + ( A Z B X — A X B Z ) y + ( A X B V — A y B x ) z. 

Essa expressao de manejo diffcil pode ser escrita de forma mais elegante como o determinante de uma matriz: 


(1.13) 


A x B = 


x y z 

A x A y A z 
B x B y B z 


(1.14) 


(iv) Regra: para calcular o produto vetorial, forme o determinante cuja primeira linha seja x, y, z, cuja segunda linha 
seja A (na forma de componentes) e cuja terceira linha seja B. 


I . Esses sinais peitencem a um sistema de coordenadas destrogiro (eixo x para fora da pagina, eixo y para a direita, eixo z para cima, ou qualquer 
combina?ao que mantdm a sequencia). Em um sistema levogiro (eixo 2 para baixo), os sinais seriam invertidos: x x y = -z e assim por diante. 

Usaremos exclusivamente sistemas destrogiros. 
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Exemplo 1.2 

Encontre o angulo entre as diagonals das faces de um cubo. 

Solu^ao: e preferivel usarmos um cubo de lado 1 e coloca-lo como mostra a Figura 1.10, com um dos vertices na origem. As 
diagonals das faces A e B sao 

A — lx + 0y + lz; B = 0x+ly + lz. 

Entao, na forma de componentes 

A • B == 1 • 0 + 0 ■ 1 + 1 • 1 — 1. 

Por outro lado, na forma ‘abstrata’, 

AB — AB cos 6 = V2V2 cos 0 — 2 cos 0. 


Portanto, 


cos0 = l/2, ou 0 = 60°. 


E claro que pode-se obter uma resposta com mais facilidade tragando uma diagonal no alto do cubo e completando um triangulo 
equilatero. Mas nos casos em que a geometria nao e tao simples, este recurso de comparar a forma abstrata e os componentes para 0 
produto escalar pode ser um meio muito eficiente para determinar angulos. 



Problema 1.3 Encontre 0 angulo entre as diagonals do corpo de um cubo. 

Problema 1.4 Use 0 produto vetorial para encontrar os componentes do vetor unitario n, perpendicular ao piano mostrado na 
Figura 1.11. 



1.1.3 Produtos triplos 

Como 0 produto vetorial de dois vetores e, em si, um vetor, ele pode ser multiplicado atraves do produto escalar ou do 
produto vetorial com um terceiro vetor para formar um produto triplo. 

(i) Produto escalar triplo: A • (B x C). Geometricamente, |A • (B x C)| e o volume do paralelepi'pedo gerado por A, 
B e C, ja que |B x C| c a area da base e Acos0| e a altura (Figura 1.12). Evidentemente, 


A • (B x C) = B • (C x A) = C • (A x B), 


0.15) 
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B 

Figura 1.12 


ja que todos eles correspondem a mesma figura. Observe que a ordem ‘alfabetica’ esta preservada — em vista da Equagao 1 .6, 
os produtos triplos ‘nao alfabeticos’, 


A • (C x B) = B ■ (A x C) = C • (B x A), 
tern sinal oposto. Na forma de componentes, 


A • (B x C) = 


A x A y A z 
B x By B z 

C X Cy C Z 


Observe que o produto escalar e o produto vetorial sao intercambiaveis: 


(1.16) 


A • (B x C) = (A x B) • C 

(isto e decorrencia imediata da Equagao 1.15); no entanto, a localizagao dos parenteses e essencial: (A • B) x C e uma 
expressao sem significado — nao se pode fazer urn produto vetorial a partir de um escalar e um vetor. 

(ii) Produto vetorial triplo: A x (B x C). 0 produto vetorial triplo pode ser simplificado pela chamada regra BAC-CAB: 

A x (B x C) = B(A ■ C) - C(A • B). (1.17) 


Observe que 

(A x B) x C = -C x (A x B) = -A(B ■ C) + B(A • C) 

e um vetor completamente diferente. A proposito, todos os produtos vetoriais superiores podem ser reduzidos, da mesma 
forma, com frequencia aplicando-se repetidamente a Equagao 1.17. Assim, nunca e necessario que uma expressao contenha 
mais do que um produto vetorial em qualquer dos termos. Por exemplo, 

(AxB)-(CxD) = (A ■ C)(B • D) - (A • D)(B • C); 

A x (B x (C x D)) = B(A • (C x D)) — (A • B)(C x D). (1.18) 


Problema 1.5 Demonstre a regra BAC-CAB escrevendo ambos os lados na forma das componentes. 

Problema 1.6 Prove que 

[A x (B x C)] + [B x (C x A)] + [C x (A x B)] = 0. 

Em que condigoes A x (B x C) = (A x B) x C? 


1.1.4 Vetores posi^ao, deslocamento e separa^o 

A localizagao de um ponto em tres dimensoes pode ser descrita listando-se suas coordenadas cartesianas (x, y, z). 0 vetor 
ate esse ponto a partir da origem (Figura 1.13) e chamado de vetor posigao: 


v = xx + yy + zz. 

Neste livro, a letra r e reservada para esta finalidade. Sua magnitude, 


(1.19) 
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Figura 1.13 


e a distancia a partir da origem e 


„ r xx-\-yy + zz 
r Jx 1 + y 2 + z 2 


e um vetor unitario que aponta radialmente para fora. O vetor deslocamento infinitesimal, de (x, y , z) a (x + dx, y + dy , z + 

dz), e 

dl = dxx + dyy + dzz. (1.22) 

(Poderfamos chama-lo de dr, ja que e isto que o vetor infinitesimal e, mas e util reservar uma letra especial para desloca- 
mentos infinitesimais.) 

Em eletrodinamica, frequentemente encontramos problemas que envolvem dois pontos — tipicamente um ponto fonte, 
r', onde uma carga eletrica esta localizada, e um ponto de observa^ao, r, no qual se esta calculando o campo eletrico ou 
magnetico (Figura 1.14). Vale a pena adotar, desde o imcio, algum tipo de nota?ao abreviada para o vetor separa^ao entre o 
ponto fonte e o ponto de observa?ao. Usaremos para esse fim a letra manuscrita*: 


Sua magnitude e 


e um vetor unitario na dire§ao de r' a r e 


^ = r - r . 


* — r - r 


l r - r 


n, r — r 


Em coordenadas cartesianas, 

* = (x- x')x + (y- y')y -\-{z- z') z, 
i = \j (x a;') 2 + {y — y') 2 + (2 - z') 2 > 
, _ {x - x')x + (y - y ') y + {z - z')i 
y/(x - x') 2 + (y- j/') 2 + (z - W 
(a partir do que voce pode comecar a apreciar a vantagem da notaijao vmanuscrito). 

ponto fonte 
\ 


ponto de observapao 



Figura 1.14 


Problema 1.7 Encontre o vetor separa^ao b, a partir do ponto fonte (2,8,7) ate o ponto de observa^ao (4,6,8). Determine sua 
magnitude (z.) e construa o vetor unitario i . 
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1.1.5 Como vetores transformam-se 

A definigao de um vetor como ‘uma quantidade com magnitude, diregao e sentido’ nao e totalmente satisfatoria. 0 que, 
precisamente, signified ‘diregao e sentido’? 2 A questao pode parecer pedante, mas em breve encontraremos uma especie de 
derivada que se parece com um vetor e entao vamos querer saber com certeza se o e. Voce pode se sentir tentado a dizer 
que um vetor 6 qualquer coisa com tres componentes que se combinam adequadamente em uma soma. Bern, que tal isto: 
temos um barril de frutas que contem N x peras, N y magas e N z bananas. Sera N = N x x + N y y + N z z um vetor? Tern 
tres componentes e quando voce soma outro barril com M x peras, M y magas e M z bananas, o resultado e (N x + M x ) peras, 
{Ny + My) magas, ( N z + M z ) bananas. Portanto, soma-se como um vetor. No entanto, obviamente nao e um vetor, no sentido 
que a fisica da a palavra, porque na realidade nao tern uma diregao. 0 que, exatamente, esta errado aqui? 

A resposta e que N nao se transforma apropriadamente quando voce troca de coordenadas. 0 sistema de coordenadas que 
usamos para descrever as posigoes no espago e, portanto, totalmente arbitrario. Mas existe uma lei espect'fica de transformagao 
geometrica para converter as componentes de um vetor de um sistema para outro. Suponha, por exemplo, que o sistema x, y, z 
sofra uma rotagao de um angulo 9, em relagao a x, y, z , em torno dos eixos comuns x = x. A partir da Figura 1.15, 

A y — Acos9, Az = Asen#, 

enquanto 

A y = A cos# = Acos(# — fi) — A(cos 9 cos fi + sen 9sen.fi) 

= cos <f>Ay + sen (pA z , 

A z = A sen 9 = A sen [9 — <j>) — A(sen 9 cos fi — cos 9 sen fi) 

= - sen fiA y + cos fiA z . 

Podemos expressar esse resultado em notagao matricial: 


Em sentido mais amplo, para uma rotagao em torno de um eixo arbitrario em tres dimensoes, a lei de transformagao 
assume a forma 

( — x \ ( ^ xx R" xy R xz \ / A x \ 

( — IJ I ~ ( ^ yx Ryy R yz ) ( Ay I , (1.30) 

\ J y R zx R Z y Rzz ) \ A z ) 

ou, de forma mais compacta, 

3 

Ai = RijAj , (1.31) 

j=i 

onde o l'ndice 1 representa x, 2 representa y e 3 representa z. Para uma rotagao dada, os elementos da matriz R podem ser 
encontrados pelo mesmo tipo de argumentos geometricos que usamos para a rotagao em torno do eixo x. 

Agora, os componentes de N transformam-se assim? E clam que nao. Nao importa quais as coordenadas usadas para 
representar as posigoes no espago, havera o mesmo numero de magas no barril. Nao se pode converter uma pera em uma 
banana escolhendo um conjunto diferente de eixos, mas pode-se, sim, transformar A x em A y . Portanto, formalmente, um 
vetor e qualquer conjunto de tres componentes que se transforma da mesma maneira que um deslocamento, quando se 
mudam as coordenadas. Como sempre, o deslocamento e o modelo para o comportamento de todos os vetores. 


/ cos fi sen fi\ f A y \ 
y — sen fi cos fi J y A z J ‘ 




Figura 1.15 


2. Esta se^ao pode ser pulada sem perda de continuidade. 
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Alias, um tensor (de segunda ordem) 6 uma quantidade com nove componentes, T xx , T xy , T xz , T yx , . .., T zz , que se 
transforma com dois fatores de R: 


Txx — Rxx{R xx T xx 4 - R X yT x y + RxzT xz ) 
H ~Rxy{RxxRyx RxyTyy + Rxz'Ryz ) 
+Rxz{RxxTzx + RxyTzy + RxzTzz), • • ■ 


ou, de forma mais compacta, 


3 3 


T ^ = EEwi' 

/e=l i=l 


(1.32) 


Em geral, um tensor de n-esima ordem tem n indices e 3 n componentes, e se transforma com n fatores de R. Nessa 
hierarquia, um vetor e um tensor de ordem 1, e um escalar e um tensor de ordem zero. 


Problema 1.8 (a) Prove que a matriz de rota^o bidimensional (1.29) preserva produtos escalares. (Ou seja, mostre que A y B y 4- 
A Z B Z = A y B y + A Z B Z .) 

(b) Que restri^oes os elementos (Rij) da matriz de rota 9 ao tridimensional (1.30) devem satisfazer a fim de preservar o comprimento 
de A (para todos os vetores A)? 

Problema 1.9 Encontre a matriz de transforma^ao R que descreve uma rota^ao de 120° em torno de um eixo que passa pela origem 
e pelo ponto (1, 1, 1). A rota^ao e no sentido horario quando se olha ao longo do eixo em dire 9 ao a origem, 

Problema 1.10 (a) Como os componentes de um vetor se transformam sob uma transla^o de coordenadas (x = x,y = y — a, 
z = z, Figura 1.16a)? 

(b) Como os componentes de um vetor se transformam sob uma inversao de coordenadas (x = —x> y = —y,z = —z, Figura 1 . 1 6b)? 

(c) Como o produto vetorial (1.13) de dois vetores se transforma sob inversao? [0 produto vetorial de dois vetores e chamado de 
pseudovetor, devido a este comportamento ‘anomalo’]. 0 produto vetorial de dois pseudovetores e um vetor ou um pseudovetor? 
Identifique duas grandezas pseudovetoriais na mecanica classica. 

(d) Como o produto escalar triplo de tres vetores se transforma sob inversoes? (Tal objeto e chamado de pseudoescalar.) 




1.2 Calculo diferencial 

1.2.1 Derivadas ‘ordinarias’ 

Pergunta: suponha que temos uma fun 9 ao de uma variavel: f(x). Em que a derivada df/dx nos auxilia? Resposta: ela 
nos diz com que rapidez a fun?ao f(x) varia quando mudamos o argumento x por uma quantidade minuscula, dx: 

df = (jRj dx. (1.33) 

Em palavras: se alterarmos x por uma quantidade dx, entao / sera alterada pela quantidade df-, a derivada e o fator de 
proporcionalidade. Por exemplo, na Figura 1.17(a), a fumjao varia lentamente com x e a derivada tambem € pequena. Na 
Figura 1 .17(b), / aumenta rapidamente com x e a derivada e grande, a medida que nos afastamos de x = 0. 

Interpretagao geometrica: a derivada df/dx 6 a inclinagao do grafico / versus x. 
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/ 


(a) 


Jt 



1.2.2 Gradiente 


Agora suponha que temos uma fun?ao de tres variaveis — digamos a temperatura T( x, y, z ) em uma sala. (Comece em 
um canto e monte um sistema de eixos. Entao, para cada ponto (, x , y, z) da sala, T fornece a temperatura naquele local.) 
Queremos generalizar a nogao de ‘derivada’ para fun^oes como T, que dependem nao de uma, mas de tres variaveis. 

A derivada deve nos dizer com que rapidez a fun^ao varia, se nos movermos em uma pequena distancia. Mas desta vez a 
situa^ao e mais complicada, porque depende em que diregao nos movemos. Se formos para cima, ao longo de uma reta, entao 
a temperatura provavelmente aumentara com rapidez. Mas se nos movermos horizontalmente, ela pode nao mudar quase nada. 
De fato, a pergunta ‘Com que rapidez T varia?’ tern um numero infinito de respostas, uma para cada dire?ao que decidirmos 
explorar. 

Felizmente, o problema nao e tao ruim quanto parece. Um teorema de derivadas parciais diz que 


dT = 





(1.34) 


Isso nos diz o quanto T muda quando alteramos as tres variaveis pelas quantidades infinitesimais dx, dy e dz. Observe 
que nao precisamos de um numero infinito de derivadas — tres sao suficientes: as derivadas parciais ao longo de cada uma 
das tres dir&joes das coordenadas. 

A Equafao 1.34 provem de um produto escalar: 


dT 


(dT „ <9T„ dT \ 

(to x+ % y+ & z ) 

(vr).(cfl), 


(dxx + dy y + dz z) 


(1.35) 


onde 


<9T„ dT „ 3T„ 


(1.36) 


e o gradiente de T. VT e uma quantidade vetorial, com tres componentes; e a derivada generalizada que estamos procurando. 
A Equa?ao 1.35 e a versao tridimensional da Equa 5 ao 1.33. 

lnterpretagao geometrica do gradiente: como qualquer vetor, o gradiente tem magnitude, diregao e sentido. Para deter- 
minar seu significado geometrico, vamos reescrever o produto escalar (1.35) na forma abstrata: 


dT = VT ■ d\ = |VT||(il| cost?, (1.37) 

onde 96 o angulo entre VT e dl. Agora, se fixarmos a magnitude \dl\ e buscarmos em varias diregdes (ou seja, variando 9), a 
mudamja maxima em T evidentemente ocorrera quando 9 = 0 (uma vez que cos 9 = 1). Ou seja, para uma distancia fixa |dl|, 
dT sera o maior possfvel quando eu me mover na mesma diregao que VT. Portanto: 

0 gradiente VT aponta na diregao do aumento maximo dafungao T. 

Alem disso: 

A magnitude | VTj fornece a inclinagdo (taxa de aumento) ao longo dessa diregao maximizadora. 

Imagine que voce esta na encosta de um rnorro. Olhe a sua volta e encontre a diregao da subida mais Ingreme. Essa e 
a diregao do gradiente. Agora me?a a inclinagdo nessa dire?ao (altura sobre distancia horizontal). Essa e a magnitude do 
gradiente. (Aqui, a fun?ao sobre a qual estamos falando e a altura do morro, e as coordenadas das quais ela depende sao 
posiQoes — digamos, latitude e longitude. Essa fun$ao depende somente de dims variaveis, nao de tres, mas o significado 
geometrico do gradiente e mais facil de assimilar em duas dimensoes.) Observe a partir da Equa$ao 1.37 que a direijao de 
descida maxima 6 oposta a direfao de subida maxima, enquanto em angulos retos (6 = 90°) a inclina$ao e zero (o gradiente e 
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perpendicular as curvas de nfvel). Pode-se conceber superficies que nao tem essas propriedades, mas elas sempre tem ‘dobra’ 
e correspondem a fungoes nao diferenciaveis. 

0 que significaria se o gradiente se tomasse nulo? Se VT = 0 em (x, y, z), entao dT = 0 para pequenos deslocamentos 
em torno do ponto (x, y, z). Esse e, entao, urn ponto critico da fungao T(x, y, z). Pode ser urn maximo (urn pico), um rninimo 
(um vale), um ponto de sela, ou um ‘ombro\ A situagao e analoga a das fungoes com uma variavel, onde uma derivada que 
se anula sinahza um maximo, um rninimo ou uma inflexao. Em particular, se voce quer localizar o extremo de uma funcao de 
tres variaveis, faga o seu gradiente igual a zero. 


Exemplo 1.3 


Encontre o gradiente de r — yj~x 2 + y 2 + z 2 (a magnitude do vetor posigao). 

Solugao: 


Vr = 


dr ^ dr A dr \ 
x+ 

dy dz 


dx 

1 2x 

2 y/ x 2 + y 2 + z 2 
xit + yy + z z _ 
y/x 2 + y 2 + z 2 


2 y 


A 1 

z v^ 2 + y 2 + z- 


, | 1 2z 

2 2 yfx 2 + XJ 2 + a; 2 


r 

- — r. 

r 


Isso taz sentido? Bern, o resultado diz que a distancia a origem aumenta mais rapidamente na diregao radial e que a sua taxa de 
aumento nessa diregao el... justamente o que seria de se esperar. 


Problema 1.11 Encontre os gradientes das seguintes fungoes: 

(a) f(x,y,z ) = x 2 + y 3 + z 4 . 

(b) f(x,y, z) = x 2 y 3 z 4 . 

( c ) f(x,y,z) = e*sen(j/)ln(z). 

Problema 1.12 A altura de um certo morro (em pes) e dada por 


h(x,y) = 10(2a:y - 3a: 2 - 4 y 2 - 18a; + 28 y + 12), 

onde ye a distancia (em milhas) para o norte eia distancia para o leste de South Hadley. 

(a) Onde fica o topo do morro? 

(b) Que altura tem o morro? 

(c) Quao ingreme e a inclinagao (em pes por milha) em um ponto 1 milha ao norte e 1 milha a leste de South Hadley'? Em que direcao 

a inclinagao e mais acentuada, nesse ponto? H v 


Problema 1.13 Considere que* seja o vetor separagao de um ponto fixo (*', y\ z') ate o ponto (*, y, z)e que* e o seu comprimento 
Mostre que 

(a) V(* 2 ) = ‘2/i. 

(b) V(l/*) = — £/* 2 . 

(c) Qual 6 a formula geral para V(* n )? 


Problema 1.14 Suponha que / e uma fungao de apenas duas variaveis (y e z). Mostre que o gradiente V/ = (df ldy)y + (df /dz) z 
transforma-se como um vetor sob rotagoes, Equagao 1.29. [Dica: (df/dy) = (df/dy)(dy/dy) + ( df/dz)(dz/dy ) e a formula 

analoga para df/dz. Sabemos que y = y cos ^ + * sen <j> e * = -y sen c/> + 2 cos 0; ‘resolva’ estas equagoes para yez( as fungoes 
de y e z) e calcule as denvadas necessarias dy / dy , dz /dy etc.] 
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1.2.3 O operador V 

0 gradiente tem a aparencia formal de urn vetor V, ‘multiplicando’ urn escalar T: 


d d d 

VT=[x^+y^ + i^-)T. 

ox oy oz , 


(1.38) 


(Para variar os vetores unitarios foram escritos na esquerda, para que ninguem pense que isto significa dx/dx e assim por 
diante — o que seria zero, ja que x e constante.) 0 termo entre parenteses chama-se ‘operador del’: 


V = 


„ d A d A d 


(139) 


E claro que del nao e um vetor, no sentido usual. De fato, ele nao tem qualquer significado antes que fornegamos a ele 
uma fungao na qual atuar. Alem disso, ele nao ‘multiplica’ T; mais exatamente, ele e uma instrugao para diferenciar o que 
se segue. Para sermos precisos, entao, devemos dizer que V 6 um operador vetorial que age sobre T, e nao um vetor que 
multiplica T. 

Com essa qualificagao, contudo, V imita o comportamento de um vetor ordinario, praticamente de todas as formas; quase 
tudo o que pode ser feito com outros vetores pode ser feito com V, bastando apenas traduzirmos ‘multiplicar’ por ‘agir sobre’. 
Portanto, leve, sem duvida, a aparencia de vetor de V a serio: ele e um exemplo maravilhoso de simplificagao de notagao, 
como voce podera ver se algum dia consultar o trabalho original de Maxwell sobre eletromagnetismo, escrito sem o recurso 
de V. 

Agora, um vetor comum A pode multiplicar de tres formas: 

1. multiplicar um escalar a: A a; 

2. multiplicar outro vetor B, atraves do produto escalar: A ■ B; 

3. multiplicar outro vetor atraves do produto vetorial: A x B. 

Analogamente, o operador V pode atuar de tres maneiras: 

1. em uma fungao escalar T: VT (o gradiente); 

2. em uma fungao vetorial v, atraves do produto escalar: V • v (o divergente); 

3. em uma fungao vetorial v, atraves do produto vetorial: V x v (o rotacional). 

Ja discutimos o gradiente. Nas proximas segoes examinaremos as duas outras derivadas vetoriais: divergente e rotacional. 


1.2.4 0 divergente 

A partir da definigao de V construfmos o divergente: 


V-v 


f. d A d\ . A 

{ x Vx +y d~y +Z Tz)' {v ’ X + V > y + V ^ 

dvx dvy dv z 
dx dy dz ' 


(1.40) 


Observe que o divergente de uma fungao vetorial v e, em si, um escalar V ■ v. (Nao se pode ter o divergente de um escalar: 
isso nao faria sentido.) 

Interpretagao geometrica: o nome divergente e bem escolhido, pois V • v e a medida de quanto o vetor v brota (diverge) do 
ponto em questao. Por exemplo, a fungao vetorial da Figura 1.18a tem um grande divergente (positivo) (se as setas apontassem 
para dentro , seria um grande divergente negativo), a fungao da Figura 1.18b tem divergente nulo e a fungao na Figura 1.18c 
tambem tem divergente positivo. (Por favor, entenda que v, aqui, e uma fungao — ha um vetor diferente associado a cada 
ponto no espago. Nos diagramas, portanto, so e possivel desenhar as setas em alguns poucos locais representatives.) Imagine 
que voce esta a beira de um lago. Jogue um pouco de serragem ou agulhas de pinheiro sobre a superffeie. Se o material se 
espalhar, entao voce o jogou em um ponto de divergente positivo; se ele se juntar, voce o jogou em um ponto de divergente 
negativo. (A fungao vetorial v neste modelo e a velocidade da agua — este e um exemplo bidimensional, mas ajuda a dar uma 
nogao do que e o divergente. Um ponto de divergente positivo e uma fonte ou ‘torneira’; um ponto de divergente negativo e 
umapia ou ‘ralo’.) 
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(a) 



(b) 

Figura 1.18 



it it i it 


(c) 


Exemplo 1.4 

Suponha que as fun f oes na Figura 1.18 sejam v. = r = *x + yy + *8, Vt == 8ev c = *3. Calcule seus divergentes. 

Solu^ao: 

7 ' ,1 = S ( ‘ l+ | Wt 5( !) = l + lt i = 1 

Como previsto, esta fungao tem um divergente positivo, 

Vv ‘ = s (0) + |; (0) + £ ,1 ) = 0+0+0= 0’ 

como se esperava. 

Vv “ = s {0)+ | (0 > + |m - 0+0+1 = 1 - 


Problema 1.15 Calcule o divergente das seguintes fu^oes vetoriais: 

(a) v a = x 2 x + 3 xz 2 y — 2 xz z. 

(b) V(, = xyx + 2yzy + 3zxz. 

(c) v c = y 2 x + (2 xy + z 2 ) y + 2 yz z. 

Problema 1.16 Esboce a fun 9 ao vetorial 

r 

e calcule seu divergente. A resposta podera surpreende-lo... Voce pode explica-la? 

Problema 1.17 Mostre que, em duas dimensoes, o divergente se transforma como um escalar sob rotates. [Dica: use a Equacao 1 .29 
para determinar v y ev z ,eo metodo do Problema 1.14 para calcular as derivadas. Seu objetivo 6 mostrar que dv,,/dv + dv tdz - 
dvy/dy + dv z /dz.) y z/ 


1.2.5 O rotacional 

A partir da definifao de V, construfmos o rotacional: 


V x v 


x y z 

d/dx djdy d/dz 


V X 



dz ) 


Vz 





dvx \ 
dy ) 


(1.41) 


Observe que o rotacional de uma fun?ao vetorial v, como qualquer produto vetorial, e um vetor. (Nao se pode ter o 
rotacional de um escalar; isso nao faria sentido.) 
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lnterpretagao geometrica : o nome rotacional tambem foi bem escolhido, pois Vxve uma medida de quanto o vetor v 
‘gira em torno’ do ponto em questao. Portanto, as tres fungoes da Figura 1.18 tem rotacional nulo (como voce mesmo pode 
verificar), enquanto as fungoes da Figura 1.19 tem rotacionais consideraveis, apontando na diregao 2 , como naturalmente 
sugere a regra da mao direita. Imagine, novamente, que voce esta a beira de um lago. Coloque uma pequena roda de pas na 
superficie (pode ser uma rolha com palitos espetados radialmente). Se ela comegar a girar, entao voce a colocou em um ponto 
de rotacional nao nulo. Um redemoinho seria uma regiao com um grande rotacional. 




Exemplo 1.5 


Suponha que a fungao desenhada na Figura 1.19a seja v a = -yx + xy , e que a da Figura 1.19b seja = xy. Calcule seus 
rotacionais. 


Solugao: 


e 


X 

y 

d/dx 

djdy 

~y 

X 

X 

y 

d/dx 

d/dy 

0 

X 


z 

d/dz 

0 


= 2z, 


z 

d/dz 

0 


■ z. 


Como esperado, esses rotacionais apontam na diregao + 2 . (Alias, ambos tem divergente nulo, como voce pode deduzir a partir das 
imagens: nadaesta ‘brotando’, apenas *girando\) 


Problema 1.18 Calcule os rotacionais das fungoes vetoriais do Problema 1.15. 

Problema 1.19 Construa uma fungao vetorial que tenha divergente nulo e rotacional nulo em todos os pontos. (Uma constante ira 
funcionar, e claro, mas faga algo um pouco mais interessante que isso!) 


1.2.6 Regras de produtos 


0 calculo das derivadas ordinarias e facilitado por uma serie de regras gerais, tais como a regra de soma: 


d_ 

dx 


if +9) = 


<tf_ + dg_ 
dx dx ’ 


a regra para multiplica^ao por uma constante: 




d f tn \ - f dg . d f 
dx ^ 9) f dx +9 dx' 


a regra do produto: 
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e a regra do quociente: 


n df_ 

d { f \ _ dx 


f dg 

1 dx 


dx \gj g 2 

Existem relates semelhantes para as derivadas vetoriais. Assim, 


V(/ + g) = V/ + V<?, V ■ (A + B) = (V ■ A) + (V • B), 

V x (A + B) = (V x A) + (V x B), 
e 

V(fcf) = fcV/, V ■ (kA) - k{V - A), V x (fcA) = jfc(V x A), 

como voce mesmo pode verificar. As regras de produtos nao sao assim tao simples. Existem duas maneiras de construir urn 
escalar como o produto de duas fun?6es: 

fg (produto de duas fun§oes escalares), 

A • B (produto escalar de duas fun?oes vetoriais), 

e duas maneiras de fazer um vetor: 

/ A (escalar vezes vetor), 

A x B (produto vetorial de dois vetores). 

Da mesma forma, existem seis regras de produtos, duas para gradientes: 


(i) 


V(/s) = /Vs + sV/, 


(ii) V(A • B) = A x (V x B) + B x (V x A) + (A • V)B + (B ■ V)A, 
duas para divergentes: 

(iii) V • (/A) = /(V • A) + A • (V/), 


(iv) 

e duas para rotacionais: 

(v) 


V • (A x B) = B • (V x A) - A • (V x B), 


V x (/A) = /(V x A) - A x (V/), 


(vi) 


V x (A x B) = (B • V)A - (A • V)B + A(V • B) - B(V • A). 


Essas regras de produtos serao usadas com tanta frequencia que foram colocadas nas paginas finais do livro para facilitar 
a consulta. As provas vem diretamente da regra do produto para derivadas ordinarias. Por exemplo, 


= (V/) • A + /(V • A). 

Tambem e possivel formular tres regras para quocientes: 

gVf-fVg 


+ 




VI - 


9 * 


VI- 

9 

T7 /' A 

V x ( — 

9 


fl(V • A) - A • (Vg) 


g(V x A) + A x (Vg) 


No entanto, como estas podem ser obtidas rapidamente a partir das regras de produtos correspondentes, nao foram colo- 
cadas nas paginas finais do livro. 
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Problema 1.20 Demonstre as regras de produtos (i), (iv) e (v). 

Problems 1.21 (a) Se A e B sao duas fun^oes vetoriais, o que a expressao (A • V)B significa? (Ou seja, quais sao suas componentes 
x, y e z em termos das componentes cartesianas de A, B e V?) 

(b) Calcule (r • V)r, onde r e o vetor unitario definido na Equa 9 ao 1 .21 . 

(c) Para as fun^oes do Problema 1.15, calcule (v 0 • V)v&. 

Problema 1.22 (Somente para masoquistas.) Demonstre as regras de produtos (ii) e (vi). Consulte o Problema 1.21 para a defink^ao 
de (A ■ V)B. 

Problema 1.23 Deduza as tres regras para quocientes. 

Problema 1.24 (a) Verifique a regra do produto (iv) (calculando cada termo separadamente), para as flushes 

A — xx + 2y y + 3z z; B — Sy x — 2.x y . 

(b) Fa 9 a o mesmo para a regra do produto (ii). 

(c) Fa 9 a o mesmo para a regra (vi). 


1.2.7 Segundas derivadas 

0 gradiente, o divergente e o rotacional sao apenas as primeiras derivadas que podemos obter com V ; aplicando-se V 
duas vezes, podemos construir cinco tipos de segundas derivadas. 0 gradiente VT e um vetor, de forma que podemos obter 
o seu divergente e o seu rotacional : 


(1) Divergente do gradiente: V • (VT). 

(2) Rotacional do gradiente: V x (VT). 

O divergente V • v e um escalar — podemos apenas obter seu gradiente : 

(3) Gradiente do divergente: V(V • v). 

0 rotacional Vxveum vetor, de forma que podemos obter seu divergente e seu rotacional. 

(4) Divergente do rotacional: V • (V x v). 

(5) Rotacional do rotacional: V x (V x v). 


Isso esgota as possibilidades e, de fato, nem todas elas trazem algo de novo. Vamos analisa-las uma por vez: 
(1) V • (VT) = 


d „ d . d 

x— + y-K- + z 

oy 


dx 

d 2 T d 2 T 


dz 

d 2 T 


f dT . dT„ 0T. 


dx 2 dy 2 + dz 2 


(1.42) 


Este objeto, que escrevemos como V 2 T para abreviar, e o chamado operador laplaciano de T; vamos estuda-lo detalha- 
damente mais tarde. Observe que o laplaciano de um T escalar e um escalar. Ocasionalmente falaremos sobre o laplaciano 
de um vetor V 2 v. Com isso, nos referimos a uma quantidade vetorial cujo componente x e o laplaciano de v x e assim por 
diante: 3 

V 2 v = (VV)x + (V\)y + {V 2 v z )i. (1.43) 

Isto nada mais e do que uma extensdo conveniente do significado de V 2 . 

(2) 0 rotacional de um gradiente e sempre zero : 


V x (VT) = 0. 


(1.44) 


3. Em coordenadas curvilineas, onde os proprios vetores unitarios dependem da posigao, eles tambem devem ser diferenciados (veja a Se 9 ao 1.4.1). 
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Eou^t M f “ 0 jT rtan ‘- q " J e irem ° S US “ r re P elidame "'^ P°* ser facilmente pro»ado a partir da definicao de V 
Equasao 1.39. Cuutado: voce pode pensar que a Equafao 1 .44 e -obviameme' verdadeira - ela „So e aMnaa 1 V Tmr . 
tambem nao e o produto vetorial de qmlquer vetor (neste caso, V) consigo mesmo semnrp nnlob Pee. P . . 
mas ndo totalmente conclusive, jit que V e um operadorz nan se ‘miiliinliaa’ a f P - Este raciocmio e sugesttvo, 
feto, se apoia aa rgualdade das deri.adas c,Tda7 P “ f ° rma A Pr ° Va da ^”0° ' 44, de 


d_ 

dx 


dT _ \ _ d_ 
dy)~~ 


d T\ 

dy \dx ) ' 


(1.45) 


Se voce acha isso detalhista, teste sua intuicao com este caso: 

(VT) x (VS). 

EsseresuUado i sempre zero? {Serin, e claro, se voce substitufsse os V por um vetor ordinario.) 

(Jl v( V v) por alguma razao raramente ocorre em aolicacoes fkiras p. nin „ ,„i 

0^° < *‘ Ve ^ nte ‘ °* )serve que V{ V v) nao 6 o mesmo que o laplaciano de urnvetorTvTra ( V^^v^VfV^) 0 
(4) 0 divergente de um rotacional, como o rotacional de um gradiente, e sempre nulo : 1 J * (V ' V) ' 


V • (V x v) = 0. 


(1.46) 


ve,orid MbTcTITa “ bT S cT m0 ' <N0Va, ” en ' e ' eXiS “ ° m atalh ° fra “ d “ len, ° Para KSa Pr ° Va ' nsa " d0 a ‘dentidade 
(5) Como voce pode verificar a partir da defini?ao de V: 


V x (V x v) = V(V • v) - V : 


'v. 


(1.47) 


s— E 5SE=S=-==: 


Problema 1.25 Calcule o laplaciano das seguintes fungoes: 

(a) T a = x 2 + 2 xy 4- 3z + 4. 

(b) Th — sen x sen y sen 2 ;. 

(c) T c — e~ 5x sen 4 y cos 3z. 

(d) v = x 2 x 4- 3xz 2 y — 2xz z. 

Problem, 1.26 P,„,e que 0 divergent, de um rotational 6 sempre aero. Verify para a v „ „„ Problem. 1,15. 
Problema 1.27 Prove que o rotacional de um gradiente e sempre zero. Verifique para a funtlio (b) no Problema 1.11, 


1.3 Calculo integral 

1.3.1 Integrals de linha, superficie e volume 

de caminho), as integrals de superffcfe mmS imp ° rtantes s3 ° as integrais de linha ( ou 

(i) Integrals de linha. Uma integral de linha e uma expressao da forma 





(1-48) 
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onde v e uma fungao vetorial, dl e o vetor deslocamento infinitesimal (Equagao 1.22) e a integragao deve ser feita ao longo de 
um caminho definido C, entre o ponto a e o ponto b (Figura 1.20). Se o caminho em questao e fechado (ou seja, se b = a), 
deve-se colocar um circulo no sinal de integral: 


/ 


v • dl. 


(1.49) 


A cada ponto do caminho, fazemos o produto escalar de v (tornado naquele ponto) com o deslocamento d\ ate o proximo 
ponto do caminho. Para um fisico, o exemplo mais familiar de uma integral de linha e o trabalho feito por uma forga F: 
W = fF-dl. 

Via de regra, o valor de uma integral de linha depende criticamente do caminho particular para ir de a a b, mas existe uma 
classe especial de fungoes vetoriais para as quais a integral de linha e independente do caminho e e totalmente determinada 
pelos pontos extremos. Sera nossa tarefa caracterizar, no momento oportuno, esse tipo especial de vetor. (Uma forga que tern 
essa propriedade e chamada de forga conservativa.) 



Figura 1.20 


Exemplo 1.6 

Calcule a integral de linha da fungao v = y 2 x + 2 x(y + 1) y do ponto a = (1,1,0) ao ponto b = (2, 2, 0), ao longo dos caminhos 
(1) e (2) da Figura 1.21. Qual e a j> v • dl para o caminho fechado que vai de a a b ao longo de (1) e volta a a ao longo de (2)? 

Solugao: como sempre, dl = dxx + dyy + dzz. 0 caminho (1) consiste em duas partes. Ao longo do segmento ‘horizontal’ 
dy = dz — 0, portanto 

(i) d\ = dxx, y — 1, v • dl = y 2 dx — dx, entao f v • dl — f^dx= 1. 

No trecho ‘vertical’ dx — dz — 0, portanto 

(ii) dl = dyy, x — 2, v • dl = 2 x(y + 1) dy — 4 (y + 1) dy, entao 


/■ 


■ dl = 4 I (y+l)dy=10. 


Pelo caminho (1), entao, 


v-dl = 1 + 10= 11. 


Enquanto isso, no caminho (2) x — y, dx = dyzdz — 0, portanto 

dl = dx x + dy y, v • dl — x 2 dx + 2x(x + 1) dx = (3x 2 + 2x) dx, 


y 


2 

1 


( 2 ), 


b 

(ii) 




1 2 x 


Figura 1.21 
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entao 




(3x 2 + 2x) dx = (a; 3 + x 2 ) | 


2 

i 


= 10 . 


(A estratSgia aqui e colocar tudo em termos de uma variavel; eu poderia tambem ter eliminado 
Para o caminho fechado que parte atraves de (1) e volta atraves de (2), entao, 


x e deixado em 


funqao de y.) 


v • dl = 11 — 10 = 1 . 


(ii) Integrals de superficie. Uma integral de superfine e uma expressao da forma 


da, 


(1.50) 


onde v e novamente alguma fun§ao vetorial e da e um trecho infinitesimal 
(Figuia 1.22). Existem, e claro, dots sentidos perpendiculares a qualquer 
superficie e intrinsecamente ambfguo. Se a superficie efechada (formando 
um cfrculo no sinal de integral 


da area, com direfao perpendicular a superficie 
superficie, portanto o sinal de uma integral de 
um ‘balao’), caso em que tambem devo colocar 


v • da, 

entao, dita a tradi ? ao que ‘para fora’ e positive, mas no caso das superficies abertas, e arbitrario. Se v descreve o fluxo de 

r.snnd T 883 P ° f rUm d f dC " rea 6 P ° r Unidade dC temp0) ’ enta ° / v ' r/a re Presenta a massa total por unidade de tempo 
passando pela superficie — dai o nome alternativo de ‘fluxo’. ^ 

Normalmente, o valor de uma integral de superficie depende da superficie especffica escolhida, mas ha uma classe especial 
e fun 9 oes vetonais para a qual ele e independente da superficie e e totalmente determinado pela linha que delimita aquela 
superficie. Logo estaremos em conduces de caracterizar essa classe especial. q 



Figura 1.22 


Exemplo 1.7 


So t.Ya' X Sfr* + «** cinco lado, <ex«»,„do 0 (undo) da c.ixa cubic, (de 

lado igual a 2) da F.gura 1 .23. Considere que ‘para c.ma e para fora’ e a dire ? ao positiva, como indicam as setas. 

Solu^ao: considerando um lado por vez: 

(i) x = 2, da = dydzx, v ■ da = 2 xz dy dz = 4z dy dz , portanto 

J v ■ da = 4 dy J zdz = 16. 

(n) x = 0, da - -dydzx, v • da = -2 xzdydz = 0, entao 

[ v • da = 0. 


(iii) y — 2, ds. — dx dz y , v • da = (x + 2) dxdz , entao 
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(iv) y = 0, da = - dxdzy , v ■ da ~ — (x + 2) dxdz, entao 

/*2 

(; x + 2)dx dz = —12. 

Jo 


/ — jf 


(v) 2 = 2, da = dxdyz,, v • da = y(z 2 -3)dxdy - y dx dy, entao 

/ 2 r 

v • da = / dx I ydy = 4. 


[ v • da = f dx f 
J Jo Jo 


Evidentemente, o fluxo tota/ e 


/ 

Jsi 


superfine 


V • da = 16 + 0 + 12 - 12 + 4 = 20. 


(iii) Integrals de volume. Uma integral de volume e uma expressao da forma 

[ Tdr, 

Jv 

onde T e uma fun9ao escalar e dr e um elemento de volume infinitesimal. Em coordenadas cartesianas, 


dr — dx dy dz. 


(1.51) 

(1.52) 


Por exemplo, se T e a densidade de uma substantia (que pode variar de um ponto a outro), entao a integral de volume 
daria a massa total. Ocasionalmente encontramos integrals de volume de fun?oes vetoriais : 


j v dr = J (v x x + v y y + v z z )dr = x J v x dr + y J v y dr + z j v z dr; 
como os vetores unitarios sao constantes, eles saem da integral. 


(1.53) 


Exemplo 1.8 

Calcule a integral de volume de T — xyz 2 para o prisma da Figura 1 .24. 



Solu^ao: pode-se calcular as tres integrais em qualquer ordem. Vamos come^ar com x: ele vai de 0 a (1 - y); depois y (vai de 0 a 
1), e finalmente z (0 a 3): 

J Tdr = 


UAL ’A iv ) dz ~^L 


z 2 dz 


(l-yfydy 
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Problema 1.28 Calcule a integral de linha da fun 9 ao v 
diferentes: 


x 2 x + 2yz y + y 2 z da origem ao ponto (1,1,1) atraves de tres rotas 


(a) (0, 0,0) -4 (1,0,0) -*■ (1,1,0) -> (1, 1, 1); 

(b) (0, 0, 0) — > (0, 0, 1) — > (0, 1, 1) -4 (1, 1 , l); 

(c) A linha reta, direta. 


(d) Qual e a integral de linha em torno do caminho fechado que parte ao longo do caminho (a) e volta ao longo do caminho (b)? 

Problema 1.29 Calcule a integral de superffcie da fun 9 ao no Exemplo 1.7 para of undo da caixa. Por coerencia, adote ‘para cima’ 
Send ° 3 d ' re j a0 pos,tIva ; A inte § ral de su Perficie depende somente da linha limite para esta fun 9 ao? Qual e o fluxo total sobre 
( “ ° fUnd ° )? [N ° ta: ^ 3 ”*^***> a positiva ? e ‘para fora’ e, portanto, pam 


Problema 1.30 Calcule a integral de volume da fun 9 ao T 


~ z2 P ara 0 tetraedro com cantos em (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1). 


1.3.2 Teorema fundamental do calculo 

Suponha que / ( x ) e uma fun 9 ao de uma variavel. O teorema fundamental do calculo diz que: 

f b df 

L £*=/<»> -/M- 

Caso isso nao parcca familiar, vamos escreve-lo de outra forma: 


/ F ( x )dx = f(b) - /(a), 

J a 

onde df/dx = F(x). O teorema fundamental diz como integrar F(x): voce cria uma fun 9 ao f(x) cuja derivada seja igual a 

(r) !T7rrrnT me7nC r'' ? Und ° 3 EqUa?a ° L33 ’ df = {df/dx)dx 6 3 Varia ? 5 ° i^nitesimal em /, quando se vai de 
( ) ^ , + d f' 0 teorema fundamental (1.54) diz que se voce cortar o intervalo de a a b (Figura 1 25) em muitos pedacos 

ZTm{ 'rt 7 T ° S mCren T ntOS df de cada pedacinho ’ 0 resultad0 sera (sent qualquer surpresa) igual a varia 9 ao total 
/■ /( ) f(a). Em outras palavras, ha duas manetras de determinar a varia 9 ao total da fun 9 ao: tomar a diferenca dos 

z:—T:::r° a passo somando ,odos os *— — » — ■ 

Observe o fomtato basico do teorema fundamental: a integral de uma derivada satire urn intervalo t dada pelo valor 

Em calculo vetorial existent tres tipos de derivadas (gradiente divergente e 
rotational), e cada uma tern seu propno 'teorema fundamental,’ essencialmente com o mesmo fomtato Nao hi pretensao de 

d P ”“ a, “ ,: em ” d,SS °' “ Pli “ d ° ° “ S,SnifCad ° ‘ “ “ Rivets YCZZ 



Figura 1.25 
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1.3.3 Teorema fundamental para gradientes 

Suponha que temos uma fungao escalar com tres variaveis T(x,y,z). Comegando no ponto a, nos movemos a uma 
pequena distancia d\\ (Figura 1.26). Segundo a Equagao 1 .37, a fungao T sera alterada por uma quantidade 

dT = (VT) • dli. 

Agora avangamos urn pouco mais, com urn pequeno deslocamento adicional ril 2 ; o incremento em T sera (VT) • cfl 2 . 
Dessa forma, avangando em passos infinitesimals, fazemos a jornada ate o ponto b. A cada passo calculamos o gradiente de 
T (naquele ponto) e fazemos a multiplicagao escalar com o deslocamento <21..., o que nos da a variagao de T. Evidentemente, 
a alteragao total de T no trajeto de a a b ao longo do caminho escolhido 6 



(1.55) 


Este e o chamado teorema fundamental para gradientes; como o teorema fundamental ‘ordinario’, ele diz que a integral 
(no caso uma integral de linha) de uma derivada (no caso o gradiente) 6 dada pelo valor da fungao nos extremos (a e b). 

Interpretayao geometrica: suponha que voce queira determinar a altura da Torre Eiffel. Voce pode subir as escadas, usar 
uma regua para medir a altura de cada degrau e somar tudo (esse e o lado esquerdo da Equagao 1 .55), ou voce pode colocar 
altfmetros no topo e na base e fazer a diferenga das duas leituras (esse e o lado direito). A resposta, de uma maneira ou de 
outra, deve ser a mesma (esse e o teorema fundamental). 

Alids, como constatamos no Exemplo 1.6, as integrais de linha geralmente dependem do caminho tornado de a a b. Mas 
o lado direito da Equagao 1 .55 nao faz qualquer referenda ao caminho — somente aos pontos extremos. Evidentemente, os 
gradientes tern a propriedade especial de que suas integrais de linha sao independentes do caminho: 

Corolario 1: J Q b ( VT) • </l e independente do caminho tornado de a a b. 

Corolario 2: f (VT) • <21 = 0, jd que os pontos de inicial e final sao identicos, 
e, portanto, T(b) - T(a) = 0. 



Figura 1.26 


Exemplo 1.9 

Seja T = .x?/ 2 , tome o ponto a como a origem (0, 0, 0) e b como o ponto (2, 1, 0). Verifique o teorema fundamental para gradientes. 

Solugao: ernbora a integral seja independente do caminho, precisamos escolher urn determinado caminho para poder calcula-la. 
Vamos partir ao longo do eixo x (passo (i)) e depois subir (passo (ii)) (Figura 1.27). Como sempre, d\ = dxx + d-yy + dzz- 
VT = y 2 x + 2xyy. 

(i) y = 0; d\ = dx x, VT ■ d\ = y 2 d,x = 0, portanto 

/ VT • <fl = 0. 

J{ i) 


(ii) x = 2; dl = dyy, VT • dl = 2xydy = 4 ydy, portanto 


/ VT • dl = / iydy = 2y 2 

'(it) Jo 


- 2 . 
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Evidentemente, a integral de linha total e 2. Isto e consistente com o teorema fundamental? Sim: T(b) - T(a) = 2 - 0 = 2. 

Agora, apenas para convence-lo de que a resposta e independente do caminho, vamos calcular a mesma integral ao longo do caminho 
(iii) (a linha reta entre a e b): 

(iii) y — dy = | dx , VT ■ d\ — y 2 dx + 2 xy dy = |x 2 dx , portanto 



VT - dl = 



3 2 » 1 3 

-x ax = -x 

4 4 


= 2 . 



Figura 1.27 


Problema 1.31 Verifique o teorema fundamental para gradientes, usando T — x 2 + 4x?/ -f 2?/^ 3 , os pontos a = (0,0,0), b — 
(1, 1, 1) e os tres caminhos da Figura 1.28: 

(a) (0, 0, 0) -4 (1, 0, 0) — > (1, 1, 0) — v (1, 1, 1); 

(b) (0,0,0) -4 (0,0, l)-> (0,1,1) -4 (1,1,1); 

(c) o caminho parabolico z — x 2 ; y = x. 




Figura 1.28 


1.3,4 Teorema fundamental para divergentes 

O teorema fundamental para divergentes diz que: 


/ (V-v)dr = 
J 

f V da. 

J 

V 

s 


(1.56) 


Em honra, creio eu, da sua grande importancia, este teorema tern pelo menos tres nomes especiais: teorema de Gauss, 
teorema de Green ou, simplesmente, teorema do divergente. Como os outros ‘teoremas fundamental’ , ele diz que a integral 
de uma derivada (no caso o divergente ) sobre uma regido (no caso um volume) e igual ao valor da fun?ao no contorno (neste 
caso a superficie que limita o volume). Observe que o termo relativo ao contorno e em si uma integral (especificamente, uma 
integral de superficie). Isso e razoavel: o ‘contorno’ de uma linha sao apenas seus dois pontos extremos, mas o contorno de 
um volume e uma superficie (fechada). 

Interpretaqao geometrica: se v representa o fluxo de um fluido incompressivel, entao o fluxo de v (o lado direito da 
Equa^ao 1 .56) e a quantidade total de lfquido que passa pela superficie por unidade de tempo. Agora, o divergente mede a 
‘dispersao’ dos vetores a partir de um ponto — um lugar de alto divergente e como uma ‘torneira’ derramando lfquido. Se 
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tivermos muitas torneiras em uma regiao cheia de fluido incompressivel, uma quantidade igual de h'quido sera for?ada para 
fora dos contornos da regiao. De fato, ha duas maneiras de determinar quanto esta sendo produzido: (a) podemos contar todas 
as torneiras, registrando quanto sai de cada uma, ou (b) podemos percorrer o contorno medindo o fluxo em cada ponto e somar 
tudo. De uma maneira ou de outra, a resposta sera a mesma: 




Figura 1.29 
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(v) 


v • da = / / 2ydxdy=l. 

Jo Jo 


(vi) 

Portanto, o fluxo total e: 


v . da. — — / / 0da;dy = 0. 

7o t/o 


v-da=“-^ + |- ^ + l + 0 — 2, 


como se esperava. 


Problema 1.32 Teste o teorema do divergente para a fun£ao v = (xy) x + (2 yz) y + (3zx) z. Use como volume o cubo mostrado 
na Figura 1 .30, com lados de comprimento 2. 



1.3.5 Teorema fundamental para rotacionais 

0 teorema fundamental para rotacionais, que e conhecido pelo nome especial de teorema de Stokes, diz que 



(1.57) 


Como sempre, a integral de uma derivada (no caso o rotacional) sobre uma regiao (no caso urn trecho de superficie) e 
igual ao valor da fun$ao no contorno (no caso o perimetro do trecho considerado). Como no caso do teorema do divergente, 
o termo do contorno e em si uma integral — especificamente, uma integral de linha fechada. 

Interpretagao geometrica: lembre-se de que o rotacional e o ‘giro’ dos vetores v; uma regiao com urn alto rotacional 
e urn redemoinho — se voce colocar ali uma pequena roda de pas ela ira girar. Agora, a integral do rotacional sobre uma 
superficie (ou, mais precisamente, o fluxo do rotacional atraves dessa superficie) representa a ‘quantidade total de giro’, e 
podemos tambem determinar esse giro percorrendo a borda e descobrir quanto fluxo esta atingindo o contorno (Figura 1.31). 
Talvez voce considere esta interpretagao do teorema de Stokes um tanto forgada, mas e, no mmimo, urn recurso mnemonico 
que ajuda. 



Figura 1.31 
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Talvez voce tenha percebido uma aparente ambiguidade no teorema de Stokes: com relagao a integral de linha do contorno, 
em que sentido devemos dar a volta (no sentido horario ou anti-horario)? Se formos para o lado ‘errado’, obteremos um erro 
geral de sinal. A resposta e que nao importa para que lado se va, desde que voce seja coerente, pois tambem existe uma 
ambiguidade de sinal na integral de superffcie: para que lado da aponta? Para uma superffci efechada (como no teorema 
do divergente), da aponta na diregao normal para fora; para uma superffcie aberta , que lado e ‘para fora’? A coerencia no 
teorema de Stokes (como em todas as questdes do tipo) e dada pel a regra da mao direita: se os dedos apontam no sentido da 
integral de linha, o polegar ira determinar o sentido de da (Figura 1 .32). 

Agora, existem muitas superficies (um numero infinite) que compartilham qualquer linha de contorno dada. Faga um 
lago com um clipe de papel e mergulhe em agua com sabao. 0 filme de sabao 6 uma superffcie, com o lago de arame como 
contorno. Se voce soprar, o filme ira se expandir, formando uma superffcie maior, com o mesmo contorno. Em geral, uma 
integral de fluxo depende essencialmente da superffcie sobre a qual ela e determinada, mas, evidentemente, esse nao e o caso 
com os rotacionais. Isto porque o teorema de Stokes diz que /(' V x v) • da e igual a integral de linha de v em tomo do 
contorno e esta nao faz qualquer referenda a superffcie escolhida. 

Corolario 1: /(Vxv)-da depende somente da linha de contorno, 
e nao da superffcie especffica utilizada. 

Corolario 2: <f(Vxv)-da = 0 para qualquer superffcie fechada, ja que 

a linha de contorno, como a boca de um balao, reduz-se a um ponto e, 
entao, o lado direito da Equagao 1.57 se anula. 

Estes corolarios sao analogos aos do teorema do gradiente. Vamos desenvolver ainda mais esse paralelo no devido mo- 
mento. 


da 


CD 


Figura 1.32 


Exemplo 1.11 


vSuponha que v = (2 xz + 3y 2 )y + ( 4yz 2 )z . Verifique o teorema de Stokes para a superffcie quadrada mostrada na Figura 1.33. 
Solu 9 ao: aqui 

V x v = ( 4z 2 - 2x) x + 2z z e da = dydzx. 


(Ao dizer que da aponta na diregao x t estamos nos comprometendo com uma integral de linha no sentido anti-horario. Poderfamos, 
da mesma forma, escrevei da — dy dzic, mas, nesse caso, senamos obrigados a seguir no sentido horario.) Como x = 0 para esta 
superffcie, 


(V x v) • da : 


/ 


4 z 2 dydz— |. 


Mas e a integral de linha? Temos de fazer a decompos^ao em quatro segmentos: 



Figura 1.33 
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Portanto, 


Confere. 


(i) x = 0, 

2 = 0, 

v-dl = 3y 2 dy, 

/v 

■dl-- 

= f^y 2 dy=l, 

(ii) x = 0, 

y = 1, 

v ■ dl- 4 z 2 dz, 

/v 

■ dl - 

= Io 4z2dz = b 

(ii) x = 0, 

2=1, 

v -dl = 3 y 2 dy, 

/v 

■dl = 

= fi 3 V 2 dy - -1 

(iv) x = 0, 

y = o, 

v • dl - 0, 

/v- 

■dl = 

= Jj 0 0 dz = 0. 


/ v 

■ dl= i + ri 

+ 0 = 

1 CO 



Um ponto estrategico: observe como tratou-se da etapa (iii). Aqui, existe a tenta ? ao de escrever dl = -dy y, ja que o caminho segue 
para a esquerda. Voce pode conseguir, se insistir, fazendo a integral de 0 -4 1. Pessoalmente, prefiro dizer dl = dx x + dy y + dz z 
sempre (nunca um sinal negativo) e deixar que os limites da integral definam a diresao. 


daFiguraV?? VerifiqUC ° te ° rema de St0k6S Para 3 lun?a ° v = (*») * + (2»«) 9 + (3**) z usando a area triangular sombreada 

Problema 1.34 Venfique o Corolano 1 usando a mesma fun§ao e a mesma linha de contorno do Exemplo 1.11 mas calculando a 
integral sobre os cinco lados do cubo da Figura 1.35. A face de tras do cubo e aberta. 




1.3.6 Integra^ao por partes 

A tecnica conhecida (inconvenientemente) como integragao por partes explora a regra do produto para derivadas: 


Integrando ambos os lados e usando 




o teorema fundamental: 




(1.58) 


Isso e a integra^ao por partes. 0 metodo e pertinente para a situa?ao em que e preciso integrar o produto entre uma funcao 

(/) e a derivada de outra (g)\ ele diz que se pode transferir a derivada deg a f, ao custo de um sinal de menos e um termo de 
contorno. 
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Exemplo 1.12 


Calcule a integral 



Solu^ao: a exponencial pode ser expressa como a derivada: 


e 


— X 



nesse caso, entao, f(x) — x, g(x) = — e X ,tdf/dx = 1 , portanto 



dx — 



= 1 . 


Podemos explorar as regras de produtos de calculo vetorial, juntamente com os teoremas fundamentais apropriados, exa- 
tamente da mesma forma. Por exemplo, integrando 


V-(/A) = /(V-A)+A.(V/) 
sobre um volume e usando o teorema do divergente, temos 

A • (Vf)dr = j> f A. ■ da., 
ou 

J^f(V-A)dT = —J A • (V /) dr + j) fA-da. (1.59) 

Aqui, novamente, o integrando e produto entre uma fungao (/) e a derivada (neste caso o divergente) de outra (A) A 
mtegra 9 ao por partes nos permite transferir a derivada de A para / (onde ela se toma um gmdiente), ao prego de um sinal de 
menos e de um termo de contorno (neste caso uma integral de superffcie). 

Talvez voce se pergunte com que frequencia e possfvel encontrar uma integral que envolva o produto entre uma fungao e 
a derivada de outra. A resposta e que isso 6 surpreendentemente frequente e que a integragao por partes resulta em uma das 
ferramentas mais poderosas do calculo vetorial. 



Problema 1.35 (a) Mostre que 


(b) Mostre que 


J s /( v X A) • da = J [A x (V/)] ■ da + /A • dl. 

B • C V x A) dr = j A • (V x B) dr + ^ (A x B) • da. 


(1.60) 


( 1 . 61 ) 


1.4 Coordenadas curvilmeas 

1.4.1 Coordenadas polares esfericas 

As coordenadas polares esfericas (r, 6, <j>) de um ponto P estao definidas na Figura 1 .36; r e a distancia a partir da origem 
(a magnitude do vetor posigao), 6 (o angulo formado com o eixo z) 6 o chamado angulo polar e </> (o angulo de contorno 

a partir do eixo x) e o angulo azimutal. Sua relagao com as coordenadas cartesianas (x,y,z) pode ser obtida a partir da 
Figura 1.36: 

x = r sen 6 cos (f>, y = r sen 9 sen (j), z = rcosd. (162) 

A Figura 1.36 tambem mostra os tres vetores unitarios r, 6, $ que apontam na diregao do aumento das coordenadas 
correspondentes. Eles constituem uma base ortogonal (mutuamente perpendiculares) (como x, y, z) e qualquer vetor A pode 
ser expresso em termos desses vetores unitarios, da maneira usual: 
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A — A r r + A$ 6 + 0. 

Ag e A* sao as componentes radial, polar e azimutal de A. Em termos dos vetores unitarios cartesianos, 

r = sen 9 cos tp x + sen 9 sen tp y -p cos 9 z, 

9 = cos # cos 0 x + cos 9 sen 4>y - sen 9 z, 

4> = - sen^x + costpy, 


(1.63) 


(1.64) 


como voce mesmo pode facilmente verificar (Problema 1.37). Essas formulas estao no final do fivro, para facilitar a consulta 
Mas aqui existe uma cobra venenosa a espreita, e e melhor que eu o alerte a respeito dela: f , 6t d> estao associados a 
urn ponto especifico P e eles mudam de diregao a medida que P se movimenta. Por exemplo, f sempre aponta radialmente 

estda°Na Ftara ? 37 T- « e B - ^ ‘ f ^ dire?a ° V ° U qual ' ! “ er ou,ra dire « 50 ' dependendo de onde ,oce 
■ J • gal .37, A - y e B - -y e, no entanto, ambos senam escritos como r em coordenadas esfericas Poder ii 

ZZT Seoue ° T de refer “ Cia: f(9, ^ 6{> ' *>’ ke ' * mas iSS0 seria 

bathoso e, desde que se tenha ciencia do problema, nao creio que haver* dificuldades. 4 Particularmente nao tenha a 

n genuidade de combmar as componentes esfericas de vetores associados a pontos diferentes (na Figura 1 37 A + B - 0 

nao 2r e A • B = -1, nao +1). Tooe cnidado ao diferencia, um ve.or que esteja expresso em coordenadas esVdncas ia'aue 

os vetores mulattos, em sq sao funqoes de posiqao (di/SD = 0, por exemplo). E nao retire t. be fit de mna integral como 

fizemos com x, y e a na Eqnaqao 1.53. Em gerai, se voce nao estiver certo quanto a .alidade de uma operaeao ™ “ 

pi oblema novamente em coordenadas cartesianas, nas quais essa dificuldade nao ocorre ’ P 

,esi^r“:“”t t5 ° f 6 simpiesmeme ir (Kgora 1 38a) ' da mesma forma q ” « M* 


dlf — dv. 


(1.65) 


x P .° r ° Utr0 ' ad °' um el f IT ' ent0 infinitesimal de comprimento na d.regao 0 (Figura 1.38b), nao e apenas d,9 (isso e um 
angulo nao tern as unidades corretas para comprimento), mas sim r d9: 


( 1 . 66 ) 


die = r d9. 

Da mesma forma, um elemento infinitesimal de comprimento na diregao tp (Figura 1 ,38c) e r sen 9 dtp: 

dl<t, = r sen 9 dtp. (167) 

Portanto, o deslocamento infinitesimal gerai dl e 

dl = drr + r d9 0 + r sen 9 dtp <p. ^ 



Figura 1.37 
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Isso tern o papel (nas integrals de linha, por exemplo) que d\ = dx x + dy y + dz z teve nas coordenadas cartesianas. 

0 elemento de volume infinitesimal dr, nas coordenadas esfericas, e o produto dos tres deslocamentos infinitesimais: 

dr = dl r die dl $ = r 2 sen 9 dr d8 d</>. (1-69) 

Nao posso lhe dar uma expressao geral para elementos de superficie da., ja que eles dependem da orienta?ao da superffcie. 
Voce tera simplesmente que analisar a geometria para cada caso (isso vale tanto para as coordenadas cartesianas quanto para 
as curvilfneas). Se voce estiver calculando a integral sobre a superffcie de uma esfera, por exemplo, entao r 6 constante, 
enquanto 9 e <j> variam (Figura 1.39), portanto 

dai = die dl $ r = r 2 sen 8d0d<j)i. 


Por outro lado, se a superffcie esta no piano xy, digamos, de forma que 9 
variam, entao 


da 2 = dl r dl<j, 6 — r dr dxj> 9 . 


seja constante (a saber 7t/2), enquanto rtf 


Por fim, observe que o alcance de r e de 0 a oo, o de <j> 6 de 0 a 27T, e o de 9 e de 0 a n (nao 27r, pois isso faria contar cada 
ponto duas vezes). 5 



Figura 1.39 


Exemplo 1.13 


Encontre o volume de uma esfera de raio R. 

SoluQao: 


V 


/ pR p-n p2n 

dr — I / / r 

Jr - o Je - o J<f >= o 


sen 0 dr' dO d.(j) 




(2)(2tt) = frr R z . 


(Nao e uma grande surpresa.) 


Ate o momento falamos apenas sobre a geometria das coordenadas esfericas. Agora gostaria de ‘traduzir’ as derivadas 
vetoriais (gradiente, divergente, rotacional e laplaciano) para a nota?ao r, 8, (j). Em princfpio, isso e totalmente direto: no caso 
do gradiente, 


dT „ dT , dT 
~d^ x+ d^ y+ d^ z 


por exemplo, usarfamos primeiro a regra da cadeia para expressar novamente as derivadas parciais: 


dT_dT fdr\ 8T /d6\ dT / df\ 
dx dr d8 \ dx ) ^ d<f> J 


5. Aiternativamente, poderia-se variar rj) de 0 a 7r (o ‘hemisferio oriental’) e cobrir o ‘hemisferio ocidental’ estendendo 6 de n a 2 tt. Mas essa e uma 
nota^ao muito ruim, ja que, entre outras coisas, sen 6 serf, entao, negativo e voce terf de usar sinais de valor absolute em torno do termo nos elementos 
de volume e superficie (sendo area e volume, intrinsecamente, quantidades positivas). 
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O metodo ‘direto’ apenas para most™ q * Vantagem de tratar de todos os sistemas d ^° rdagem Indire 'a muito mais 
voce esta expressando a mesma auanf, 7d 7° 7 ^ SUtiI 0U mjste ™so sobre a transform 01 ? Cnadas de Uma vez - Descrevi 
Aqui ■* ena °- -■ 0 for,em •**“' 
Gradients : 

Divergente: 

Rotational: 


VT=^ + 1^a, 1 dT ~ 

f)v' £>/) V - 0 . 


dr rde + 7^TeW 


]_d_ 
r 2 dr ' 


(r 2 Vr)+ ld l q 


(1.70) 

(1.71) 


V x v 


1 


+ 


9r ( ^ - 1 


Szlfij-lf 1 dv r 


d 


Laplaciano: 

Para consulta, essas formulas estao'list&las < no final do^vro.' 


v 2 r= ^( 4 r )^|( M ,f) + _i_ ? 0 . 


(1.72) 


(1.73) 


ProWema u< *«"• - — — — — — > 

Problen,a U7 *■"« “ — ,,*,#« termM dc . 2 S P,l " a! ' 0 inve “ da »*■*< i •«>. 

V.n fi , r; „ s ^ sl devSrksmM , * « »m«„ zaaEqut5i0 

' rx * = *- 

origem. ’ ) Vcnfique ° reorema do divergence para a fungao v, = r- J r usando , 

(b) Fa 9 a o mesrno para v 2 = (1/r 2 )f fS ’ V ° 3 “*"* * raio A ^trada na 

Verifique o ieorema do di J ~ f ^ ' + ,f " 9) S + fr*” * «» « 4 . 

centrada na origem (Figura I .40). * ™S». ^ado para o v„l„ me a 

Problema 1.40 Calcule o gradiente e . lanja - . . _ ^ no p,a n0 „ e 

toordenadas cartesianas e usando a EquacaoTS afun?ao T = r ( c ™0 + sent? cos ^) Verifiqueolal ■ 
gura L4Ide (0, 0, 0) a (0, 0, 2). ' ' ^ ° teorema do g'adiente para esta funcfc mZ^" 0 C ° nvertendo T ™ 

V ’ usand0 0 caiT| inho mostrado na 
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1.4.2 Coordenadas cilmdricas 


As coordenadas cilfndricas (s, 0, z) de um ponto P estao definidas na Figura 1 .42. Observe que 0 tem o mesmo significado 
que nas coordenadas esfericas ezeo mesmo que nas cartesianas; s 6 a distancia ate P a partir do eixo z, enquanto a 
coordenada esferica re a distancia a partir da origem . A relagao com as coordenadas cartesianas e 


£ = scos0, y~ssen0, z = z. 

Os vetores unitarios (Problema 1.41) sao 

s — cos0x + sen0y, 

0 = — sen0x + cos0y, 
z = z. 


Os deslocamentos infinitesimals sao 

portanto 

e o elemento de volume e 


dig — ds ^ dl(j) — s d(j)t) dl% dz , 

dl = dss + s dp 0 + dz z, 
dr — sds d<pdz. 


A faixa de 5 e 0 oo, 0 vai de 0 -» 27 t, e 2 : de -oo a 00 . 
As derivadas vetoriais em coordenadas cilmdricas sao: 


Gradiente: 

VT = 

Divergente : 

V • v = 

Rotacional: 



\s d(j> dz J 

Laplaciano: 



dT ^ 1 dT 1 dT ^ 

0i s+ ^ ,< ’ + & z - 


i 

s ds 

s + 


1 dvf chh 
s d<j) dz 


dvs _ cfoz 
dz ds 


4>+- 

s 


d , . 

di [SVt) 


dvs 

d<j> 


1 d ( dT\ 1 d 2 T d 2 T 


V Z T=-- s— + 


s ds \ ds 

Estas f6rmulas tambem estao listadas nas paginas finais do livro. 


+ 


dz 2 ' 


(1-74) 

(1.75) 

(1.76) 

(1.77) 

(1.78) 

(1.79) 

(1.80) 

(1.81) 

(1.82) 



Problema 1.41 Expresse os vetores unitarios cilmdricos s, 0, z em termos de x, y, z (ou seja, deduza a Equagao 1.75). ‘Inveita’ as 
formulas para chegar ax,y,zem termos de s, 0, z (e 0). 

Problema 1.42 (a) Encontre 0 divergente da fungao 

v = s(2 -j- sen 2 0) s + s sen 0 cos 0 0 -f 3z z. 

(b) Teste 0 teorema do divergente para essa fungao, usando 0 quarto de cilindro (raio 2, altura 5) mostrado na Figura 1.43. 

(c) Encontre 0 rotacional de v. 
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y 


Figura 1.43 


1.5 A fun^ao delta de Dirac 

1.5.1 0 divergente de r/r 2 

Considere a fumjao vetorial 


1 „ 
v = — r. 


(1.83) 

Em cada local iza^ao, v e dirigido radialmente para fora (Figura 1.44); se existe uma fui^ao que deveria ter um grande 

divergente positivo, e esta. No entanto, quando se calcula, de fato, o divergente (usando a Equacao 1.71), cheea-se precisa- 
mente, a zero : ’ K 


V • v = 


J__d 

r 2 Q r 


1 


•*3)-pJrW-0- 


(1.84) 


(Voce ja tera encontrado este paradoxo se trabalhou no Problema 1 . 1 6.) A trama se complicara se aplicar o teorema do 

divergente a esta fun?ao. Suponha que calculemos a integral sobre uma esfera de raio R, centrada na origem (Problema 1 38b)- 
a integral de superffcie e ’ h 


v • da. 


= /(**) • (R 2 sen9d6d(f)r) 


sen 9 dO^j = 4tt. 


(1.85) 


, . Mas a integral de volume JV-vdr e zero, se acreditarmos na Equa ? ao 1 .84. Isso significa que o teorema do divergente 
e ralso? 0 que esta acontecendo aqui? 

A origem do problema e o ponto r = 0, onde v explode (e onde, na Equa?ao 1.84, nos inadvertidamente dividimos por 
zero). E verdade que V ■ v = 0 em qualquer lugar, exceto na origem, mas bem na origem a situate e mais complicada 
Observe que a integral de superffcie (1 .85) e independente de R- se o teorema do divergente estiver certo (e ele esta) devemos 
obter J ( v ■ v) dr = 4tt para qualquer esfera centrada na origem, nao importa quao pequena seja. Evidentemente, toda a 
contnbui§ao deve estar vindo do ponto r = 0! Assim, V • v tern a propriedade bizarra de anular-se em qualquer lugar’ exceto 
em um ponto; e, mesmo assim, sua integral (sobre qualquer volume que contenha esse ponto) e 4tt. Nenhuma funcao ordinaria 
se comporta dessa forma. (Por outro lado, um exemplo ffsico nos vem a mente: a densidade (massa por unidade de volume) 
ce uma partfcula pontual. E zero, exceto na localizagao exata da partfcula e, mesmo assim, sua integral e finita — a saber, a 



Figura 1.44 
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massa da particula.) Chegamos por acaso a am objeto matematico conhecido pelos ffsicos como fun<jao delta de Dirac. Ele 
surge em muitas ramifica^oes da fisica teorica. Alem do mais, o problema especffico que tem-se em maos (o divergente da 
funijao r/r 2 ) nao e apenas uma curiosidade enigmatica — ele e, de fato, urn aspecto central de toda a teoria da eletrodinamica. 
Portanto, vale a pena fazer uma pausa aqui e estudar, com alguma aten£ao, a liincao delta de Dirac. 

1.5.2 A funcao delta de Dirac unidimensional 

A fun 9 ao delta de Dirac unidimensional, 8(x), pode ser ilustrada como um ‘pico’ infinitamente alto e infinitesimalmente 
estreito, com area 1 (Figura 1.45). Ou seja: 


s ( x ) 


0, se x 0 1 

oo, se x = 0 J 


( 1 . 86 ) 


e 


8(x) dx = 1. 


(1.87) 


Tecnicamente, 8(x) nao e, de forma alguma, uma fun$ao, ja que seu valor nao e finito em x = 0. Na literature matematica, 
ela e conhecida como funcao generalizada ou distribui^ao. Ela e, se voce preferir, o limite de uma sequencia de fun^oes, 
tais como retangulos R. n (x), de altura n e largura l/n, ou triangulos isosceles T n (x), de altura n e base 2/n (Figura 1 .46). 

Se /( x) for alguma funcao ‘ordinaria’ (ou seja, que nao e outre t uncao delta — inclusive, por via das duvidas, digamos 
que /(;/;) seja continua), entao o produto f(x)8(x) e zero em qualquer lugar, exceto em x = 0. Segue-se que 


f(x)8(x) = f(0)8(x). 


( 1 . 88 ) 


(Este e o fato mais importante sobre a funyao delta, portanto, certifique-se de entender por que ele e verdadeiro: como o 
produto e zero de qualquer forma, exceto em x = 0, podemos muito bem substituir /(. r) pelo valor que assume na origem.) 
Em particular 

/ OO p OO 

f{x)8(x)dx = f{ 0) / 8(x)dx = f( 0). (1.89) 

-OO J -OO 

Entao, sob uma integral, a fun?ao delta 4 escolhe’ o valor de f(x) em x = 0. (Aqui e abaixo, a integral nao precisa ser 
calculada de -oo a +oo; e suficiente que o dommio se estenda atraves da funcao delta, e de -e a +e seria suficiente.) 

E claro que podemos mudar o pico de x = 0 para algum outro ponto, x = a (Figura 1.47): 


6(a) 


^ Area 1 



x 


Figura 1.45 



S(jc - a) 


^-Area l 


a x 


Figura 1.47 
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S(x - a) 


A Equagao 1 .88 torna-se 


e a Equagao 1 .89 generaliza-se para 


/ OO 

S{x-a)dx = 1. 

-OO 

f(x)S(x -a)= f(a)S(x - a), 


0, s ex ^ a 

oo, sex — a 



a) dx = /(a). 


(1.90) 

(1.91) 

(1.92) 


Exemplo 1.14 

Calcule a integral 


f x 3 S(x - 2) dx. 

Jo 

, , ox . - x = 2, portanto a intc 0 _ _ 

(em vez de 3), a resposta seria 0, porque o pico, nesse caso, ficaria fora do doirrinio de integragao. 


25 P ”l ° 62 ‘ - .«• ^ que se o limite s„pe t i„ r 


fll J?" hT 5 em S ‘ f° Seja um f ,Un<?a ° legftima ’ ^rois de <5 sao perfeitamente aceitaveis. De fato, e melhor pensar na 
ungao delta como algo sempre destinado a set usado dentro de uma integral. Em particular, duas expresses nno Lvoi 
fungoes delta (digamos D\(x) e D 2 (x)) sao consideradas iguais se 6 ' ^ vem 


/ OO 

.f(x)D 2 (x)dx, 

-oo 


(1.93) 


para todas as fungoes (‘ordinarias’) f(x). 


Exemplo 1.15 

Mostre que 

S ( kx ) = |^5(*), 

onde k e qualquer constante (diferente de zero). (Em particular, 8(-x) = S(x).j 
Solugao: para uma fungao de teste arbitraria /(*), considere a integral 


(1.94) 




,f(x)S(kx) dx. 


Mudando as variaveis, deixemos que y = kx, de forma aue x = v/k e dx - i lb a., c* i.e 
A 

}{x)8(kx)dx = ±f f[y/k)8{y)~ = ±i/(0) = ± /(0 ). 


1 * 1 ' 


(0 sinal inferior se aplica quando k 6 negative e esclarecemos isso colocando barras de valor absolute em tn™ Hn t a , 
indicado.) Dentro da integral, entao, S(kx) serve ao mesmo proposito que (l/|fc|)<)(.r): ’ “ 


/ f(x)6(kx) dx = / f( x ) 

J~°° 7-00 

Segundo o criterio 1.93, portanto, 5{kx) e (l/|*|)*(a) sao iguais. 




dx. 


6 . 


Isso nao 6 tao arbitrario quanto parece. O ponto crucial e que as 
dijiram, digamos, em tomo do ponto x = 17. Poderiamos, entao, 
seriam iguais. 


integrals devern ser iguais para qualquer f(x). Suponha que D x (x) e LMx) de fato 
escolher uma fungao /(*) com urn pico agudo por volta de , = 17 e as integral it 
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Problema 1.43 Calcule as seguintes integrals: 

(a) f 2 (3x 2 -2x-l)6(x-3)dx. 

f* 5 

(b) J cosx S(x — i r) dx. 

(c) J Q 3 + 1) dx. 

(d) j ^ In (a: + 3) S(x + 2) dx. 

Problema 1.44 Calcule as seguintes integrals: 

(a) f 2 2 (2x + 3) <5(3x) dx. 

(b) f^(x 3 + 3a; + 2) <5(1 - x) dx. 

(c) f\ t 9 x 2 S(3x + 1) dx. 

(d )J“ oo 8(x-b)dx. 

Problema 1.45 (a) Mostre que 

= S(x). 

[Dica: use integragao por partes.] 

(b) Assuma que 0(x) e a fungao degrau: 

{ 1, sea; > 0 "j 

> (1.95) 

0, se x < 0 J 

Mostre que dO/dx = <J(x). 


1.5.3 A fungao delta tridimensional 

E facil generalizar a fungao delta para tres dimensoes: 


5 3 (r) = 5(x)S(y)6(z). 


(1.96) 


(Como sempre, r = xx + yy + zzeo vetor posigao, estendendo-se da origem ao ponto (x,y,z)). Essa fungao delta 
tridimensional e zero em qualquer lugar, exceto em (0, 0, 0), onde ela explode. Sua integral de volume e 1 : 


S 3 ( 


J todo o espa90 

E generalizando a Equagao 1.92, 


r )dr= r f 

J — OO J 


S(x) S(y) <5(z) dxdydz = 1. 


oo J — oo J — OO 


/(r)J 3 (r-a)dr = /(a). 


(1.97) 


(1.98) 


/todo o espa^o 

Como no caso unidimensional, a integragao com 6 escolhe o valor da fungao / no local do pico. 

Estamos agora em condigoes de resolver o paradoxo introduzido na Segao 1.5.1. Como voce recordara, constatamos 
que o divergente de ? / r 2 e zero em todo lugar, exceto na origem e, mesmo assim, sua integral sobre qualquer volume con- 
tendo a origem e uma constante (a saber: 4n). Essas sao, precisamente, as condigoes que definem a fungao delta de Dirac; 
evidentemente 

* ^ 47rJ 3 (r). 


De forma mais geral, 


V. 


- 47 n) 3 (<fc), 


(1.99) 


(1.100) 


onde, como sempre, * e o vetor separagao: * = r - r'. Observe que a diferenciagao aqui e com respeito a r, enquanto r' 
permanece constante. A proposito, como 


V(-] = 

. i' 


* 

J 


( 1 . 101 ) 
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(Problema 1.13), segue-seque 

V 2 - = -4? r<J 3 (*). 

4 


( 1 . 102 ) 


Exemplo 1.16 — 

Calcule a integral 

j= iy +2)v ■(£)*■ 

onde V e uma esfera de raio i? centrada na origem, 

Solu^ao 1: use a Equa$ao 1 .99 para reescrever o divergente, e a Equa?ao 1 .98 para fazer a integral 

J ~ / ( ? ’ 2 + 2)47n5‘ ! (r) dr - 47r(0 + 2) = 87r. 

Jv 

Esta solu ? ao de uma linha demonstra algo do poder e da beleza da fun ? ao delta. No entanto, gostaria de mostrar urn seeundo m^rnHa 
muito mais trabalhoso, mas que serve para ilustrar o metodo de integraqao por partes, Se^ao 1,3.6. 

Solu^ao 2: usando a Equagao 1 .59, transferimos a derivada de r/r 2 para (r 2 4- 2): 


J=~ 

O gradiente e 

de forma que a integral de volume torna-se 


r 

I2 


[V (r 2 + 2 )] dr + ® (r 2 + 2) 


da. 


V(r 2 + 2) = 2rr, 



Gnquanto isso, no contorno da esfera (onde r = R ), 


sen 9 dr dO dcj) = 87t / rdr = 4nR 2 . 
Jo 


da — i? 2 sen 6 d,6 dcj) r , 

de forma que a integral de superficie torna-se 

J (R 2 -f 2) sen 0 d0d(j) — 47t (R 2 + 2). 

Juntando tudo, entao, 

J = -47ri? 2 + 4tt(/? 2 + 2) = 8tt, 

como antes. 


Problema 1.46 (a) Escreva uma expressao para a densidade volumetrica de carga eletrica n(r) de 
Certinque-se de que a integral de volume de p seja igual a q. 


uma carga pontual q em r', 


po— +,”e“ e ,0 ""” ftriCa * Car8> * dip0l ° qne COnSiS “ * na eng™ e de um, carg, 

(c) Qual e a densidade volumetrica de carga de uma casca esferica uniforme infinitesimalmente fina de raio R e carea total n 
centrada na origem? [Atengao: a integral sobre todo o espa?o deve ser igual a Q.] g 


Problema 1.47 Calcule as seguintes integrals: 

^ /todo o espa ^ 7 + r ‘ a + a )d 3 (r - a) dr, onde a e um vetor constante e a e a sua magnitude. 

(b) f v |r - b| 2 b 3 (5r) dr, onde V e um cubo de lado 2, centrado na origem eb = 4y + 3z. 

^ Jy( r + r ( r ' c ) + c 4 )^ 3 (r - c) dr, onde V e uma esfera de raio 6 com centra na orieem 
magnitude. 5 ’ 


c 


5x + 3y + 2z see sua 


(d) J v r • (d - r)«5 3 (e - r) dr, onde d = (1, 2, 3), e = (3, 2, 1) e V e uma esfera de raio 1.5, centrada em (2, 2, 2). 

Problema 1.48 Calcule a integral 

(onde V e uma esfera de raio R, centrada na origem) por dois metodos distintos, como no Exemplo 1 . 16. 
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1.6 A teoria dos campos vetoriais 

1.6.1 O teorema de Helmholtz 

Desde Faraday, as leis de eletricidade e magnetismo sao expressas em termos dos campos eletrico e magnetico, E e B. 
Como muitas leis da fisica, elas sao expressas de forma mais compacta na forma de equagoes diferenciais. Como E e B 
sao vetores, as equagoes diferenciais naturalmente envolvem derivadas vetoriais: divergente e rotacional. De fato, Maxwell 
reduziu a teoria completa a quatro equates, especificando, respectivamente, o divergente e o rotacional de E e B. 7 

A formulagao de Maxwell levanta uma importante questao matematica: ate que ponto uma fungao vetorial e determinada 
pelo seu divergente e pelo seu rotacional? Em outras palavras, se eu lhe disser que o divergente de F (que significa E ou B, 
conforme o caso) e uma fungao (escalar) definida D, 


V-F = D, 

e que o rotacional de F e uma fungao (vetorial) definida C, 

VxF-C, 

(por coerencia, o divergente de C deve ser nulo, 

V • C = 0, 

porque o divergente de um rotacional e sempre zero), voce pode determinar a fungao F? 

Bern... nao totalmente. Por exemplo, como voce deve ter percebido no Problema 1.19, existem muitas fungoes cujo 
divergente e rotacional sao ambos zero em todo o espago. 0 caso mais trivial e F = 0, e claro, mas tambem F = 
yz x + zx y + xy z, F = sen x cosh yx- cos x senh y y etc. Para resolver uma equagao diferencial, voce precisa ter, tam- 
bem, as condigoes de contorno adequadas. Em eletrodinamica, normalmente pede-se que os campos anulem-se ‘no infinito’ 
(longe de todas as cargas). 8 Com essa informagao extra, o teorema de Helmholtz garante que o campo seja univocamente 
determinado pelo divergente e pelo rotacional. (Uma prova do teorema de Helmholtz e dada no Apendice B.) 


1.6.2 Potenciais 


Se o rotacional de um campo vetorial (F) se anula (em toda parte), entao F pode ser escrito como o gradiente de um 

potencial escalar (F): 


V x F = 0 <f=4> F = -VV. 

(0 sinal de menos e puramente uma convengao.) Essa e a sfntese do seguinte teorema: 


(1.103) 


Teorema 1: Campos de rotacional nulo (ou ‘irrotacionais’). As seguintes condigdes sao 
equivalentes (ou seja, F satisfara uma se e somente se satisfizer todas as ou- 
tras): 

(а) V x F = 0 em todo o espago. 

(б) / a F • dl e independente do caminho, para quaisquer pontos extremos. 

(c) /Fdl = 0 para qualquer caminho fechado. 

(d) F e o gradiente de uma fungao escalar, F = - W. 

0 potencial escalar nao e unfvoco — qualquer constante pode ser acrescentada a V impunemente, ja que isso nao afetara 
seu gradiente. 

Se o divergente de um campo vetorial (F) se anula (em toda parte), entao F pode ser expresso como o rotacional de um 

potencial vetorial (A): 

V'F = 0^F=VxA. (1.104) 

Essa e a principal conclusao do seguinte teorema: 


7 campos' ente faland °’ ' SS0 S<5 6 V6rdade n ° CaS ° eSt4,ico; em geral > 0 diver g en(e e 0 rotacional sao dados em termos das derivadas temporals dos proprios 

8. Em alguns problemas encontrados em livros-texto, a carga em si estende-se ao infinito (falamos, por exemplo, do campo eletrico de um piano infinito ou 

do campo magnetico de um fio infinito). Nesses casos, as condigdes de contorno normais nao se aplicam e e preciso recorrer a areumentos de simetria 
para determinar univocamente os campos. 
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Teorema 2: Campos sem divergente (ou ‘solenoidais’). As seguintes condi^oes sao equi- 

valentes: 

(a) V • F = 0 em toda parte. 

(b) f F da 6 independente de superficie, para qualquer linha limite dada. 

(c) <f F • c/a = 0 para qualquer superficie fechada. 

(d) F e o rotacional de algum vetor, F = V x A. 

0 potencial vetorial nao e unfvoco — o gradiente de qualquer fumjao escalar pode ser adicional a A sem afetar o rotacional, 
ja que o rotacional de urn gradiente e zero. 

A esta altura voce deve ser capaz de provar todas as conexoes entre esses teoremas, exceto pelas que dizem que (a), (b) 
ou (c) implicam em (d). Essas sao as mais sutis e virao mais tarde. A proposito. em todos os casos (sejam quais forem o 
rotacional e o divergente), urn campo vetorial F pode ser escrito como o gradiente de urn escalar somado ao rotacional de urn 
vetor: 

F = — W + V x A (sempre). (1.105) 


Problems 1.49 (a) Considere que Fi =i 2 ze F a = xx + yy + zz. Calcule o divergente e o rotacional de Fi e F 2 . Qual 
deles pode ser escrito como o gradiente de urn escalar? Encontre um potencial escalar que funcione. Qual pode ser escrito como o 
rotacional de um vetor? Encontre um potencial vetorial adequado. 

(b) Mostre que Fa = yz x + zx y + xy z, pode ser escrito tanto como o gradiente de um escalar como o rotacional de um vetor. 
Encontre os potenciais escalar e vetorial para esta furnjao. 

Problema 1.50 Para o Teorema 1, mostre que (d) (a), (a) => (c), (c) => (b), (b) => (c) e (c) => (a). 

Problems 1.51 Para o Teorema 2, mostre que (d) =t> (a), (a) => (c), (c) => (b), (b) -> (c) e (c) => (a). 

Problema 1.52 (a) Qual dos vetores do Problema 1.15 pode ser expresso como o gradiente de um escalar? Encontre uma funqao 
escalar que seja a solugao. 

(b) Qual deles pode ser expresso como o rotacional de um vetor? Encontre esse vetor. 


Mais problemas do Capitulo 1 

Problema 1.53 Verifique o teorema do divergente para a lunfao 

v = r cos 6 ? + r 2 cos 4>6 — r 2 cos 9 sen 0 0, 

usando como volume um octante de uma esfera de raio R (Figura 1 .48). Certifique-se de incluir toda a superficie. [Resposta: TrR 4 /4] 

Problema 1.54 Verifique o teorema de Stokes usando a funfao v = ay x + bxy (a e b sao constantes) e o caminho circular de raio 
R, centrado na origem no piano xy. \ Resposta: nR 2 (b - a)] 

Problema 1.55 Calcule a integral de linha de 

v = 6 x + yz 2 y + (3y + z) z 

ao longo do caminho triangular mostrado na Figura 1.49. Confira a sua resposta usando o teorema de Stokes. \ Resposta: 8/3] 



R ^ 

y 



Figura 1.48 


Figura 1.49 
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Problema 1.56 Calcule a integral de linha de 

v — (r cos 2 6) r - (r cos 0 sen 6) 0 + 3r 

atraves do caminho mostrado na Figura 1.50 (os pontos estao identificados por suas coordenadas cartesianas). Use coordenadas 
cilfndricas ou esfericas. Verifique sua resposta usando o teorema de Stokes. [Resposta: 3n/2] 

Problema 1.57 Verifique o teorema de Stokes para a fungao v - y z, usando a superficie triangular mostrada na Figura 1.51. 
[Resposta: a 2 ] 

Problema 1.58 Verifique o teorema do divergente para a fungao 

v = r 2 sen 6 r + 4 r 2 cos 0 0 + r 2 tg 0 </>, 

usando o volume do ‘cone de sorvete’, mostrado na Figura 1.52 (a superficie superior e esferica, com raio R e centrada na origem). 
[Resposta: (nR 4 /12)(2tt + 3\/3)] 


Problema 1.59 Aqui estao duas verificagoes bonitas para os teoremas fundamental s: 

(a) Combine o Corolario 2 para o teorema do gradiente com o teorema de Stokes (v = VT, neste caso). Mostre que o resultado e 
coerente com o que voce ja sabia sobre as segundas derivadas. 

(b) Combine o Corolario 2 para o teorema de Stokes com o teorema do divergente. Mostre que o resultado e coerente com o que voce 
ja sabia. 


Problema 1.60 Embora os teoremas do gradiente, do divergente e do rotacional sejam os teoremas fundamentals do calculo integral 
vetorial, e possfvel derivar uma serie de corolarios a partir deles. Mostre que: 

(a) Jy(VT ) dr = § S T da.. [Dica: considere que v = c T, onde c e uma constante, no teorema do divergente; use as regras de 
produtos.] 

(b) / v (Vxv) dr ~ — j> s v x da. [Dica: substitua v por (v x c) no teorema do divergente.] 

JvP 1 ^ 72 ^ + ‘ dr “ ' da. [Dica: Considere que v = TVU no teorema do divergente.] 

( d ) /y(^ 2 ^ “ W 2 T) dr = j> s (TVU - UVT ) • da. [ Comentdrio : esta expressao e conhecida como o teorema de Green; ela 
e decorrente de (c), que as vezes e chamada de identidade de Green.] 

(e) f s VT x da — - j> p T dl. (Dica: considere v = cT no teorema de Stokes.] 


Problema 1.61 A integral 



e as vezes chamada de vetor area da superficie S. Se S for plana , entao |a| e a area (escalar) ordindria, obviamente. 
(a) Encontre a area vetorial de uma meia-esfera de raio R. 


(1.106) 


(b) Mostre que a ~ 0 para qualquer superficie fechada. [Dica: use o Problema 1 .60a.] 

(c) Mostre que aeo mesmo para todas as superficies que tern o mesmo contorno. 

(d) Mostre que 

a=ljirxdl, (U07) 

onde a integral e em torno da linha de contorno. [Dica: uma maneira de fazer isso e desenhar o cone subentendido pelo la?o na 
origem. Divida a superficie conica em cunhas triangulares infinitesimals, cada uma delas com o vertice na origem e oposto ao lado 
dl, e explore a interpretagao geometrica do produto vetorial (Figura 1 .8).] 



Figura 1.50 


Figura 1.51 


Figura 1.52 
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(e) Mostre que 

j) (c • r) d\ — a x c, (1.1 08) 

para qualquer vetor constante c. [Dica: considere que T = c • r no Problema 1 .60e.] 

• Problema 1.62 (a) Encontre o divergente da fungao 

f 

v = -. 

r 

Primeiro calcule-o diretamente, como na Equagao 1.84. Confira o seu resultado usando o teorema do divergente, como na Equa- 
$ao 1.85. Existe uma fun^ao delta na origem, como havia para r/r 2 ? Qual e a formula geral para o divergente de r n r? [Resposta: 
V • (r n r) = (n + 2 )r n_l , a menos que n — -2, em cujo caso sera 47r£ 3 (r); para n < -2 o divergente e mal definido na origem.] 

(b) Encontre o rotational de r n f. Verifique sua conclusao usando o Problema 1.60b. [Resposta: V x (r n r) — 0] 
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2.1 O campo eletrico 

2.1.1 Introdugao 

0 problema fundamental que a teoria eletromagnetica espera resolver e o seguinte (Figura 2.1): temos algumas cargas 
eletricas, qi,q 2 , 73 , ■ ■ ■ (vamos chama-las de cargas fontes); que for? a elas exercem em outra carga, Q (vamos chama-la de 
carga de prova)? As posigoes das cargas fontes sao dadas (como fungdes de tempo); a trajetoria da parti'cula de prova deve 
ser calculada. Em geral, tanto as cargas fontes quanto a carga de prova estao em movimento. 

A solugao para este problema e simplificada pelo principio da superposigao, o qual diz que a interagao entre duas cargas 
quaisquer nao e modificada pela presenga de outras. Isso significa que para determinar a forga em Q, podemos primeiro 
calcular a forga Fi, devida apenas a q\ (e ignorar todas as outras). Em seguida, calculamos a forga F 2 , devida apenas a q 2 ; e 
assim sucessivamente. Por fim, tomamos a soma vetorial de todas essas forgas individuals: F = F x + F 2 + F 3 + . . . Assini, 
se pudermos encontrar a forga em Q devida a uma unica carga q, teremos, em principio, terminado (o restante e apenas uma 
questao de repetir a mesma operagao varias vezes e depois somar tudo). 1 

Bern, em principio isso parece muito facil: por que nao posso apenas escrever a formula para a forga em Q devida a q 
e pronto? Eu poderia , e no Capftulo 10 e o que farei, mas voce ficaria assustado vendo isso neste momento, porque a forga 
em Q nao so depende da distancia * que separa as cargas (Figura 2.2), como tambem depende da velocidade e da aceleragao 
de q. Alem disso, nao e a posigao, velocidade e aceleragao de q que importam agora: as ‘notfcias’ eletromagneticas viajam 
a velocidade da luz e, portanto, o que importa para Q e a posigao, velocidade e aceleragao que q tinha em algum momento 
anterior, quando a mensagem foi enviada. 

Portanto, apesar do fato de que a questao basica (‘Qual e a forga incidente em Q devida a (/?’) e facil de ser determinada, 
urn confronto direto nao compensa. Em vez disso, vamos aborda-la por etapas. Nesse meio-tempo, a teoria que iremos 
desenvolver vai permitir a solugao de problemas eletromagneticos mais sutis que nao se apresentam em urn formato assim 
tao simples. Inicialmente vamos considerar o caso especial da eletrostatica no qual todas as cargas fontes sdo estaciondrias 
(ernbora a carga de prova possa estar em movimento). 



Figura 2.1 


Figura 2.2 


I 0 principio da superpos^ao pode parecer ‘dbvio’ para voce, mas ele nao tern necessariamente que ser tao simples: se a forga eletromagnetica fosse 
proporcional ao quadrado da carga fonte total, por exemplo, o principio da superposicao nao se aplicaria, ja que (q i + q 2 ) 2 i ^ q? + </ 2 (liavena ‘termos 

cruzados’ a considerar). A superposigao nao e uma necessidade logica , mas um fato experimental. 
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2.1.2 Lei de Coulomb 

Qual e a forga incidente em uma carga de prova Q devida a uma unica carga pontual q que esta em repouso a uma distancia 
4 ? A resposta (com base na experimentagao) e dada pela lei de Coulomb: 


F- 1 qQ * 

* — "j T*- 

47T60 * 


( 2 . 1 ) 


A constante eo e chamada de permissividade do espa^o livre. Em unidades SI, com forga em newtons (N), distancia em 
metros (m) e carga em coulombs (C), 

12 C 2 

eo = 8,85 x 10~ 12 — 2 - 

N • nr 

Em palavras, a forga e proporcional ao produto das cargas e e inversamente proporcional ao quadrado da distancia de 
separagao. Como sempre (Segao 1 . 1 .4), 4 e o vetor separagao entre r' (a localizagao de q) e r (a localizagao de Q ): 


i = r - r ; 


( 2 . 2 ) 


4 e a sua magnitude e a sua diregao. A forga aponta ao longo da linha que vai de q ate Q\ ela sera repulsiva s tqtQ tiverem 
o mesmo sinal, e atrativa se seus sinais forern opostos. 

A lei de Coulomb e o principio da superposigao sao os ingredientes fisicos da eletrostatica — o restante, exceto por 
algumas propriedades especiais da materia, e a elaboragao matematica dessas regras fundamental. 


Problema 2.1 (a) Doze cargas iguais, g, estao localizadas nos cantos de um poligono regular de 12 lados (por exemplo, em cada 
niimero do mostrador de um relogio). Qual e a forga h'quida sobre uma carga de prova Q no centro? 

(b) Suponha que uma das 12 cargas seja removida (a que esta em ‘6 horns’ ), Qua! sera a forga sobre Q? Explique cuidadosamente o 
seu raciocinio. 

(c) Agora sao 13 cargas iguais, q, colocadas nos cantos de um poligono regular de 13 lados. Qual e a forga sobre a carga de prova Q 
no centro? 

(d) Se uma das 13 cargas for removida, qual sera a forga sobre Q? Explique o seu raciocinio. 


2.1.3 0 campo eletrico 

Se tivermos vdrias cargas pontuais qi,q 2 , ■ ■ ■ ,q n , as distancias ^ 1 ,^ 2 , •• • • 'hi de Q, a forga total sobre Q sera, evidente- 
mente 


F 


Fi + F 2 + . . . 


47T€ 0 


qiQ c , Q 2 Q c 

— '*'1 H o - *2 + • • • 

*i 4 


_Q_ 

47T60 


9l*l 92*2 93*3 

O I O I o 


+ ... 


ou 


onde 


F = QE, 




i — 1 


Qi * 
o 


(2.3) 

(2.4) 


E e chamado de campo eletrico das cargas fontes. Observe que ele e uma fungao da posigao (r), porque os vetores de 
separagao^ dependem da localizagao do ponto de observagao P (Figura 2.3). Mas ele nao faz qualquer referenda a carga de 
prova Q. 0 campo eletrico e uma quantidade vetorial que varia de um ponto a outro e que e determinada pela configuragao 
das cargas fontes; em termos fisicos, E(r) e a forga por unidade de carga que seria exercida sobre uma carga de prova que 
fosse colocada em P. 

0 que e, exatamente, um campo eletrico? Comecei, deliberadamente, com o que se pode chamar de interpretagao ‘minima’ 
de E, como passo intermediary no calculo das forgas eletricas. Mas recomendo que pense no campo como uma entidade 
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Ponto fonte 



ffsica ‘real’ que preenche o espa?o em torno de qualquer carga eletrica. 0 proprio Maxwell chegou a acreditar que campos 
eletricos e magneticos representavam tensoes e deforma§oes em um ‘eter’ invisivel primordial, semelhante a uma geleia. A 
relatividade especial nos fonjou a abandonar a ideia de eter e, com ela, a interpretagao mecanica de Maxwell sobre os campos 
eletromagneticos. (E ate possivel, embora excessivamente trabalhoso, formular a eletrodinamica classica como uma teoria de 
4 a?ao a distancia’ e dispensar, totalmente, a no?ao de campo.) Nao posso, portanto, dizer o que e um campo, mas apenas como 
calculado e o que ele pode fazer por voce uma vez que voce o calculou. 


Problema 2.2 (a) Encontre o campo eletrico (magnitude, dire 9 ao e sentido) a uma distancia z acima do ponto central entre duas 
cargas iguais, q, que estao separadas por uma distancia d (Figura 2.4). Verifique se o resultado e coerente com o que se espera quando 

2' » d. 

(b) Repita a parte (a), so que desta vez fa 9 a a carga do lado direito igual a -q em vez de +g. 


P 

z 


Q 


dll 


d/2 q 


Figura 2.4 


2.1.4 Distributes continuas de carga 


Nossa defini 5 ao do campo eletrico (Equa^o 2.4) assume que a fonte do campo e uma serie de cargas pontuais discretas 
ft. Se, em vez disso, a carga for distribui'da continuamente sobre uma determinada regiao, a soma torna-se uma integral 
(Figura 2.5a): 


E(r) 


1 

47re 0 



(2.5) 


Se a carga se espalhar ao longo de uma linha (Figura 2.5b), com carga-por-unidade-de-comprimento A, entao dq = A dl' 
(onde dl' e um elemento de comprimento ao longo da linha). Se a carga for espalhada sobre uma superficie (Figura 2.5c), 



(a) Distribui 9 ao continua (b) Linha de carga, X 



(c) Carga superficial, a (d) Carga volumetrica, p 


Figura 2.5 
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com carga-por-unidade-de-area a, entao dq — cr da' (onde da' e um elemento de area da superficie). E, se a carga preencher 
um volume (Figura 2.5d), com carga-por-unidade-de-volume p , entao dq — pdr f (onde dr 7 e um elemento de volume): 

dq — y A d,l! ^ o da! ~ p dr 1 . 


Entao, o campo eletrico de uma distribuitjao linear de carga e 


o de uma distribuifao superficial de carga e 



e o de uma distribuifao volumetrica de carga e 


E(r) 




idr'. 


(2.6) 


(2.7) 


( 2 . 8 ) 


A propria Equatjao 2.8 e frequentemente chamada de ‘lei de Coulomb’, porque esta tao proxima da original (2.1), e 
porque a distribuifao volumetrica de carga e, em certo sentido, o caso mais geral e realista. Por favor, observe atentamente 
o significado de 4 nessas formulas. Originalmente, na Equatjao 2.4, ** significava o vetor entre a carga fonte q, L e o ponto de 
observagao r. Correspondentemente, nas equates 2.5— 2.8, b e o vetor entre dq (portanto, de dl f , da\ ou dr 7 ) e o ponto 
de observa^ao r. 2 


Exemplo 2.1 


Encontre o campo eletrico que esta a uma distancia z acima do ponto central de um segmento de linha reta com comprimento 2 L, 
que tern uma densidade linear de carga uniforme A (Figura 2.6). 

Solugao: e aconselhavel cortar a linha em pares colocados simetricamente (em ±x\ ja que assim os componentes horizontais dos 
dois campos se cancelam e o campo liquido resultante do par e 


dE 

Aqui cos 6 — z/b, t = y/ z 2 + r 2 , e x vai de 0 a L: 

E = 


e aponta na diregao z< 


47TC0 



cos 0 z. 



2Az 

(z‘ 2 +X 2 ) 3 / 2 ^ 


2A z 
Attcq 

1 


X 

z 2 y/z 2 + x 2 
2A L 


L 

0 


4reo zy/z 1 + L 2 ’ 



2. Cuidado : o vetor unitario k nao e constante; sua diregao depende do ponto fonte r', e, portanto, ele ndo pode ser retirado das integrals 2.5-2.8. Na 
pratica, voce deve trabalhar com componentes cartesianas (x, y, z sdo constantes e saem da integral), mesmo que use coordenadas curvilfneas para 
realizar a integragao. 
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Para pontos distantes da linha (z > L), este resultado assume uma forma mais simples: 

1_2AL 

47T60 2 2 

o cjue faz sentido: de longe, a linha ‘parece’ uma carga pontual q = 2AL, de forma que o campo se reduz ao de uma carga pontual 
g/(47reo^ 2 ). No limite L — > oo, por outro lado, obtemos o campo de urn fio reto infinito: 


ou, mais genericamente, 


onde sea distancia do fio. 


E= 1 2A 
47reo z ’ 


E = 


1 2A 
47TC0 s 


(2.9) 


Problema 2.3 Encontre o campo eletrico a uma distancia z acima de uma das extremidades de urn segmento de linha reta L (Fi- 
gura 2.7) e que tern uma distribui^ao linear de carga uniforme, de densidade A. Verifique se a sua formula e coerente com o que seria 
de se esperar para o caso de z > L. 

Problema 2.4 Encontre o campo eletrico a uma distancia z acima do centro de uma espira quadrada (lado a) que tern uma densidade 
linear de carga uniforme A (Figura 2.8). [Dica: use o resultado do Exemplo 2.1.] 

Problema 2.5 Encontre o campo eletrico a uma distancia z acima do centro de uma espira circular de raio r (Figura 2.9), que tern 
uma densidade linear de carga uniforme A. 

Problema 2.6 Encontre o campo eletrico a uma distancia z acima do centro de urn disco circular piano de raio R (Figura 2.10), que 
tern uma densidade superficial de carga uniforme a. 0 que a sua formula revela no limite R oc? Verifique tambem o caso z > R. 

Problema 2.7 Encontre o campo eletrico a uma distancia z do centro de uma superficie esferica de raio R (Figura 2.1 1), que tern 
uma distribute superficial de carga eletrica de densidade uniforme a. Aborde o caso z < R, (interno), bem como z > R, (externo). 
Expresse suas respostas em termos da carga total q na esfera. [Dica: use a lei dos cossenos para escrever em termos de R e 0. 
Certifique-se de escolher a raiz quadrada positiva : V R 2 -h z 2 - 2 Rz — (R, - z) se R, > 2 , mas e (z - R) se R < z .] 

Problema 2.8 Use 0 resultado obtido no Problema 2.7 para encontrar os campos interno e externo de uma esfera de raio R , que tern 
uma distribuigao volumetrica de carga com densidade p. Expresse sua resposta em termos de carga total da esfera, q. Desenhe urn 
grafico de |E| como fungao da distancia a partir do centro. 



Figura 2.10 Figura 2.11 
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2.2 Divergente e rotacional de campos eletrostaticos 

2.2.1 Linhas de campo, fluxo e lei de Gauss 

Em princfpio, concluimos o assunto da eletrostatica. A Equagao 2.8 nos mostra como calcular o campo de uma distribuigao 
de carga, e a Equagao 2.3 nos diz qual sera a forga sobre uma carga Q colocada nesse campo. Infelizmente, como voce pode 
ter descoberto resolvendo o Problema 2.7, as integrais envolvidas no calculo de E podem ser complicadas, ate mesmo para 
distributes de carga razoavelmente simples. Boa parte do restante da eletrostatica se dedica a encontrar urn conjunto de 
ferramentas e truques para evitar essas integrais. Tudo coinega com o divergente e o rotacional de E. Calcularemos o 
divergente de E diretamente a partir da Equagao 2.8, na Segao 2.2.2, mas primeiro mostraremos uma abordagem intuitiva 
mais qualitativa e talvez mais esclarecedora. 

Comecemos com o caso mais simples possivel: uma unica carga pontual q , localizada na origem: 

E(r) = — - -j^r. (2.10) 

47tco r l 

Para ter uma ideia desse campo, posso esbogar alguns vetores representatives, como na Figura 2.12a. Como o campo 
diminui como 1/r 2 , os vetores ficam mais curtos a medida que voce se afasta da origem: eles sempre apontam radialmente 
para fora. Mas ha uma maneira mais agradavel de representar esse campo, que e conectando as setas para formal* linhas 
de campo (Figura 2. 1 2b). Voce pode pensar que, assim, joguei fora a informagao sobre a intensidade do campo que estava 
contida no comprimento das setas. Mas na realidade, nao. A magnitude do campo e indicada pela densidade das linhas de 
campo: ele e mais forte perto do centro, onde as linhas de campo estao mais proximas umas das outras, enfraquecendo-se com 
a distancia, quando elas ficam mais separadas. 

Na verdade, o diagrama de linhas de campo engana, quando e desenhado em uma superffeie bidimensional, ja que a 
densidade das linhas que passam atraves de um cfrculo de raio re o numero total dividido pela circunferencia (n/27ir), que e 
proporcional a (1/r), e nao a (1/r 2 ). Mas se voce imagina o modelo em tres dimensoes (uma almofada com alfinetes enfiados 
em todas as diregoes), entao a densidade das linhas e o numero total dividido pela area da esfera (n/Airr 2 ), que e proporcional 

a (1/r 2 ). 

Esses diagramas tambem sao convenientes para representar campos mais complicados. E claro que o numero de linhas que 
voce desenha depende da sua disposigao (e do quao bem apontado seu lapis esta), embora voce deva incluir linhas suficientes 
para ter uma percepgao precisa do campo. E voce deve ser coerente: se a carga q tern 8 linhas, entao 2 q tern de ter 16. Elas 
devem ter um espagamento equilibrado, pois emanam de uma carga pontual simetricamente em todas as diregoes. As linhas de 
campo comegam em cargas positivas e terminam em cargas negativas. Elas nao podem simplesmente terminal* em um ponto 
qualquer no espago, embora possam se estender ao infinito. Alem disso, as linhas de campo nunca se cruzam — em uma 
interseegao, o campo teria duas diregoes diferentes ao mesmo tempo! Com tudo isso em mente, fica facil desenhar o campo 
de qualquer configuragao simples de cargas pontuais: comece desenhando as linhas nas proximidades de cada carga e depois 
as conecte ou estenda ao infinito (figuras 2. 1 3 e 2. 14). 

Neste modelo o fluxo de E atraves de uma superffeie 5, 


$e = 


L 


E • da, 


( 2 . 11 ) 


e uma medida do ‘numero de linhas de campo’ que passam atraves de S. Isto foi colocado entre aspas, porque e claro que 
so podemos desenhar uma amostrn representativa das linhas de campo — o numero total seria infinito. Mas para uma dada 
taxa de amostragem, o fluxo e proporcional ao numero de linhas desenhadas, porque a intensidade do campo, lembre-se, e 


* 




Figura 2.12 
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Figura 2.13 Figura2.14 


proporcional a densidade das linhas de campo (o numero por unidade de area), e, portanto, E • da e proporcional ao numero 
de linhas que passam atraves da area infinitesimal da. (0 produto escalar seleciona a componente de da ao longo da direcao 
de E, como indicado na Figura 2.15. E somente a area no piano perpendicular a E que temos em mente quando dizemos que 
a densidade das linhas de campo e o numero por unidade de area.) 

Isto sugere que o fluxo atraves de qualquer superficie /<?cWa e uma medida da carga total no seu interior Isto porque as 
linhas de campo que se originam em uma carga positiva devem passar atraves da superficie ou terminal- em uma carga negativa 
no inteiior da superficie (Figura 2. 16a). Por outro lado, uma carga externa a superficie nao contribuira para o fluxo total ia 

que suas linhas de campo entram por urn lado e saem pelo outro (Figura 2. 16b). Essa e a essencia da lei de Gauss Agora 
vamos torna-la quantitativa. 

No caso de uma carga pontual q na origem, o fluxo de E atraves de uma esfera de raio r 6 


i 


E • da = 




■ (r 2 sen 6 dO d<j) r) 



(2.12) 


Observe que o ra.o da esfera se cancela, pois enquanto a area de superficie aumenta como r 2 , o campo diminui como 
1/r , e, portanto, o produto e constante. Em termos das linhas de campo, isso faz sentido, ja que o mesmo numero de linhas 
de campo atravessa qualquer esfera centrada na origem, seja qual for o seu tamanho. Inclusive, nao teria de ser uma esfera - 
qualquer superficie fechada, seja qual for a sua forma, interceptaria o mesmo numero de linhas de campo. Evidentemente o 
fluxo atraves de qualquer superficie que contenha a carga e q/e 0 . 

Agora, suponha que em vez de uma unica carga na origem, temos uma porgao de cargas espalhadas em torno da origem 
Segunclo o pnncipio da superposi^ao, o campo total e a soma (vetorial) de todos os campos individuals: 

n 

*=■£*■ 

i= 1 

0 fluxo atraves de uma superficie que contern todas elas e, entao, 



Figura 2.15 


Figura 2.16 
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Para qualquer superffcie fechada, entao, 

(2.13) 

onde Qenc e a carga total encerrada pela superffcie. Esta e a forma quantitativa da lei de Gauss. Embora ela nao contenha 
qualquer informagao que ja nao estivesse presente na lei de Coulomb e no princfpio da superposigao, tern urn poder quase 
magico como voce vera na Segao 2.2.3. Observe que o pivo de tudo isso e o carater 1/r 2 da lei de Coulomb; sem isso, o 
cancelamento crucial dos r na Equagao 2.12 nao aconteceria e o fluxo total de E dependeria da superffcie escolhida, e nao 
apenas da carga total no interior. Outras forgas que dependem de 1/r 2 (estou pensando particularmente na lei da gravitagao 
universal de Newton) obedecerao suas proprias ‘leis de Gauss’ e as aplicagoes que desenvolvermos aqui podem ser adotadas 
diretamente. 

Tal como e, a lei de Gauss e uma equagao integral, mas podemos prontamente transforma-la em uma equagao diferencial 
aplicando o teorema do divergente: 

E-da- /'(V-E)dr. 

5 V 

Reescrevendo Q enc em termos da densidade de carga p, temos 

Qe nc = J P d>T. 

V 

Portanto, a lei de Gauss torna-se 

/(V • E) dr = / (^) dr. 

V V 

E como isso e verdadeiro para qualquer volume, os integrandos devem ser iguais: 

(2.14) 

A Equagao 2.14 traz a mesma mensagem que a Equagao 2. 1 3 ; e a lei de Gauss na forma diferencial. A versao diferencial 
e mais ajeitada, mas a forma integral tern a vantagem de acomodar cargas pontuais, distribuigoes lineares e superficiais com 
mais naturalidade. 


Problema 2.9 Suponha que o campo eletrico em uma determinada regiao e dado por E = kr 3 r, em coordenadas esfericas ( k e uma 
constante). 

(a) Encontre a densidade de carga de p. 

(b) Encontre a carga total contida em uma esfera de raio R , centrada na origem. (Faga de duas formas diferentes.) 

Problema 2.10 Uma carga q fica no vertice traseiro de urn cubo, como mostra a Figura 2.17. Qual e o fluxo de E atraves da face 
sombreada? 





Figura 2.17 
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2.2.2 O divergente de E 

Agora vamos voltar e calcular o divergente de E diretamente da Equafao 2.8: 

E(r) = ii / .V')*'- (115) 

todo o espago 

(Originalmente, a integragao seria sobre o volume ocupado pela carga, mas posso muito bem estende-la para todo o espago, 
ja que, de qualquer forma p = 0 na regiao exterior.) Observando que a dependencia em r esta contida em = r — r', temos 

Este e exatamente o divergente que calculamos na Equafao 1 . 100: 

V. (1) = «». 

Assim, 

V E = [ 47r5 3 (r - r')p(r') dr f = —p( r), (2.16) 

47T6o J 

que e a lei de Gauss na forma diferencial (2.14). Para voltar a forma integral (2.13), aplicamos o argumento anterior ao 
contrario — integrando sobre urn volume e aplicando o teorema do divergente: 

[ V • E dr — ^E’da™ — / pdr = —Q c nc * 

J J e 0 J e 0 

v s v 

2.2.3 Aplicagoes da lei de Gauss 

E preciso interromper o desenvolvimento teorico neste ponto para mostrar o extraordinario poder da lei de Gauss, na 
forma integral. Quando a simetria o permite, ela oferece de longe a maneira mais rapida e facil de calcular campos eletricos. 
0 metodo sera ilustrado atraves de uma serie de exemplos. 


Exemplo 2.2 

Encontre o campo externo a uma esfera solida uniformemente carregada de raio R e carga total q. 

Solu^ao: desenhe uma superficie esferica com raio r > R (Figura 2.18); no nosso meio, esta e a chamada ‘superffcie gaussiana’. A 
lei de Gauss diz que, para essa superficie (como para qualquer outra) 


E * ds. — — Gene i 
eo 


Superficie 

gaussiana 



Figura 2.18 
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e Qenc = q. A primeira vista isso nao parece nos levar muito longe porque a quantidade que queremos (E) esta enterrada dentro 
da integral de superficie. Por sorte, a simetria nos permite extrair E da integral: E certamente aponta radialmente para fora, 3 assirn 
como da portanto podemos eliminar o produto escalar, 


J E • da = 

s 


|E| da , 


e a magnitude de E e constante sobre a superficie gaussiana, de forma que ela sai da integral: 


|E| da = |E| / da — |E| 47rr 2 


Assim 

|E| 47rr 2 = — q ) 
eo 

ou 

E =j^4f. 

47T60 

Observe uma caracteristica deste resultado que e digna de nota: o campo externo a esfera e exatamente o mesmo que tenamos se 
toda a carga estivesse concent rada no centra. 


A lei de Gauss e sempre vdlida , mas nem sempre e util. Se p nao fosse uniforme (ou, de qualquer forma, se nao fosse 
esfericamente simetrico), ou se eu tivesse escolhido qualquer outra forma para a minha superficie gaussiana, ainda seria 
verdadeiro que o fiuxo de E e (l/e 0 )q, mas eu nao teria certeza de que E estaria na mesma diregao que da e que ele teria 
magnitude constante sobre a superficie. E sem isso, eu nao poderia retirar |E| da integral. A simetria e crucial para esta 
aplica 5 ao da lei de Gauss. Ate onde sei, ha apenas tres tipos de simetria que funcionam: 

1. Simetria esf erica. Faga a sua superficie gaussiana uma esfera concentrica. 

2. Simetria cilmdrica . Faga a sua superficie gaussiana urn cilindro coaxial (Figura 2. 1 9). 

3. Simetria plana. Use uma superficie gaussiana na forma de ‘caixa de pilulas’ ancorada 
na superficie plana (Figura 2.20). 

Embora (2) e (3) requeiram cilindros infinitamente longos e pianos que se estendem ao infinito em todas as diregoes, 
vamos usa-las frequentemente a fim de obter respostas aproximadas para cilindros ‘longos' ou superficies planas ‘grandes’ 
em pontos distantes das bordas. 



Figura 2.19 



Exemplo 2.3 

Um cilindro longo (Figura 2.21) tein uma densidade de carga que e proporcional a distancia ao eixo: p = ks, sendo k uma constante. 
Encontre o campo eletrico no interior desse cilindro. 


3. Se voce duvida que E e radial, considere a alternativa. Suponha, digamos, que ele aponta para o leste no ‘equador’. Mas a orienta^ao do equador e 
perfeitamente arbitraria — aqui nada esta girando, portanto nao ha eixo natural ‘norte-sul’ — qualquer argumento que queira demonstrar que E aponta 
para o leste poderia tambem ser usado para mostrar que ele aponta para o oeste, para o norte, ou para qualquer outra diregao. A mica diregao univoca 
em uma esfera e a radial. 
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Figura 2.21 


Solu^ao: desenhe urn cilindro gaussiano de comprimento l e raio 5 . Para essa superficie, a lei de Gauss diz que: 


E ■ do. — — Qenc- 


A carga encerrada e 


Qe 


— J p dr = J (ks) (s' ds d(j) dz ) 


27 ikl 


s 2 ds = 1 7 rAds 3 . 


(Usei 0 elemento de volume adequado a coordenadas cilmdricas, Equa^ao 1.78, e integrei 4> de 0 a dz de 0 a /. Coloquei uma 
linha na variavel de integra^ao s\ para distingui-la do raio 5 da superficie gaussiana.) 

Agora, a simetria dita que E deve apontar radialmente para fora, de forma que para a porqm curva do cilindro gaussiano temos: 

j E • da = J |E| da — |E| J da - |E| 27 rs/, 
enquanto a contribui^ao das bases do cilindro e nula (aqui E e perpendicular a da). Assim, 


ou, finalmente. 


|E|2tts/= —TTkls 3 , 
eo 3 


E = ^-ks 2 s. 
3eo 


Exemplo 2.4 

Um piano infinito tem uma densidade superficial de carga uniforme cr. Encontre seu campo eletrico. 

Solu^ao: desenhe uma superficie gaussiana na forma de ‘caixa de pilulas’, deixando distances iguais acima e abaixo do piano 
(Figura 2.22). Aplique a lei de Gauss para esta superficie: 

(j) E • da = — Qenc- 

Neste caso, Qenc = a A, onde At a area da tampa da caixa de pilulas. Por simetria, E aponta para fora do piano (para cima nos 
pontos acima e para baixo nos pontos abaixo). Assim, as superficies superior e inferior resultam em 

J E • da = 2A|E|, 


E A 



Figura 2.22 
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enquanto a contribui^ao dos lados e nula. Assim, 


ou 


2A |E| = —crA, 
eo 


« ^ ,, "'-u (2.17) 

zzi:::z:ziz e aponK par * fora da svdkk N ° p ™ bk ” i6 - «•*» «* ™ sm „ resu „ ad0 . atrav& de „ m 
~r: vZZizzzz tzsz “ ni '°, ■* ?***" * *** ■ *- - «. 0 ,« 

de visao' (uma fonna cdnrca t|ue se estende a partirdo seu ^olho)"e°iTm !,OCeSe af “ s “ * plan0 ’ mars carga entra noseu ‘campo 
sozinho. O campo ele.oco de uma esfera dimiZ" 0 , “ 71 ' XT“ * 1 Zt ^ * «* 1*4 

eletrico de um piano infinito nao diminui. ’ e uma hi a infimta diminui como l/r; e o campo 


simetrico. Por exemplo recorrendo ao „HoS d! ! eSSa . smKt " a - mesmo 1” » “njunto, como um todo, „ao seja 
c-rospam,^ 

Exemplo 2.5 ~ — 


0 campo em cada TSm ** *** ** 

para a direita nas regions (ii) e (Hi). A pta^,d£^ (f/t T' “ eSqUerda "* '' eg ' ?, ° (0 e 

a direita nas regioes (i) e (ii) e para a esquerda na re°iao (iiii ft Art P ? P ^' 2 ^ a ' c l ue a P°nta para si — para 

regiao (ii). Conclusao: o campo e (l/e 0 )<r, e apo„ta & para a direita entre (i " ); 6,68 SC S ™ " 


llllll 

pi (ii) (i,,) 

wM jj|g 

t- 1 ■ 

-o 


Figura 2.23 


Em 



E_ 


(i) 


Em 



E+ 


E_ 


(ii) 

+o -a 
Figura 2.24 


(iii) 


que tern uma 


densidade superficial de ca w 'Sr^'o^ 0 iril^^pl^ 2"" “ ma 

™Z^7ZZTCZT‘ *** ’ * Um * ~ * «*— > «- - uma densidade iiuea, 

P -**«-. uma cons, 

Problema 2.15 Uma casca esferica oca tern a densidade de carga para o caso b = 2a. 


P= ^ 


na 


tegiao a < r < b (Figura 2.25). Encontre o campo eletrico nas tres 


de |E| como fun^ao de 


regioes: (i) r < a, (ii) a < r < 6, (iii) r > b. Fa$a 


um grafico 
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Figura 2.25 


Problema 2.16 Um cabo coaxial longo (Figura 2.26) possui uma densidade volumetrica de carga uniforme p no cilindro interno 
(raio a), e uma densidade supetjicial de carga uniforme na casca externa do cilindro (raio b). Essa carga superficial e negativa e de 
magnitude exata para que o cabo, como um todo, seja eletricamente neutro. Encontre o campo eletrico em cada uma das tres regioes: 
(i) dentro do cilindro interno (s < a), (ii) entre os dois cilindros (a < s < b), (iii) externa ao cabo (s > b). Faga um grafico de |E| 
como fun 9 ao de s. 

Problema 2.17 Uma placa plana infinita, de espessura 2 d, possui uma densidade volumetrica de carga umforme p (Figuia 2.27). 
Encontre o campo eletrico, como fungao de y, onde y = 0 no centra. Faga um grafico de E versus y, chamando E de positive 
quando apontar na diregao +y e de negativo quando apontar na diregao —y. 

Problema 2.18 Duas esferas, cada uma com raio R e com distributes volumetricas de carga de densidades uniformes +p e -p, 
respectivamente, estao posicionadas de forma que se sobrepoem parcialmente (Figura 2.28). Chame o vetor do centra positivo ao 
centra negativo de d. Mostre que o campo na regiao de sobreposigao e constante e encontre seu valor. [Dica: use a resposta do 

Problema 2.12.] 



Figura 2.26 




Figura 2.28 


2.2.4 O rotacional de E 

Calcularemos o rotacional de E, como calculamos o divergente na Scgao 2.2.1, estudando prtmeiro a configuragao mais 
simples possivel: uma carga pontual na origem. Neste caso 

1 q „ 

E = ! V 

47T£o 

Agora uma espiada na Figura 2.12 deve convence-lo de que o rotacional deste campo tern de ser zero, mas suponho que 
podemos propor algo um pouco mais rigoroso que isso. Vamos calcular a integral de linha deste campo, a partir de um ponto 
a ate um outro ponto b (Figura 2.29): 

[ Edl 

J a 

Em coordenadas esfericas, d\ - dr r + r dO 9 + r sen 0 def) </>, portanto 


1 Q 
47T€o f 2 


dr. 


E-dl = 
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Consequentemente, 




-1 q 

47reo r 


rt 


47re 0 \r a 



(2.18) 


onde r a e a distancia da origem ao ponto a e r h e a distancia da origem ate b. A integral em torno de um caminho fechado e, 
evidentemente, zero (porque, entao, r a = /■;,): 


E • dl = 0, 


(2.19) 


e entao, aplicando o teorema de Stokes, 

V x E = 0. 


( 2 . 20 ) 


Aqui, provamos as equates 2. 1 9 e 2.20 apenas para o campo de uma unica carga pontual na origem, mas estes resultados 
nao fazem referenda ao que, afinal de contas, e uma escolha perfeitamente arbitraria de coordenadas; eles continuam valendo 
independentemente de onde a carga esta localizada. Alem do mais, se tivermos muitas cargas, o principio da superposigao diz 
que o campo total e a soma vetorial dos campos individuals: 


E = Ei + E 2 + . . . , 


entao 

V x E = V x (Ej + E 2 + . . .) = (V x Ei) + (V x E 2 ) + . . . = 0. 
Assim, as equagoes 2.19 e 2.20 valem para qualquer que seja a distribuigao de carga estdtica. 


Problema 2.19 Calcule V x E diretamente a partir da Equagao 2.8, pelo metodo da Se?ao 2.2.2. Consulte o Problema 1 .62 se tiver 
dificuldade. 


2.3 Potencial eletrico 

2.3.1 Introdu^ao ao potencial 

O campo eletrico E nao e uma fun?ao vetorial qualquer, ele e um tipo de fun?ao vetorial especial, cujo rotacional e sempre 
zero. E = yx, por exemplo, nao poderia de forma alguma ser um campo eletrostatico; nenhum conjunto de cargas, sejam 
quais forem seus tamanhos e posi?oes, poderia produzir um campo assim. Nesta segao, vamos explorar esta propriedade 
especial dos campos eletricos, para reduzir um problema vetorial (encontrar E) a um problema escalar, bem mais simples. O 
primeiro teorema da Segao 1.6.2 diz que qualquer vetor cujo rotacional e zero e igual ao gradiente de algum escalar. O que 
faremos agora consiste em uma prova dessa alegagao, no contexto da eletrostatica. 

Como V x E = 0, a integral de linha de E em torno de qualquer caminho fechado e nula (isso decorre do teorema de 
Stokes). Como j> E ■ dl = 0, a integral de linha de E do ponto a ao ponto b e a mesma para todos os caminhos (caso contrario 
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seria possivel it pelo peicurso (i) e voltai pelo caminho (ii) — Figurct 2.30 — obtendo j E ■ dl V 0). Como a integral de linha 
e independente do caminho, podemos definir uma fun 9 ao 4 


V(r) = -[ E • dl. 

Jo 


( 2 . 21 ) 


Aqui O e algum ponto de referencia padrao o qual acordamos previamente; V, entao, depende somente do ponto r. Ele e 
chamado de potencial eletrico. 

Evidentemente, a diferenga entre dois pontos a e b e 


fb 

l‘ a 

E(b)-7(a) = - E • dl + 

/ E • dl 

Jo 

Jo 

f b 

fO 

= - / E- di- 

/ E dl = 

do 

/ a 


Agora, o teorema fundamental para os gradientes diz que 


E • dl. 


V(b)-V(a)= / (W)-dl, 


entao 


[ (W) ■ dl = - f E • dl. 

J a J a 

Finalmente, como isto e verdade para quaisquer pontos a e b, os integrandos devem ser iguais: 


( 2 . 22 ) 


A Equagao 2.23 e a versao diferencial da Equayao 2.2 1 ; ela diz que o campo eletrico e o gradiente de um potencial escalar, 
que e o que nos propusemos a provar. 

Observe o papel sutil, porem crucial, da independencia dos caminhos (ou, de forma equivalente, o fato de que V x E = 0) 
neste argumento. Se a integral de linha de E dependesse do caminho, entao a ‘defin^ao’ de V, na Equa 9 ao 2.21, seria sem 
sentido. Ela simplesmente nao definiria uma fun 9 ao, ja que a altera 9 §o do caminho alteraria o valor de V(r). Alias! nao deixe 
que o sinal de menos da Equa 9 ao 2.23 o distraia; ele vem da Equa 9 ao 2.21 e e sobretudo uma questao de conven 9 ao. 


a 



Figura 2.30 


Problema 2.20 Uma destas expressSes e um campo eletrostatico impossfvel. Qual delas? 

(a) E = k[xy x + 2 yz y + 3 xz z]; 

(b) E = k[y 2 x + (2xy + z 2 )y + 2yzz\. 

Aqui, k e uma constante com as unidades adequadas. Para o campo possivel, encontre o potencial usando a origem como seu ponto 
de referencia. Verifique suas respostas calculando VV. [ Dica : voce deve escolher um caminho especifico para a integra?ao. Nao 
importa qual e esse caminho, ja que a resposta e independente do caminho escolhido, mas simplesmente nao se pode integrar sem ter 
um caminho particular em mente.] 


4. Para evitar qualquer ambiguidade, talvez eu devesse colocar uma linha na variavel de integragao: 

V(r ) = “/ E (r-O-dl'. 

Jo 

Mas isso torna a nota ? ao trabalhosa e prefiro, sempre que possivel, reservar as linhas para os pontos fontes. No entanto, quando caicularmos explicita- 
mente essas integrals (como no Exemplo 2.6), colocarei as linhas. 
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2.3.2 Comentarios sobre o potencial 

(i) O nome. A palavra ‘potencial’ e uma designagao incorreta ternvel porque ela inevitavelmente lembra energia potencial. 
Isso pode gerar confusao, uma vez que existe uma ligagao entre ‘potencial’ e ‘energia potencial’, como voce vera na Segao 2.4. 
Lamento que seja impossfvel evitar essa palavra. 0 maximo que posso fazer e insistir, de uma vez por todas, que ‘potencial’ 
e ‘energia potencial’ sao termos completamente diferentes e que deveriam, com toda justi?a, ter nomes diferentes. Diga-se de 
passagem, uma superficie sobre a qual o potencial e constante e chamada de equipotencial. 

(ii) Vantagem da formulagao do potencial. Se Ve conhecido, voce pode facilmente obter E — basta calcular o gradiente: 
E = -VV. Isso e extraordinario quando se comega a pensar no assunto, ja que E e uma quantidade vetorial (com tres 
componentes), enquanto V e urn escalar (uma componente). Como e possfvel que uma fungao contenha todas as in formates 
de tres fungoes independentes? A resposta e que os tres componentes de E nao sao, na realidade, tao independentes quanto 
parecem. Na realidade eles estao explicitamente inter-relacionados pela propria condigao com a qual come 5 amos, V x E = 0. 
Em termos de componentes, 

dEx = dEy dE 1 _dEy 0E X 3E Z 
dy dx ’ dy dz ’ dz ~ dx ' 

Isso nos leva de volta a observagao no im'cio da Segao 2.3.1 : E e um vetor de urn tipo muito especial. 0 que a formulagao 
do potencial faz e explorar essa caracterfstica para extrair o maximo de vantagem, reduzindo um problema vetorial a um 
problema escalar, no qual nao ha necessidade de se preocupar com componentes. 

(iii) O ponto de referenda O. Existe uma ambiguidade intrinseca na definigao de potencial, ja que a escolha do ponto de 
referenda O foi arbitraria. Mudar os pontos de referenda corresponde a acrescentar uma constante K ao potencial: 

V'(r) = - [ E • dl = — f E • dl - [* E ■ d\ = K + V(r), 

JO' Jo> Jo 

onde K e a integral de linha de E entre o antigo ponto de referenda Oco novo O'. E claro que acrescentar a constante a V 
nao ira afetar a diferenqa de potencial entre dois pontos: 

V'(b) - V'(a) = V(b) - V(a), 

ja que os K se cancelam. (Na realidade, ja ficou claro a partir da Equagao 2.22 que a diferenga potencial e independente de 
O, uma vez que ela pode ser escrita como a integral de linha de E entre a e b, sem referenda aO.)Ea ambiguidade tambem 
nao afeta o gradiente de V : 

W' = VV, 

ja que a derivada de uma constante e zero. E por isso que todos esses V, que diferem apenas na escolha do ponto de referenda, 
correspondent ao ntesmo campo E. 

E evidente que o potencial como tal nao tent qualquer significado ffsico, ja que em qualquer ponto dado podemos ajustar 
seu valor a vontade realocando adequadamente O. Nesse sentido, ele e semelhante a altitude: se eu lhe perguntar qual a 
altitude de Denver, voce provavelmente ira me responder a altura acima do nivcl do mar, porque e um ponto de referenda 
convenientee tradicional. Mas podemos muito bem concordarem medir a altitude acima de Washington D.C., de Greenwich 
ou do que for. Isso acrescentaria (ou, melhor, subtrairia) uma quantia fixa de todas as nossas leituras references ao nfvel do 
mar, mas nao alteraria nada no mundo real. A unica quantidade de interesse intrlnseco e a diferenqa em altitude entre dois 
pontos e essa sera a mesma, seja qual for o ponto de referenda. 

Dito isso, no entanto, existe um ponto ‘natural’ a ser usado para O em eletrostatica — de forma analoga ao nivel do 
mar para a altitude - e e um ponto infinitamente distante da carga. Normalmente, entao, ‘ajustamos o zero do potencial 
no infinito.’ (Como V(O) = 0, escolher um ponto de referenda equivale a selecionar um lugar onde V deve ser zero.) 
Mas devo alerta-lo de que ha uma situagao especial em que esta convengao falha: quando a propria distribuigao da carga se 
estende ao infinito. O sintoma do problema, nesses casos, e que o potencial explode. Por exemplo, o campo de um piano 
com distribuigao uniforme de carga e (o-/2e 0 )n, como constatamos no Exemplo 2.4; se inocentemente colocarmos O = oo, o 
potencial na altura 2 acima do piano se tornara 


f z 1 1 

V( z ) = - / — adz = a(z - 00 ). 

J 00 ^^0 ^0 

A solugao e simplesmente escolher algum outro ponto de referencia (neste problema, voce deve usar a origem). Observe 
que a dificuldade ocorre somente nos problemas de livros-texto; na ‘vida real’ nao existe distribuigao de carga que se estenda 
indefinidamente e sempre podemos usar 0 infinito como ponto de referencia. 

(iv) O potencial obedece ao principio da superposigao. 0 princfpio original da superposigao na eletrodinamica aplica-se 
a torga sobre uma carga de prova Q. Ele diz que a forga total que age sobre Q e a soma vetorial das forgas atribufdas as cargas 

trmfpQ inr iviHutilmAnfo* 5 


f = f 1 + f 2 + ... 
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Dividindo tudo por Q, constatamos que o campo eletrico tambem obedece ao princfpio da superposifao: 

E = Ei + E2 + . . . 

Integrando a partir de uni ponto de referenda comum r, segue-se que o potencial tambem satisfaz esse princfpio: 


V = Ei + V 2 + . . . 


Ou seja, 0 potencial em qualquer ponto e a soma dos potenciais produzidos por todas as cargas fontes separadamente. So 
que, desta vez, e uma soma ordinaria, nao uma vetorial, com a qual e muito mais facil de trabalhar. 

(v) Unidades de potencial. Nas nossas unidades, a fo^a e medida em newton e a carga em coulomb; portanto, os campos 
eletricos sao medidos em newton por coulomb. Consequentemente, o potencial e medido em newton vezes metro por coulomb, 
ou joule por coulomb. Urn joule por coulomb e 0 que se chama de volt. 


Exemplo 2.6 


Encontre o potencial dentro e fora de uma casca esferica de raio R (Figura 2.31), que tem uma carga distribufda uniformemente na 
superffcie. Coloque o ponto de referencia no infinito. 

Solu^ao: a partir da lei de Gauss, 0 campo fora da casca e 


E 


1 


47reo r 2 


onde q e a carga total na esfera. 0 campo dentro da esfera e nulo. Para pontos fora da esfera (r > R ), 


V(r) = 


/ E-dl= — 

Jo 47TC0 


dr' 


1 <? 


47reo r' 


1 Q 


47reo r 


Para encontrar o potencial dentro da esfera (r < R), temos que dividir a integral em duas se?oes, usando em cada 
que nela for pertinente: 


V(r) 



i q 


47reo r 1 


+ 0 - 


1 q 

47TC0 R 


regiao o campo 


Observe que o potencial nao e nulo dentro da casca, embora o campo o seja. V e uma constante nessa regiao, com certeza, de 
forma que V V = 0 — isso e o que interessa. Em problemas deste tipo, voce deve sempre considerar como ponto de partida o ponto 
de referencia; e af que o potencial esta ‘fixado’. E tentador supor que se pode calcular o potencial dentro da esfera com base apenas 
no campo dentro da esfera, mas isso e fatso: o potencial dentro da esfera e sensfvel tambem ao que esta acontecendo fora dela. Se 
eu colocasse uma segunda casca uniformemente carregada com raio R' > R, o potencial dentro de R. se alteraria, embora o campo 
continuasse nulo. A lei de Gauss garante que a carga exterior a urn determinado ponto (ou seja, a urn r maior) nao produz urn campo 
lfquido nesse ponto, desde que ela seja esfericamente ou cilindricamente simetrica; mas essa regra nao se aplica ao potencial quando 
o infinito e usado como ponto de referencia. 



Figura 2.31 
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Problema 2.21 Encontre o potencial dentro e fora de uma esfera solida uniformemente carregada cujo raio e R e cuja carga total e q. 
Use o infinito como ponto de referenda. Calcule o gradiente de V em cada regiao e verifique se ele fornece o campo correto. Esboce 
V{r). 

Problema 2.22 Encontre o potencial a uma distancia s de urn fio reto infinitamente longo que possui uma densidade linear de carga 
uniforme A. Calcule o gradiente do potencial e verifique se ele fornece o campo correto. 

Problema 2.23 Para a configuragao de carga do Problema 2.15, encontre o potencial no centro usando o infinito como seu ponto de 
referenda. 

Problema 2.24 Para a configuragao do Problema 2. 16, encontre a diferenga potencial entre urn ponto no eixo e urn ponto no cilindro 
externo. Observe que nao e necessario vincular-se a urn ponto de referenda em particular se voce usar a Equagao 2.22. 


2.3.3 Equagao de Poisson e equagao de Laplace 

Constatamos na Secao 2.3.1 que o campo eletrico pode ser escrito como o gradiente de urn potencial escalar. 

E = - W. 


Surge a questao: como as equates fundamentals para E, 

V • E = — e V x E = 0, 
eo 

ficam em termos de V? Bern, V E = V (-VC) = -V 2 C, portanto, exceto por aquele sinal de menos persistente, o 
divergente de E e o laplaciano de C. A lei de Gauss entao diz que 



(2.24) 


Essa expressao e conhecida como equagao de Poisson. Nas regioes onde nao ha carga, de forma que p = 0, a equagao de 
Poisson se reduz a equagao de Laplace, 

V 2 C = 0. (2.25) 

Exploraremos essas equates de forma mais completa no Capitulo 3. 

Isso e o que acontece com relagao a lei de Gauss. E quanto a lei do rotacional? Ela diz que 


V x E = V x (- W) 


deve ser igual a zero. Mas isso nao e uma condi?ao para C — o rotacional de urn gradiente e sempre zero. Usamos, e claro, 
a lei do rotacional para mostrar que E pode ser expresso como o gradiente de urn escalar, de forma que na realidade nao e 
surpreendente que isto funcione: V x E = 0 permite E = —VC; em troca, E = —VC garante V x E = 0. Basta uma 
equa?ao diferencial (a de Poisson) para determinar C, porque C e urn escalar; para E precisamos de duas, o divergente e o 
rotacional. 


2.3.4 O potential de uma distribuigao de carga localizada 

Definimos C em termos de E (Equa?ao 2.21). Normalmente, no entanto, e E que estamos procurando (se E ja fosse 
conhecido, nao haveria muito sentido em calcular C). A ideia e que pode ser mais facil obter primeiro C e depois encontrar 
E calculando o gradiente. Tipicamente, entao, sabemos onde a carga esta (ou seja, conhecemos p), e queremos encontrar C. 
A equa?ao de Poisson relaciona Cep, mas infelizmente e ‘no sentido errado’: ela nos daria p, se soubessemos C, enquanto 
queremos C, conhecendo-se p. 0 que temos de fazer, entao, e ‘inverter’ a equagao de Poisson. Esse e o objetivo desta se?ao, 
embora isso seja feito por meios indiretos, coniecando. como sempre, com uma carga pontual na origem. 

Colocando o ponto de referenda no infinito, o potencial de uma carga pontual q na origem, e 


C(r) 


-1 r q dr , 1 9 r 1 q 

47re 0 Joo r' 2 47re 0 r' ^ 4?reo r ' 




60 Eletrodi namica 


(Aqui voce ve a vantagem de usar o infinito como ponto de referenda: ele mata o limite inferior da integral.) Observe 
o sinal de V; presumivelmente, o sinal convencional de menos na definigao de V (Equagao 2.21) foi escolhido precisamente 
para fazer com que o potencial de uma carga positiva seja positivo. E util lembrar que regioes de carga positiva sao ‘morros’ 
potenciais, regioes de carga negativa sao ‘vales’ potenciais e que o campo eletrico aponta para a ‘descida’, do positivo para o 
negativo. 

Em geral, o potencial de uma carga pontual q e 



V(v) = 

47reo ^ 

(2.26) 

onde - 2 ., como sempre, e a distancia entre a carga e r (Figura 2.32). Recorrendo ao princfpio da superposigao, entao, o potencial 

de um conjunto de cargas e 

1 n a • 

V(r) = — E 

47T£o i— 1 

(2.27) 

ou, para uma distribuigao contfnua. 

c 1 f l 



V r = — / -dq. 
47re 0 J * 

(2.28) 

Em particular, para uma distribuigao volumetrica de carga, o potencial e 



% 

O 

II 

(2.29) 


Esta e a equagao que estavamos procurando e que nos diz como calcular V quando p e conhecido; ela e, por assim dizer, a 
‘solugao’ para a equagao de Poisson, para uma distribuigao de carga localizada. 5 Quero convida-lo a comparar a Equagao 2.29 
com a formula correspondente para o campo eletrico, em termos de p (Equagao 2.8): 


E(r) = 


1 

47re 0 



dr'. 


A questao principal a se observar e que o incomodo vetor unitario i nao aparece agora, de forma que nao ha necessidade 
de se preocupar com componentes. A proposito, os potenciais das distributes linear e superficial de carga sao 


1 

47re 0 



1 

4rre 0 



(2.30) 


Quero alerta-lo de que tudo nesta segao e baseado no pressuposto de que o ponto de referenda esta no infinito. Isso nao 
fica evidente na Equagao 2.29, mas lembre-se de que obtivemos essa equagao a partir do potencial de uma carga pontual na 
origem, (l/47re 0 )(<7/V), que e valida somente quando O = oo. Se voce tentar aplicar essas formulas a urn daqueles problemas 
artificiais nos quais a propria carga se estende ao infinito, a integral vai divergir. 


<7 



P 


<7i» 

<h 




P 


Figura 2.32 


Exemplo 2.7 


Encontre o potencial para uma casca esferica de raio R com distribui 9 ao uniforme de carga (Figura 2.33). 

Solu^ao: este e o mesmo problema que resolvemos no Exemplo 2.6, mas desta vez vamos utilizar a Equagao 2.30: 


V(r) = 



da. 




5. A Equagao 2.29 6 um exemplo do teorema de Helmholtz (Apendice B), no contexto da eletrostatica, onde o rotacional E e nulo e seu divergente e p/e q. 
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Vamos colocar o ponto r no eixo 2 e usar a lei dos cossenos para expressar n, em termos do angulo polar 6: 

S = R 2 + z 2 -2Rzcos9'. 

Um elemento de area desta esfera e R 2 sen 6' d,0' d<j)', portanto 

R 2 sen O’ de'dcj) 1 


47reo V(z) = 


° J 


= 2t tR 


yj R 2 + z 2 — 2 Rz cos O' 
,2 / sen O' 


P7T 

J 0 


2nR 2 a 


2 nRa 

z 

2n Ra 


VR 2 + z 2 ~ 2 Rz cos 0 
( ^ + 2 2 — 2f?z cos 0 


clO' 


R ? + 2 2 + 2i?2 - \/ft 2 + 2 2 - 2 Rz ) 

V(^ + 2) 2 - • 


N este pon to devemos tomar muito cuidado para usar a raiz positiva. Para pontos externos a esfera, 2 e maior do que R, e, portanto, 
y/(R- z) 2 = z - R\ para pontos internos a esfera, \/(R - z) 2 - R- z. Assim, 


Ra 


R 2 a 




externo; 

interno. 


Em termos da carga total da casca, q = 4n R 2 a, V(z) = (1/4tt e 0 )(q/z) (ou, em geral, V(r) = (l/4ne 0 )(q/r)) para pontos fora 
da esfera e (l/47reo)(q/R) para pontos dentro dela. 

E claro que, neste caso em particular, foi mais facil obter V usando 2.21 do que 2.30, porque a lei de Gauss nos deu E com pouco 
esftngo. Mas se voce comparar o Exemplo 2.7 com o Problema 2.7, podera apreciar o poder da formula^o do potencial. 


Problema 2.25 Usando as equates 2.27 e 2.30, encontre 0 potencial a uma distancia 2 acima do centra das distributes de carga 
da Figura 2.34. Em cada caso, calcule E = - W, e compare suas respostas com o Problema 2.2a, Exemplo 2.1 e Problema 2.6, 
lespectivamente. Suponha que alteramos a carga do lado direito da Figura 2.34a para -q; qual sera, entao, 0 potencial em P? Que 
campo isso sugere? Compare sua resposta com 0 Problema 2.2b, e explique cuidadosamente qualquer discrepancy. 


*P 


z 


~q d +q 
(a) Duas cargas pontuais 


• P 


z 


2 L 


(b) Distribui^ao linear uniforme de carga 


• /> 



(c) Distribui^ao superficial uniforme de carga 


Figura 2.34 
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Problema 2.26 Unia superffcie conica (um cone de sorvete vazio) tem uma densidade de carga uniforme a . A altura do cone e /i, 
assini como o raio do topo. Encontre a diferenga potencial entre os pontos a (o vertice) e b (o centro do topo). 

Problema 2.27 Encontre o potencial no eixo de um cilindro solido uniformemente carregado, a uma distancia z do centro. 0 
comprimento do cilindro e L, seu raio ei?,ea densidade de carga ip. Use o seu resultado para caicular o campo eletrico nesse 
ponto. (Considere que z > L/2.) 

Problema 2.28 Use a Equagao 2.29 para caicular o potencial dentro de uma esfera solida de raio R com densidade de carga uniforme 
e carga total q. Compare sua resposta ao Problema 2.21 . 

Problema 2.29 Verifique se a Equagao 2.29 satisfaz a equagao de Poisson, aplicando o laplaciano e usando a Equagao 1 . 102. 


2.3.5 Resumo: concludes de contorno na eletrostatica 

Em um problema tfpico de eletrostatica, e dada uma distribuigao de cargas fonte p> e o objetivo e encontrar o campo 
eletrico E que ela produz. A menos que a simetria do problema admita uma solugao pela lei de Gauss, geralmente vale a pena 
caicular primeiro o potencial, como passo intermediary. Estas sao, entao, as tres quantidades fundamentals da eletrostatica: p, 
E e V . No decorrer da nossa discussao, derivamos todas as seis formulas que as relacionam. Essas equagoes estao resumidas 
na Figura 2.35. Comegamos com apenas duas observagoes experimentais: (1) o princfpio da superposigao — uma ampla 
regra geral que se aplica a todas as forgas eletromagneticas e (2) a lei de Coulomb — que e a lei fundamental da eletrostatica. 
Dessas segue-se todo o resto. 

Estudando os exercfcios 2.4 e 2.5, ou resolvendo problemas como o 2.7, 2.11 e 2.16, voce deve ter notado que o campo 
eletrico sernpre passa por uma descontinuidade quando se atravessa uma distribuigao superficial de carga de densidade a. In- 
clusive, e uma questao simples encontrar a varicigao de E nesse contorno. Suponha que desenhemos uma superffcie gaussiana 
na forma de ‘caixa de pfiulas’, fina como um wafer e que se estende pouco para cada um dos lados da superffcie (Figura 2.36). 
A lei de Gauss diz que 


/ 


E ’ (icl — Qenc 

eo 



onde At a area da tampa da caixa de pflulas. (Se a variar de um ponto a outro, ou se a superffcie for curva, temos que fazer 
com que A seja extremamente pequena.) As laterals da caixa de pflulas nao contribuem para o fluxo, no limite em que a 
espessura e tende a zero, de forma que nos resta 


~ E Lixo = 7 ^ (2-31) 

6 0 

onde E^ jma denota a componente de E que e perpendicular a superffcie imediatamente acima e E^ aixo e o mesmo, so que 
abaixo da superffcie. Por coerencia, consideremos que 4 para cima’ e a diregao positiva para ambos. Conclusao: a componente 
normal de E e descontmua por um valor a/e o em qualquer contorno . Em particular, quando nao ha carga distribufda na 
superffcie, E 1 e contfnuo, como, por exemplo, na superffcie de uma esfera solida com carga uniforme. 



Figura 2.35 


Figura 2.36 
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A componente tangential de E, por outro lado, e sempre contmua. Se aplicarmos a Equagao 2. 19, 

E • dl = 0, 


a espira retangular fina da Figura 2.37, as pontas nao contribuem (a medida que e 0), e as laterals resultam em (E" ■ ,1 — 

' (IClITld 

e LxoO. Portanto 

eL- = eL». (2-32) 

onde EH representa as componentes de E paralelas a superficie. As condigoes de contorno para E (equagoes 2.31 e 2.32) 
podem ser combinadas em uma unica formula: 


E acima Eabaixo — ^5 

eo 

onde n e um vetor unitario perpendicular a superficie, apontando de ‘baixo’ para ‘cima’. 6 
Entretanto, o potencial e contfnuo atraves de qualquer contorno (Figura 2.38), ja que 


(2.33) 




Abaixo — 


E-dl; 


a medida que o comprimento do caminho tende a zero, o mesmo acontece com a integral: 

^acima — Pabaixo* 

No entanto, o gradiente de V herda a descontinuidade de E; ja que E = - VV\ a Equagao 2.33 implica que 

1 


^Kicima ^Kibaixo — 0"fi, 

6 0 


ou, mais convenientemente, 


onde 


dK c 


dn 


^^abaixo 1 

dn eo^ 


dV 

dn 


= W-n 


(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 


denota a derivada normal de V (ou seja, a taxa de mudanga na diregao perpendicular a superficie). 

Por favor, observe que essas condigoes de contorno relacionam os campos e potenciais imediatamente acima e imediata- 
mente abaixo da superficie. Por exemplo, as derivadas na Equagao 2.36 sao os valores limites a medida que nos aproximamos 
da superficie por qualquer um dos lados. 




Problenia 2.30 (a) Verifique se os resultados dos exercicios 2.4 e 2.5 e do Problema 2.1 1 sao coerentes com a Equagao 2.33. 

(b) Use a lei de Gauss para encontrar o campo dentro e fora de um tubo cilmdrico oco longo, com uma densidade superficial de carga 
unifonne a. Verifique se o seu resultado e coerente com a Equagao 2.33. 

(c) Verifique se o resultado do Exemplo 2.7 e coerente com as condigoes de contorno 2.34 e 2.36. 


6. Observe que nao importa que lado voce charna de ‘cima’ ou de ‘baixo’, ja que a inversao trocaria o sentido de n. Alias, se voce so estiver interes- 
sado no campo devido a determinada area (essencial mente plana) de carga superficial , a resposta e (a/2eo)n imediatamente acima da superficie e 
~(a/2eo)n imediatamente abaixo. Isso e decoirencia do Exemplo 2.4, pois se voce estiver proximo o bastante da area, ela ‘parecera’ um piano infinito. 
Evidentemente, a descontinuidade total de E e atribuida a essa determinada area com carga. 





64 Eletrodinamica 

2.4 Trabalho e energia na eletrostatica 

2.4.1 O trabalho feito para movimentar uma carga 

Suponha que voce tem uma configurafao estacionaria de cargas fontes e quer movimentar uma carga de prova Q do ponto 
a ao ponto b (Figura 2.39). Pergunta: quanto trabalho voce tera que realizar? Em qualquer ponto ao longo do caminho, a 
forga eletrica sobre Q e F = QE; a forga que voce deve exercer, em opos^ao a essa forga eletrica, e -QE. (Se o sinal o 
incomoda, imagine levantar um tijolo: a gravidade exerce a forga mg para baixo, mas voce exerce a forga mg para cima. 
Voce poderia, e claro, aplicar uma forga ainda maior — entao o tijolo sofreria uma acelera^ao e parte do seu esforgo seria 
desperdiyado gerando energia cinetica. 0 que nos interessa aqui e a for^a minima que voce precisa exercer para realizar a 
tarefa.) O trabalho, portanto, e 

rb oh 

W= Fdl = -Q E • r/1 = Q[V (b) — V (a)]. 

«/ a J a 

Observe que a resposta 6 independente do trajeto escolhido para ir de a a b; entao, em mecanica, chamariamos a for?a 
eletrostatica de ‘conservativa’ . Dividindo por Q, temos 

V(b)-V(a) = ^. (2.38) 

Em palavras, a diferenga de potencial entre os pontos a e b e igual ao trabalho por unidade de carga necessario para 
transportar umaparticula de&ab. Particularmente, se voce quiser trazer a carga Q de um ponto distante e coloca-la no ponto 
r, o trabalho que voce deve realizar e 

W = <J[V(r)-V(oo)], 

portanto, se voce estabeleceu o ponto de referenda no infinito, 

W = QV( r). (2.39) 

Nesse sentido, potencial 6 energia potencial (o trabalho necessario para criar o sistema) por unidade de carga (da mesma 
forma que o campo e a forgo por unidade de carga). 


2.4.2 A energia de uma distribuigao de cargas pontuais 

Quanto trabalho seria necessario para reunir todo um conjunto de cargas pontuais? Imagine aproximar as cargas, uma por 
uma, de uma longa distancia (Figura 2.40). A primeira carga, q x , ndo requer qualquer trabalho, ja que ainda nao ha campo 
para enfrentar. Agora traga q 2 . Segundo a Equa?ao 2.39, isso vai Ihe custar <? 2 Vi(r 2 ), onde Vi eo potencial devido a q u e r 2 
e o lugar onde estamos colocando q 2 : 

W * = T-<12(-) 

4rreo \i n ) 

{m e a distancia entre e q 2 , uma vez que estejam posicionadas). Agora traga q 3 ; isso requer o trabalho </ 3 Vi l2 (r 3 ), onde 
Vi <2 e o potencial devido as cargas q\ e q 2 , ou seja, (l/47re 0 )(giAi 3 + q^fnz). Assim, 


W 3 = 


1 


~A © 

47TC0 \^13 


<h_ + Q2_ 


^23 


Similarmente, o trabalho extra para aproximar </ 4 sera 

1 


Wa = 


47re 0 


94 


^14 


(13_ 

^24 ^34 



Figura 2.39 


Figura 2.40 
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O trabalho total necessario para reunir as primeiras quatro cargas sera, entao, 


w = _J_ ( <M2 + om + qiqi <mz qm gm \ 

47T60 \ *12 *13 *14 *23 *24 *34 / 

Voce pode ver a regra geral: tome o produto de cada par de cargas, divida pela sua distancia de separagao e some tudo: 


W = 


1 

47T€o 


EE 

i=l j>i 


QiQj 


(2.40) 


A condigao j > i serve apenas para lembra-lo de nao contar o mesmo par duas vezes. Uma maneira mais elegante de 
chegar ao mesmo resultado e contar intencionalmente duas vezes cada par e depois dividir por 2: 


W = 


H II ft 

i^EE 

1=1 ,7 = 1 


Hj 


(2.41) 


(ainda temos de evitar i- j, e claro). Observe que, nesta forma, a resposta simplesmente nao depende da ordem na qual as 
cargas sao agrupadas, ja que todos os pares aparecem na soma. Em seguida extrairemos o fator q t : 


V-\±* 


i= 1 


( n 

E 


1 v 

4rreo *,:j 


0 termo entre parenteses 6 o potencial no ponto r* (a posi?ao de q t ) devido a todas as outras cargas - agora, todas elas, e 
nao apenas as que estavam presentes em algum estagio do processo de agrupamento. Assim, 




i=l 


(2.42) 


Essa e a quantidade de trabalho necessaria para reunir uma configura?ao de cargas pontuais; e tambem a quantidade de 
trabalho que voce obteria de volta se desmantelasse o sistema. Nesse meio-tempo, representa a energia armazenada nessa 
configuragao (energia ‘potencial’, se preferir, embora por razoes obvias, preferimos evitar essa palavra neste contexto). 


Problema 2.31 (a) Tres cargas estao situadas nos vertices de um quadrado (de lado a), como mostra a Figure 2.41 . Quanto trabalho 
sera necessario para trazer outre carga, +q, de uma grande distancia e coloca-la no quarto vertice? 

(b) Quanto trabalho e necessario para agrupar o conjunto inteiro de quatro cargas? 


-<7 


+q 


a 


a 




Figura 2.41 


2.4.3 A energia de uma distribui^ao de carga continua 

Para uma densidade volumetrica de carga p, a Equagao 2.42 torna-se 

W — - J pV dr. 


(2.43) 
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(As integrals correspondentes para uma linha e uma superfieie carregadas seriam f XV dl e f aV da, respectivamente.) 
Existe uma maneira graciosa de reescrever este resultado, na qual p e V sao eliminadas em favor de E. Primeiro use a lei de 
Gauss para expressar p em termos de E: 


P = e 0 V • E, 


portanto 



J(V-E)Vdr. 


Agora use a integra 9 ao por partes ( Equacao 1 .59) para transferir a derivada de E para V : 




VE-da 


Mas W = -E, entao 



(2.44) 


Mas que volume e esse sobre o qual estamos integrando? Vamos voltar a formula com a qual cometjamos, a Equatjao 2.43. 
A partir da sua dedufao, fica claro que devemos integrar sobre a regiao onde a carga esta localizada. Mas na realidade, 
qualquer volume maior serviria: de qualquer forma, o territorio ‘extra’ que acrescentamos nao dara qualquer contribui?ao a 
integral, ja que la, p — 0. Com isso em mente, vamos voltar a Equa^ao 2.44. O que acontece aqui, quando aumentamos o 
volume alem do minimo necessario para conter toda a carga? Bern, a integral E 2 so pode aumentar (ja que o integrando e 
positivo); evidentemente, a integral de superfieie deve diminuir na mesma proporfao para que a soma permane?a intacta. De 
fato, a grandes distancias da carga, E se comporta como 1/r 2 , e V como 1/r, enquanto a area da superfieie cresce como r 2 . 
Pode-se dizer, entao, que a integral de superfieie vai aproximadamente como 1/r. Por favor, entenda que a Equagao 2.44 lhe 
da a energia W correta, seja qual for o volume usado (desde que ele contenha toda a carga), mas a contribuifao da integral 
de volume aumenta e a da integral de superfieie diminui, a medida que os volumes aumentam. Particularmente, por que nao 
integrar sobre todo o espago? Assim, a integral de superfieie anula-se e ficamos com 


W= e j- J E 2 dr. 

todo o espa$o 


(2.45) 


Exemplo 2.8 

Encontre a energia de uma casca esferica uniformemente carregada, com carga total q e raio R. 
Solu^ao 1: use a Equacao 2.43, na versao apropriada para cargas superficiais: 

W = i J aVda. 

Agora, o potencial na superfieie da esfera e (l/47reo )q/R (uma constante), portanto 

1 q 2 
87T60 R 


w = 


1 


87reo R 


a da 


Solu^ao 2: use a Equate 2.45. Dentro da esfera E = 0; fora, 


_ 1 q „ 

E = ~ A 

4tv€o r 2 


entao E 2 — ^ 


(47reo) 2 r 4 


Portanto, 


Wiol = 


co 


2(47T6o) 2 


327r 2 eo 


fora 

q 2 4tt f 
Jr 


(r 2 sen 0 dr dO d(j>) 


dr ■ 


1 q 2 

87T60 R 
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Problema 2.32 Encontre a energia armazenada eni 
formas diferentes: 


uma esfera solida uniformcmente carregada de 


laio R e carga q. Fa^a-o de tres 


(a) Use a Equa^ao 2.43. Voce encontrou o potencial no Problema 2.21. 

(b) Use a Equa^ao 2.45. Nao se esquega de integrar sobre todo o espago. 

(c) Use a Equafao 2.44. Tome urn volume esferico de raio a. O que acontece quando a 00 ? 


perffcie e. consequenfenrente, aumentando o raio. Quanto trablo iW a„m T,T " ‘ 

encontiar 0 trabalho necessario para criar a esfera inteira com raio He carga lotal q. P " 



2.4.4 Coment&rios sobre a energia eletrostatica 

e S — 

pontuais e simplesmente calculamos o trabalho necessario para reuni hs ^Fsse ' ^ come S amos com C£ »rgas 

indica que a energia de uma carga pontual e, de ™ P " nC,P, ° ^ " ue : " ^ *•« 


w = 


eo 


2 (47re 0 ) : 


■/ (r 2 send dr dOd<j)) = 


87 T£ 


f°° 1 
-7T dr 


0 Jo 


: 00 . 


deixar de fora essa pane da energia total que e atribufda a fabricatao das prdpri as car»as Ztuak F D m0, ‘ V ° S!) 
pontuais (digamos, eldtrons) sao dad,.,,, prontas; tudo 0 que tamo, de fas t i n,,,. ,.! ptatica. afinal, as cargas 

pot nos e nao podemos desmontd-las, nao in, pot, a quanto trablo p ITZer n,0nllldaS 

uma carga pontual e uma fonte reeonente de' eons, ’rang, me^T tt Z^Z^ZS- aSS, . m '.‘ ^ * 

quanto a classica. Voltaremos ao problema no Capftulo 1 1 ) § fl ' gC tant0 a versao c l uantica 

ponto r e nula e sua contribuifao ao potencial e zero. 9 ’ Jq a quantidade de carga exatamente no 

(ii) Onde e que a energia esta armazenada? As Equates 2.43 e 2 45 oferecem duns mnnoine nr ♦ 
a mesma co ' sa - A primeira e uma integral sobre a distribute de carga- a semmdn e lim , t , 1 d f para Calcular 
envolver regioes completamente diferentes. Por exemplo no case SI Z r u ma integral sobre o campo. Bias podem 

a superffeie, enquanto o campo eletrico esta presente oo'r tod a a nart r\ f e ' 1Ca Exempl ° 2 ' 8) a car 8 a fica confinada 

e 0 r 2 

—A = energia por unidade de volume. (2 46 ) 

Mas em eletrostatica, pode-se tambem dizer que ela esta armazenada na carga com uma densidade 1 nV A H f 
puramente uma questao de contabilidade. 8 densidade 5 pV . A diferenga e 

dn superposigao. A enerZde^feZTomVZZo d a' “ 7 PrinC ' Pi ° 
existem tambem ‘termos cruzados’ : 8 suas P artes considetadas separadamente — 


w„ = 2 




(Ei + E 2 ) 2 dr 
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= y J {Ei + E% + 2Ei • E 2 ) dr 

= W\ + W 2 + to J Ei • E 2 dr. (2.47) 

Por exemplo, se voce dobrar a carga em toda parte, ira quadruplicar a energia total. 


Problema 2.34 Considere duas cascas esfericas concentricas de raios a e b. Suponha que a esfera interna tem uma carga q, e que a 
externa tem uma carga -q (ambas uniformemente distribuidas sobre a superffcie). Calcule a energia desta configurafao, (a) usando 
a Equapao 2.45, e (b) usando a Equapao 2.47 e os resultados do Exemplo 2.8. 


2.5 Condutores 

2.5.1 Propriedades basicas 

Em urn isolante, tal corno vidro ou borracha, cada eletron esta ligado a um determinado atomo. Ja em urn condutor 
metalico, em contrapartida, um ou niais eletrons por atomo fleam livres para percorrer o material. (Em condutores Ifquidos, 
tais como a agua salgada, sao os ions que se movimentam.) Um condutor perfeito seria um material que contivesse um 
suprimento ilimitado de cargas completamente livres. Na vida real nao existem condutores perfeitos, mas muitas substancias 
chegam surpreendentemente perto disso. A partir dessa definipao, seguem-se imediatamente as propriedades eletrostaticas 
basicas dos condutores ideais: 

0) E = 0 dentro de um condutor. Por que? Porque se houvesse algum campo, essas cargas livres iriam se movimentar e 
ele nao seria mais eletrost&tico. Bern . . . dificilmente essa e uma explicapao satisfatoria; talvez ela prove apenas que nao se 
pode ter eletrostatica quando ha condutores presentes. E melhor examinarmos 0 que acontece quando colocamos um condutor 
em um campo eletrico externo E 0 (Figura 2.42). Inicialmente, isso vai levar todas as cargas livres positivas para a direita e as 
negativas para a esquerda. (Na pratica, sao somente as cargas negativas — os eletrons — que se movimentam, mas quando 
eles se afastam, 0 lado direito flea com uma carga lfquida positiva — os nucleos estacionarios — de forma que realmente nao 
importa quais as cargas que se movem; 0 efeito e o mesmo.) Quando chegam a beirada do material, as cargas se acumulam: 
positivas do lado direito, negativas do lado esquerdo. Agora, essas cargas induzidas produzem um campo proprio, Ei, que, 
como voce pode ver pela figura, tem sentido oposto a E 0 . Esse e o ponto importante, pois significa que 0 campo das cargas 
induzidas tende a cancelar o campo original. E 0 fluxo de carga continuant ate que o cancelamento seja completo, e 0 campo 
resultante no interior do condutor seja exatamente zero. 7 0 processo todo e praticamente instantaneo. 

(ii) p = 0 dentro de um condutor. Isso e decorrencia da lei de Gauss: V • E = p/e 0 . Se E = 0, entao p tambem e. Ainda 
ha carga, mas a quantidade de carga positiva e exatamente a mesma que a de carga negativa, de forma que a densidade lfquida 
de carga no interior e zero. 

(iii) Qualquer carga lfquida fica na superffcie. Esse e o unico lugar onde ela pode estar. 



Figura 2.42 


7. Fora do condutor o campo nao e zero, ja que la Eq e E\ nao se cancelam. 
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(iv* Urn condutor eequipotencial. Pois, se a e b sao dois pontos dentro (ou „a superffcie) de urn detemtinado coadu.or, 
F(b) - V(a) = - f a E ■ dl = 0, e, portanto, V(a) = V(b). 

(v) E 4 perpendicular it superficie imediatamente fora de um condutor. Caso con, ratio, Como em (i), a carga irt 
I KdialaiTKn e fluir ao longo da superffcie ale anular a componente langencial (Figura 2.43). ( Perpendicular a superffcie a 
caiga nao pode fluir, e claro, ja que esta confinada ao objeto condutor.) P 

Acho estranho que a carga de um condutor flua para a superffcie. Devido a sua repulsao mutua, as cargas naturalmente 
' f Pa Ham ° ™ X,m | ° P° ssiv el- mas o fato de todas elas irem a superffcie parece um desperdfcio de espa?o interne Com 
certeza sena melhoi, do ponto de vista de colocar cada carga o mais distante possfvel de suas vizinhas, espalhar algumas pelo 

toman ho S ‘ mp eSm “ te na ° e aSSim ’ E melhor coIocar todas as cai '8 a s na superffcie e isso e verdade, seja qual for o 

tamanho ou a forma do condutor. 8 J 1 

O problema tambem pode ser expresso em termos de energia. Como qualquer outro sistema dinamico livre, a carga ern 
um con utoi ua piocurai a configura ? ao que minimize sua energia potencial. 0 que a propriedade (iii) afirma e que a energia 
eletiosta ica de um objeto solido (com forma especificada e carga total) e minima quando essa carga esta espalhada sobre 
superficie. For exemplo, a energia de uma esfera e se a carga estiver uniformemente disLufda sote 

2 8 ’ “ eh mai0r ' ’ «** uniformemente 



2.5.2 Cargas induzidas 

Se voce mantiver uma carga +q proxima a um condutor nao carregado (Figura 2.44), os dois irao se atrair mutuamente 0 
motivo para isso e que q ira puxar cargas negativas para o lado mais proximo e repelir as cargas positivas para o lado distante 
(Outra maneira de pensar msso e que a carga se movimenta de tal forma a cancelar o campo de q dentro do condutor onde o 
campo total deve ser nulo.) Como a carga negativa induzida esta mais proxima de q , existe uma for ? a Ifquida de atracao. (No 
apitulo 3 vamos calcular explicitamente essa forfa para o caso de um condutor esferico ) 

Diga-se de passagem que quando falo do campo, carga ou potencial ‘dentro’ de um condutor, quero dizer na ‘carne’ do 
condutoi. Se houvei algum tipo de cavidade no condutor e dentro dessa cavidade houver alguma carga, entao o campo dentro 
da cavidade nao sera zero. Mas de uma maneira extraordinaria, a cavidade e seu conteudo ficam eletricamente isolados do 
mundo extenor pelo condutor que a cerca (Figura 2.45). Campos externos nao penetram no condutor; eles 2 catcekdos 
superficie exte.na pela sua carga induzida. Similarmente, o campo devido as cargas internas a cavidade e anulado, para 



Figura 2.44 


Figura 2.45 


8 . 


SlSSTi 6 bld,menSIOnai : i 520 mui,0 1 diferentes: 3 car § a em ™ disco condutor nao vai toda p 
( ~ 0 Problema 2^2. ’ " em “ “ ma agU ‘ ha C ° ndUt ° ra Vai pa ' a “ P ontas < D - J ' Griffiths e Y. Li, Am. 


o perimetro (R. 
of Phys. 64, 706 
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todos os pontos exteriores, pela carga induzida da superficie interna. (No entanto, a carga de compensagao que sobra na 
superficie externa do condutor, efetivamente ‘comunica’ a presenga de q ao mundo exterior, como veremos no Exemplo 2.9.) 
Incidentalmente, a carga total induzida na parede da cavidade e igual e oposta a carga no seu interior, ja que se cercarmos a 
cavidade com uma superficie gaussiana, com todos os seus pontos dentro do condutor (Figura 2.45), § E • da = 0, e, entao 
(pela lei de Gauss), a carga liquida encerrada tera de ser zero. Mas Q e nc = Q + ®nduzida* portanto induzida = 


Exemplo 2.9 

Um condutor esferico sem carga centrado na origem tern escavada em si uma cavidade de urn formato esquisito (Figura 2.46). Em 
algum lugar dentro da cavidade, ha uma carga q. Pergunta: qual e o campo fora da esfera? 

Solugao: a primeira vista pode parecer que a resposta depende do formato da cavidade e da localizagao da carga. Mas isso esta 
errado. A resposta e 

47reo r * 

de qualquer maneira . 0 condutor oculta de nos toda a informagao com relagao a natureza da cavidade, revelando apenas a carga total 
que ela contem. Como isso e possivel? Bern, a carga +q induz uma carga —q na parede da cavidade que se distribui de tal forma 
que seu campo cancela o de q, em todos os pontos externos a cavidade. Como o condutor nao tern carga liquida, sobra +q para ser 
distribufdo uniformemente sobre a superficie da esfera. (E uniforme porque a influencia assimetrica da carga pontual +q e rechagada 
pela da carga induzida — q na superficie interna.) Para os pontos externos a esfera, entao, a unica coisa que sobrevive e o campo da 
carga -\-q que sobra, uniformemente distribuida sobre a superficie externa. 

Talvez lhe ocorra que ha um aspecto em que este argumento pode ser questionado: aqui existem, na realidade, tres campos em 
agao, E Q , Sinduzida e Eremanescente. So o que sabemos, com certeza, e que a soma dos tres e zero dentro do condutor; no entanto, 
afirmei que os primeiros dois, sozinhos se cancelam, enquanto o terceiro, ali, e separadamente zero. Alem do mais, mesmo que os 
dois primeiros se cancelem dentro do condutor, quern podera dizer que eles continuarao se cancelando para pontos externos? Afinal, 
eles nao se cancelam para pontos internos a cavidade. No momento nao posso lhe dar uma resposta totalmente satisfatoria, mas pelo 
menos isto e verdade: existe uma maneira de distribuir —q sobre a superficie interna, de modo a cancelar o campo de q em todos 
os pontos externos. Pois essa mesma cavidade poderia ter sido escavada em um condutor esferico gigantesco , com um raio de 27 
mil has, ou anos-luz, o que fosse. Nesse caso, a carga +q que sobra na superficie externa esta simplesmente distante demais para 
produzir um campo significativo e os outros dois campos teriam de realizar o cancelamento por si mesmos. Portanto, sabemos que 
eles podem faze-lo... mas temos certeza de que e isso o que eles irao fazer? Talvez, para esferas pequenas, a natureza prefira algum 
tipo de cancelamento tripartite complicado. Nao: como veremos com os teoremas de unicidade do Capitulo 3, a eletrostatica e muito 
parcimoniosa com suas opgoes: existe sempre precisamente uma maneira — nao mais — de distribuir a carga em um condutor, de 
forma a tornar o campo interno nuio. Tendo encontrado uma maneira possivel , temos a garantia de que nao existe alternativa, nem 
mesmo em principio. 



Se uma cavidade cercada por material condutor estiver ela mesma sem carga, entao o campo dentro da cavidade sera 
nulo. Qualquer linha de campo teria de comegar e terminar na parede da cavidade, indo de uma carga positiva para uma 
carga negativa (Figura 2.47). Considerando essa linha de campo uma parte de um caminho fechado, o restante do qual esta 
totalmente dentro do condutor (onde E — 0), a integral <f E • dl e nitidamente positiva , contrariando a Equagao 2. 19. Segue-se 
que E — 0 dentro de uma cavidade vazia , e de fato nao existe carga na superficie da cavidade. (Esse e o motivo pelo qual voce 
fica razoavelmente seguro dentro de um carro de metal durante uma tempestade de raios — voce pode ser cozido se um raio o 
atingir, mas nao sera eletrocutado. 0 mesmo principio se aplica a colocagao de aparelhos sensfveis dentro de uma gaiola de 
Faraday aterrada, para bloquear perturbagoes de campos eletricos. Na pratica, a gaiola nao precisa sequer ser de um condutor 
macigo — muitas vezes, tela de arame ja basta.) 
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Figura 2.47 


Problema 2.35 Uma esfera metalica de raio R , com carga q, esta cercada por uma grossa casca metalica concentrica (raio interno a, 
raio externo 6, conforme a Figura 2.48). A casca nao tem carga liquida. 

(a) Encontre a densidade superficial de carga a em R,tm a e em b. 

(b) Encontre o potencial no centro, usando o infinito como ponto de referenda. 

(c) Agora a superficie externa foi encostada em um fio de aterramento que baixa seu potencial para zero (o mesmo que no infinito). 
Como as suas respostas para os itens (a) e (b) se alteram? 

Problema 2.36 Duas cavidades esfericas de raios a e b sao escavadas no interior de uma esfera condutora (neutra) de raio R, (Fi- 
gura 2.49). No centro de cada cavidade e colocada uma carga pontual — chame essas cargas de q a , e qb. 

(a) Encontre as densidades superficial de carga v a , <Jb e ctr. 

(b) Qual e o campo fora do condutor? 

(c) Qual e o campo dentro de cada cavidade? 

(d) Qual e a forga em q a . e q 6? 

(e) Qual dessas respostas mudaria se uma terceira carga, q c , fosse aproximada do condutor? 




Figura 2.48 Figura 2.49 


2.5.3 Carga superficial e for$a sobre um condutor 

Como o campo dentro de um condutor e nulo, a cond^ao de contorno 2.33 requer que o campo imediatamente/ora seja 

E = -ft, (2.48) 

eo 

o que 6 coerente com nossas conclusoes anteriores de que o campo 6 perpendicular a superficie. Em termos do potencial, a 
Equa?ao 2.36 resulta em 

dV 

Essas equagoes permitem calcular a carga superficial em um condutor, se voce puder determinar E ou V\ vamos usa-las 
com frequSncia no proximo capitulo. 
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Na presen§a de um campo eletrico, uma carga superficial ira, naturalmente, sofrer a a?ao de uma for?a; a for?a por unidade 
de area, f, e <tE. Mas aqui ha um problema, ja que o campo eletrico e descontmuo em uma carga superficial. Entao, que valor 
devemos usar: E ac i ma , E abajxo , ou algo intermediary? A resposta e que devemos usar a media dos dois: 

f medio ==: “<t(E acima + E abaiX0 ). (2.50) 

Por que a media? A razao e muito simples, embora sua explica?ao parcga complicada. Vamos concentrar nossa aten^ao 
em uma pequena area da superficie em torno do ponto em questao (Figura 2.50). Torne~a pequena o bastante para que seja 
essencialmente plana e que nela, a densidade de carga seja essencialmente constante. O campo total consiste de duas partes — 
a que e atribmda a pequena area em si e aquela atribufda a todo o resto (outras regioes da superficie, bem conto quaisquer 
fontes externas que possam estar presentes): 


E = E 


pequena area 


+ E 


outros * 


Agora, a pequena area nao pode exercer uma for?a sobre si mesma, da mesma forma que voce nao pode erguer a si mesmo 
entrando em um cesto e puxando as alqas para cima. A forga sobre a pequena area, portanto, e devida a E outros , e este nao 
sofre descontinuidade (se removermos a pequena area, o campo no ‘buraco’ ficara perfeitamente suave). A descontinuidade 
e total men te devida a carga na pequena area, que gera um campo (cr/2e 0 ) em cada lado, apontando para fora da superficie 
(Figura 2.50). Assim, 

Eacima — E outros + r H, 

Z6o 


e entao 


E 


abaixo 


= E 


outros 


O ^ 



E 


outros — 



acima 


+ E 


abaixo 


= E 


medio • 


A media 6 na realidade apenas um recurso para remover a contribui$ao da propria pequena area. 

Esse argumento se aplica a qualquer carga superficial; no caso particular de um condutor, o campo e zero dentro e (a/e 0 )h 
fora (Equaqao 2.48), de forma que a media e (a/ 2e 0 )n, e a for?a por unidade de area e 


f = 


2eo 


u 2 n. 


(2.51) 


Isso corresponde a uma pressao eletrostatica sobre a superficie de dentro para fora, que tende a puxar o condutor para o 
campo, independentemente do sinal de <j. Expressando a pressao em termos do campo imediatamente fora da superficie, 


P = 



(2.52) 



Problema 2.37 Duas placas metalicas grandes (cada uma delas com area A) sao mantidas a uma distancia d uma da outra. Suponha 
que coloquemos uma carga Q em cada placa; qua! sera a pressao eletrostatica sobre as placas? 

Problema 2.38 Uma esfera metalica de raio R tern uma carga total Q. Qual e a for?a de repulsao entre o hemisferio ‘norte’ e o 
heinisferio ‘sul’? 


Capi'tulo 2 Eletrostatica 73 


2.5.4 Capacitores 


Suponha que temos dois condutores e que colocamos uma carga +Q em um deles e —Q no outro (Figura 2.5 1 ). Como V 
6 constante sobre um condutor, podemos falar sem ambiguidade da diferen£a potencial entre eles: 


V = V+~V- = 


r(+) 


E • d\. 


'(-) 


Nao sabemos como a carga se distribui nos dois condutores e calcular o campo seria uma confusao, se suas formas forem 
complicadas. Mas ha algo que sabemos com certeza: E e proportional a Q. E e dado pela lei de Coulomb: 


E = 


1 

47Te 0 



de forma que dobrando p, dobra-se E. (Espere um pouco! Como sabemos que dobrando Q (e tambem -Q) simplesmente 
dobramos pi Talvez a carga se movimenle formando uma configura^ao completamente diferente, quadruplicando p em alguns 
lugares e dividindo-a pela metade em outros, de forma que a carga total de cada condutor seja dobrada. 0 fato e que essa 
preocupaqao nao tern razao de ser — dobrar Q dobra p em toda parte; isso ndo desloca a carga. A prova disso vira no 
Capitulo 3; por enquanto, voce vai ter de acreditar em mim.) 

Como E e proporcional a Q,V tambem o e. A constante de proporcionalidade e chamada de capacitancia do conjunto: 



(2.53) 


Capacitancia e uma quantidade puramente geometrica, determinada pelos tamanhos, formas e separaqao dos dois condu- 
tores. Em unidades SI, C e medida em farads (F); um farad equivale a um coulomb por volt. Na realidade isso acaba sendo 
inconvenientemente grande; 9 unidades mais praticas sao o microfarad (10~ 6 F) e o picofarad (10 -12 F). 

Observe que V 6, por definiqao, o potencial do condutor positivo menos o do condutor negativo; da mesma forma, Q e 
a carga do condutor positivo. Consequentemente, capacitancia e uma quantidade intrinsecamente positiva. (Alias, voce ira 
ocasionalmente ouvir alguem falar da capacitancia de um unico condutor. Nesse caso, o ‘segundo condutor’, com a carga 
negativa, e uma casca esferica de raio infinito que cerca o condutor unico. Ela nao contribui em nada para o campo, de forma 
que a capacitancia e dada pela Equaqao 2.53, na qual V to potencial com o infinito como ponto de referenda.) 



1 


- e 




Figura 2.51 


Exemplo 2.10 

Encontre a capacitancia de um ‘capacitor de placas paralelas’ que consiste de duas superficies metalicas de area A mantidas a uma 
distancia d uma da outra (Figura 2.52). 

Solu^ao: se colocarmos +Q em cima e -Q embaixo, as cargas irao se espalhar uniformemente sobre as duas superficies, desde que 
a area seja razoavelmente grande e a distancia de separa^ao, pequena. 10 A densidade superficial de carga, entao, e a = Q/A na placa 
de cima, de forma que o campo, conforme o Exemplo 2.5, e (l/e 0 )Q/A A diferen?a de potencial entre as duas placas, portanto, e 


d 




Figura 2.52 


9. Na segunda edi^ao, atirmei que seria necessaria uma empilhadeira para transportar um capacitor de I F. Isso nao e mais verdade — hoje voce pode 
comprar um capacitor de 1 F que cabe confortavelmente em uma colher de sopa. 

10. A solugao e.xata naoe facil — mesmo para o caso mais simples de placas circulares. Consulte G. T. Carlson e B. L. Illman, Am. J. Phys. 62, 1099 (1994). 
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e entao 


c = Aeo 


d ■ ^ 

Se, por exemplo, as placas forem quadradas com 1 cm de lado e esdverem a 1 mm uma da outra, entao a capacitancia serd 9 x 10“ 13 F. 


Exemplo 2 . 1 1 

Encontre a capacitancia de duas cascas metalicas esfericas e concentricas, com raios a e b. 
Solugao: coloque a carga +Q na esfera interna e -Q na externa. O campo entre as esferas e 


E = — r, 

47re 0 r 2 ’ 


de forma que a diferen^a de potential entre elas e 


V=- E * d\ = - 


Como prometido, V e proportional a Q\ a capacitancia e 


47re 0 


f\dr=SL 

J a r 2 47T€ 0 \a b) 


Q i db 
C = - = 47re 0 - 


V u ( b-a )' 


Para ‘carregar’ um capacitor, voce precisa remover os eletrons da placa positiva e leva-los para a placa negativa. Ao 
fazer isso, voce enfrenta o campo eletrico que esta puxando-os de volta para o condutor positivo e afastando-os do negativo. 
Quanto trabalho seria necessario, entao, para carregar o capacitor ate uma quantidade final Ql Suponha que em algum estagio 
intermediario do processo, a carga da placa positiva seja q, de forma que a diferenga de potencial seja q/C. Conforme a 
Equagao 2.38, o trabalho que voce precisa fazer para transportar a proxima porgao de carga, dq, e 

dW=(£)dq. 

Entao, o trabalho total necessario para irdeq = 0ag = <5e 

ou, como Q = CV, 

w = ±cv 2 , 

onde V 6 a diferenga de potencial final do capacitor. 


1Q2 

2 C ’ 


(2.55) 


Problema 2.39 Encontre a capacitancia por unidade de comprimento de dois tubos cilindricos coaxiais metalicos, com raios a e b 
(Figura 2.53). 


Problema 2.40 Suponha que as placas de um capacitor de placas paralelas se aproximem de uma distancia infinitesimal e, como 
resultado de sua atragao mutua. 

(a) Use a Equagao 2.52 para expressar a quantidade de trabalho feito pelas forgas eletrostaticas, em termos do campo E e da area das 
placas A. 

(b) Use a Equagao 2.46 para expressar a energia perdida pelo campo nesse processo. 

(Este problema e supostamente facil, mas ele content o embriao de uma dedugao alternativa da Equagao 2.52, usando a conservagao 
de energia.) ' 



Figura 2.53 
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Mais problemas do Capitulo 2 


superficial dedensidade uniformed. Verifique s^u' retukado pirLtasoTfimits 74 Te ^ ^ *** ^ Carga 
[Resposta: {a/ 2e 0 ){(4/7r) arctg y^l + (a 2 /2z 2 ) - l}] 

Problema 2.42 Se o campo eletrico em uma regiao e dado (cm coordenadas esfericas) pela expressao 

E(r) - + B sen ^ CQS ^ 0 

r 5 

onde -4 e B sao constantes, qual e a densidade de carga? [Resposta: e 0 (A~B sen 0) /r 2 ] 

potencial entresol oTom^^^^ SUperfidal de car 8 a uniforme Encontre a diferen 9 a de 

Problema 2.45 Uma esfera de raio R tem uma densidade de carea n(r) ~ hr- i ■ 

***** ™ «»•* •*-* * 1*10 rnenos dua's flL * 

Problema 2.46 0 potencial eletrico de uma determinada configura 9 ao e dado pela expressao 

V (r) = ^- r_A ’ 


r 


E "“° ,re 0 ■““» E (')• a * «-g. ,M 8 a carga real ft , . 

0015 *“ * C0mpri “° infini, ° diSP “' M “ 0«0 x tern densidad.s de dug, unrform, + A e -A 

(a) Encontre o potencial em qualquer ponto (x, y, z) usando a origem como referenda 

£CSr P ' rBde! e<1UiP °' end,i ‘ *’ Ci ' lndr “ C ™'“ S ‘ ~ « »« 0 0 raio do cilindro qne correspond,, a 

por uma dislancia aid o arrrrdo, que 6 Mrdo™ um LtolcdToSti"''''?' ' "T"° * '“l 0 * 10 ' ™ I**"''’ 1 =*H e acelerados 

espacial) rapidamente se acumula ao ponto em cine redo? n rf ' 1V ° ° nuvem de e ^trons em movimento (chamada carga 
estacionaria / flui entre as placas. q ^ “ SUperf,C,e d ° Catodo a zero - A partir daf, uma corrente 

Suponha que as placas sejam grandes se comparadas a separa 9 ao (A > d 2 na Fieun ? ssi h. t 
podem ser uegligendados. Enrio V,pev(a uelocidade dos demons) Ido rodos funfo^s « de x qi “ “ “ * ““ 

(a) Escreva a equa 9 ao de Poisson para a regiao entre as placas. 

<b) Presumindo que os eldlrons parrem do repouso „„ earodo. qua, c a sua velocidade no p„„„ x, onde „ porenda, e W 
(c) No estado estac.onano, 1 e independente de *. Qual e, nesse caso, a rela 9 ao entre ptvl 



Figura 2.54 


Figura 2.55 
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(d) Use estes resultados para obter uma equagao diferencial para V, eliminando p e v. 

(e) Resolva esta equagao para V como uma fungao de x, Vo e d. Faga um grafico de V(x) e compare-o ao potencial sem carga 
espacial. Encontre tambem ptv como fungoes de x. 

(f) Mostre que 

I = KV*'\ (2.56) 

e encontre a constante I<. (A Equagao 2.56 e chamada de lei de Child-Langmuir. Ela tambem vale para outras geometrias, sempre 
que a carga espacial limita a corrente. Observe que o diodo limitado pela carga espacial e ndo linear — ele nao obedece a lei de 
Ohm.) 


Problenia 2.49 Imagine que novas medigoes, extraordinariamente precisas, revelaram um erro na lei de Coulomb. Constatou-se que, 
defato , a forga de interagao entre duas cargas pontuais e 


F — 


1 


m2 


47T£o $ 


K) 




onde A e uma nova constante da natureza (tem dimensoes de comprimento, obviamente, e e um numero imenso — digamos, a 
metade do raio do universo conhecido — de forma que a corregao e pequena, motivo pelo qual ninguem antes havia percebido 
a discrepancia). Voce esta encarregado de reformular a eletrostatica, de forma a acomodar a nova descoberta. Considere que o 
principio da superposigao conti nua verdadeiro. 

(a) Qual e o campo eletrico de uma distribuigao de carga p (substituindo a Equagao 2.8)7 

(b) Esse campo eletrico admite um potencial escalar? Explique brevemente como chegou a sua conclusao. (Nao e preciso prova 
formal — apenas um argumento convincente.) 

(c) Encontre o potencial de uma carga pontual q — analoga a Equagao 2.26. (Se a sua resposta para (b) foi ‘nao’, e melhor voltar e 
muda-la!) Use oo como ponto de referencia. 

(d) Para uma carga pontual q na origem, mostre que 


onde S e a superficie e V o volume de qualquer esfera centrada em q. 

(e) Mostre que este resultado pode ser generalizado: 


^E-(ia+ — J V dr — — Q cnc , 

para qualquer distribuigao de carga. (Esta e uma boa alternativa a lei de Gauss na nova ‘eletrostatica’.) 

(f) Desenhe o diagrama triangular (como na Figura 2.35) para este mundo, colocando nele todas as formulas apropriadas. (Pense na 
equagao de Poisson como a formula para p em termos de V, e na lei de Gauss (forma diferencial) como uma equagao para p em 
termos de E.) 

Problenia 2.50 Suponha que um campo eletrico E(cc, y, z) tem a forma 

E x — ax, E y — 0, E z ~ 0 

onde a e uma constante. Qual e a densidade de carga? Como voce explica o fato de que o campo aponta em uma determinada diregao, 
sendo a densidade de carga uniforme? [Este problenia e mais sutil do que parece e merece uma analise cuidadosa.] 

Problema 2.51 Toda a eletrostatica decoire do carater 1/r 2 da lei de Coulomb, aliado ao principio da superposigao. Uma teoria 
analoga pode, portanto, ser construida para a lei da gravitagao universal de Newton. Qual e a energia gravitacional de uma esfera de 
massa M e raio R, presumindo que sua densidade seja uniforme? Use o seu resultado para estimar a energia gravitacional do sol 
(consulte os numeros relevantes). Observe que esta energia e negativa — massas se atraem , enquanto cargas (de mesmo sinal) se 
repelem. A medida em que a materia e ‘consumida’, para produzir a luz solar, a energia potencial e convertida em outras formas de 
energia (tipicamente termica), e subsequentemente liberada na forma de radiagao. 0 sol in*adia a uma taxa de 3, 86 x 10 26 W; se 
tudo isso viesse da energia gravitacional armazenada, quanto tempo o sol duraria? [0 sol, na realidade, e muito mais velho do que 
isso, portanto, evidentemente, essa ndo e a fonte da sua energia.] 


Problenia 2.52 Sabemos que a carga de um condutor vai para a superficie, mas nao e facil determinar exatamente como ela se 
distribui. Um exemplo famoso no qual a densidade de carga superficial pode ser explicitamente calculada e o elipsoide: 
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1 1 . Para a 
5.02. 


Neste caso 1 


Q 


inabc 


2 9 o 

a 4 6 4 + c " 


- 1/2 


- , ’ < 2 - 57 » 

x -a. Em cada caso, desenhe o grafico do seu resultado. q nCa C e x ~ e 


dedu ? ao (que 6 unia verdadeira proeza), consulte W. R. Smythe, Static and Dynamic Electricity, 3rd ed. 


(New York: Hemisphere, 1989), Sect. 



Capitulo 3 


Tecnicas especiais 


3.1 Equa^ao de Laplace 

3.1.1 Introdugao 

A tarefa basica da eletrostatica e encontrar o campo eletrico de uma distribui^ao de carga estacionaria dada. Em principio, 
esse proposito e atingido pela lei de Coulomb, na forma da Equagao 2.8: 

< 31 > 

Infelizmente, integrals deste tipo podem ser difi'ceis de calcular para qualquer configura 9 ao de carga, exceto as mais 
simples. Ocasionalmente podemos contornar essa dificuldade explorando a simetria e usando a lei de Gauss, mas geralmente 
a melhor estrategia e calcular primeiro o potencial, V, que e dado pela Equa 9 ao 2.29, a qual e um tanto mais facil de manejar: 

y(r, = i/;' ,(r ' ) *'' (32) 

No entanto, ate mesmo essa integral e frequentemente dificil dernais de tratar analiticamente. Alem do mais, em problemas 
que envolvem condutores p em si, pode nao ser conhecido de antemao: uma vez que a carga esta livre para se mover, a unica 
coisa que controlamos diretamente e a carga total (ou talvez o potencial) de cada condutor. 

Nesses casos, vale a pena remodelar o problema na forma diferencial, usando a equa?ao de Poisson (2.24), 

W = -—p, (3.3) 

eo 

que, juntamente com a condi?ao de contorno adequada, e equivalente a Equa^ao 3.2. Frequentemente, de fato, estamos 
interessados em encontrar o potencial onde p = 0. (Se p = 0 por toda parte , e claro, entao, V = 0, e nao ha mais nada a dizer. 
Nao e a isso a que me refiro. Pode haver bastante carga em outro lugar, mas estamos confinando nossa aten?ao a lugares onde 
nao ha carga.) Neste caso, a equa§ao de Poisson se reduz a equagao de Laplace: 


V 2 V = 0, 


(3.4) 


ou, escrita em coordenadas cartesianas, 

d 2 V d 2 V d 2 V 
dx 2 dy 2 + dz 2 


(3.5) 


Esta formula e tao fundamental para o assunto que se pode ate dizer que a eletrostatica e o estudo da equa 5 ao de Laplace. 
Ao mesmo tempo, e uma equa§ao ubiqua que aparece em ramos diversos da fisica como a gravita?ao e magnetismo, teoria do 
calor e o estudo das bolhas de sabao. Na matematica, ela desempenha um papel muito importante na teoria das fun^oes anali- 
ticas. Para obtermos uma boa percepgao da equa 9 ao de Laplace e suas solu 9 oes (que sao chamadas de fun9oes harmonicas), 
vamos come 9 ar com as versoes uni e bidimensionais, que sao as mais faceis de descrever e que ilustram todas as propriedades 
essenciais do caso tridimensional (embora no exemplo unidimensional falte a riqueza dos outros dois). 
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3.1.2 Equa 9 ao de Laplace em uma dimensao 

Suponha que V depende somente de uma variavel, x. Entao, a equa 9 ao de Laplace torna-se 


c PV 
dx 2 


- 0 . 


A solmjao geral e 

V(x) = mx + b, ( 36 ) 

a equa ? ao para uma linha reta Ela contem duas constantes indeterminadas (m e b), como e adequado a uma equacao diferen- 
cial (ordinana) de segunda ordem. Bias sao fixadas, em qualquer caso particular, pelas conduces de contorno do problema. 
01 exemplo, pode-se especificar que V - 4 em x = 1, e V = 0 em x = 5. Nesse caso m = -1 e b - 5 entao V = -r + 5 
(vejaaFigura3.1). ’ ' 

Quero chamar sua aten 9 ao para duas caractensticas desse resultado; elas podem parecer tolas e dbvias em uma dimensao 
alg d u C ma°6bvias reVer 3 ^ ^ §eral eXpI ' Cltamente ’ mas suas analo 8 as em duas e tres dimensoes sao poderosas e, de forma 


1 . V (a-) e a media de V(x + a) e V(x - a), para qualquer 


ca: 


V(x) = -[V(x + a) + V(x-a)}. 

A equa ? ao de Laplace 6 uma esp&ie de inslnipao para nivela { ao pela med,a; ela nos diz para alribuir ao ponto x a media 
dos valores a esqueida e a direita de X. Solucues para a equacao de Laplace sao, neste sentido, I ao tediosm quanto e 
possivel, e, no entanto, se encatxam adequadamente nos limites. 

1 equa?a ° l de La P ,ace nao tolera mdximos ou mmimos locais; valores extremos de V devem ocorrer nas extremidades 
Na realidade isto e uma consequencia de (1), pois se houvesse urn maximo local, V nesse ponto, seria maior do que em 
qua quer lado e, portanto, nao poderia ser a media. (Geralmente se espera que a segunda derivada seja negativa em urn 
maximo e positiva em urn minimo. Mas como a equa 9 ao de Laplace requer, ao contrario, que a segunda derivada seja 
nula, paiece razoavel que as solu 9 oes nao tenham qualquer extreme. No entanto, isto nao e uma prova, ja que existem 
fun 9 oes que tern maximos e mmimos em pontos onde a segunda derivada desaparece: x 4 , por exemplo, tern urn minimo 



3.1.3 Equacao de Laplace em duas dimensoes 

Se V depende de duas variaveis, a equa 9 ao de Laplace torna-se 


cPV (PV 
dx 2 ^ dy 2 


Esta nao e mats uma equa 9 ao diferencial ordinana (ou seja, que envolve somente derivadas ordinarias); ela e uma equa 9 ao 
diferenc.al parcial. Como consequencia, algumas das regras com as quais voce pode estar familiarizado nao se aplicar3o Por 
exemplo, a solu 9 ao geral para esta equa 9 ao nao contem apenas duas constantes arbitrarias - ou, a proposito, qualquer numero 
finite - apesar de ser uma equa 9 ao de segunda ordem. De fato, nao se pode escrever uma ‘solu 9 ao geral’ (pelo nLos nao de 
orma techada como a Equa 9 ao 3.6). Mesmo assim, e possivel deduzir certas propriedades comuns a todas as solu 9 oes 

, T )' eZ a J ude ter e “ mente um exem P l0 tTs,C0 - Ima 8 ine u ma folha fina de borracha (ou urn filme de sabao) esticada sobre 
3 gum 1| P 0 de a P° ia Para maior exatidao, imagine que voce cortou uma caixa de papelao sobre uma linha sinuosa a volta 
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toda, e retirou a parte de cima (Figura 3.2). Agora cole uma membrana de borracha bem esticada sobre a caixa, de forma que 
ela se encaixe como uma tampa de tambor (nao sera uma tampa plana, 6 claro, a menos que voce resolva cortar as beiradas 
retas). Agoia, se voce escolher coordenadas (x, y) no fundo da caixa, a altura V (x, y ) da membrana acima do ponto ( x , y) 
satisfara a equa?ao de Laplace. 1 (0 analogo unidimensional seria uma borracha esticada sobre dois pontos. Ela formaria, 
portanto, uma linha reta.) 

Fun 9 6es harmonicas em duas dimensoes tem as mesmas propriedades que percebemos no caso unidimensional: 

1 . 0 valor de V em urn ponto ( x , y) 6 a media daqueles a volta do ponto. Mais precisamente, se voce desenhar urn circulo 
com urn raio R em torno do ponto (x, y), o valor medio de V no circulo sera igual ao valor no centro: 



circulo 


(Isto, incidentalmente, sugere o metodo de relaxamento no qual se baseiam as solu^oes computadorizadas para a 
equagao de Laplace, comefando com valores especificados de V no contorno e suposi^oes razoaveis para V em uma 
grade de pontos interiores, a primeira passagem atribui a cada ponto a media de seus vizinhos mais proximos. A 
segunda passagem repete o processo usando os valores corrigidos, e assim sucessivamente. Apos algumas repet^oes, 
os numeros contain a se acomodar, de forma que as passagens seguintes produzem altera 9 oes despreziveis e uma 
solu 9 ao numerica para a equa 9 ao de Laplace, com os valores de contorno dados, e atingida.) 2 

2. V nao tem maximos ou mi'nimos locais; todos os extremos ocorrem nos contornos. (Como antes, isso decorre de 
(1).) Novamente, a equa 9 ao de Laplace escolhe a fun 9 ao com o rm'nimo possi'vel de caracterfsticas, coerente com as 
cond^oes de contorno: sem morros e sem vales, apenas a superfi'cie mais plana dispom'vel. Por exemplo, se colocar 
uma bola de pingue-pongue sobre a lamina de borracha esticada da Figura 3.2, ela rolara para um dos lado’s e caira — 
ela nao encontrara um ‘bolso’ em algum lugar, onde possa se acomodar, ja que a equa 9 ao de Laplace nao permite 
essas depressoes na superfi'cie. Do ponto de vista geometrico, da mesma forma que uma linha reta e a menor distancia 
entre dois pontos, tambem uma fun 9 ao harmonica bidimensional minimiza a area de superfi'cie que abrange a linha de 
contorno dada. 



Figura 3.2 


3.1.4 Equa^ao de Laplace em tres dimensoes 

Em tres dimensoes, nao posso lhe fornecer uma solu 9 ao exph'cita (como em uma dimensao) ou oferecer um exemplo 
fi'sico sugestivo para orientar a sua intu^ao (como fiz com duas dimensoes). Mesmo assim, as mesmas duas propriedades 
permanecem verdadeiras e, desta vez, vou esbo 9 ar uma prova. 

1 . 0 valor de V no ponto r e a media do valor de V sobre uma superfi'cie esferica de raio R centrada em r: 

V{r) = ^f Vda ‘ 

esfera 


1 . Na realidade, a equa^o satisfeita por uma lamina de borracha e 


d_ 

dx 



onde g = 



- 1/2 


ela se reduz (aproximadamente) a equafao de Laplace, desde que a superfi'cie nao se desvie demais de um piano. 

2. Consulte, por exemplo, E. M. Purcell, Electricity and Magnetism, 22 ed„ Problema 3.30 (p. 1 19) (Nova York: McGraw-Hill, 1985). 
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2. Consequentemente, V nao pode ter maximos ou mfnimos locais; os valores extremos de V tem de ocorrer nos contornos. 
(Pois se V tiver urn maximo localizado em r, entao, pela propria natureza do maximo eu poderia desenhar uma esfera 
em torno de r sobre a qua! todos os valores de V — e, ainda metis, a media — seriam menores do que em r.) 


Prova: comecemos calculando o potencial medio sobre uma superficie esferica de raio R devido a uma mica 
carga pontual q localizada fora da esfera. Podemos tambem centralizar a esfera na origem e escolher coordenadas 
de forma que q fique no eixo z (Figura 3.3). 0 potencial em um ponto da superficie e 


47reo i ’ 

onde 

4 2 = z 2 4- R 2 - 2zRcos9, 

entao 


Pmedio — 


1 


AnR 2 irceo 


+ R 2 - 2 zR cos 0] l / 2 R? sen 6 d6 d(j) 




4-7reo 2 zR 

_JZ ]_ 

47T£q 2 zR 


z 2 + R 2 — 2 zR cos 0 


\(z + R)-{z- R)} 


1 q 


47T6Q Z 


Mas esse e precisamente o potencial devido a q no centro da esfera! Pelo principio da superposigao, o mesmo vale 
para qualquer grupo de cargas externas a esfera: seu potencial medio sobre a esfera e igual ao potencial liquido 
que elas produzem no centro. c.q.d. 



Figura 3.3 


Problema 3.1 Encontre o potencial medio sobre uma superficie esferica de raio R devido a uma carga pontual q localizada dentro 
(em outras palavras, o mesmo que acima, mas com z < R). (Neste caso, e claro, a equagao de Laplace nao funciona dentro da 
esfera.) Mostre que, em geral, 

Fmedio “ Kentro + -p — p , 

47T €qR 

onde Vcentro e o potencial no centro devido a todas as cargas externas , e Q e nc e a carga encerrada total. 

Problema 3.2 Em uma sentenga, justifique o teorema de Earnshaw: uma parti'cula carregada nao pode ser mantida em equilibrio 
estdvel somente pelas forgas eletrostaticas. Como exemplo, considere o arranjo cubico de cargas fixas da Figura 3.4. Parece , de 
infcio, que uma carga positiva no centro ficaria suspensa no ar, ja que seria repelida por cada um dos cantos. Onde esta o furo 
nessa ‘garrafa eletrostatica’? [Para utilizar a fusao nuclear como uma fonte pratica de energia, e necessario aquecer um plasma 
(um caldo de partfculas carregadas) a temperaturas fantasticas — tao quentes que o contato faria evaporar uma panela comum. O 
teorema de Earnshaw diz que a contengao eletrostatica tambem esta fora de questao. Felizmente, e possivel confinar o plasma quente 
magneticamente .] 

Problema 3.3 Encontre a solugao geral para a equagao de Laplace em coordenadas esfericas, para o caso em que V depende somente 
de r. Faga o mesmo para as coordenadas cilindricas, assumindo que V depende apenas de s . 
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Figura 3.4 


3.1.5 Condigoes de contorno e teoremas de unicidade 

A equagao de Laplace por si so nao determina V ; alem dela, urn conjunto adequado de condigoes de contorno deve 
ser fornecido. Isso levanta uma questao delicada: o que sao condigoes de contorno adequadas, suficientes para determinar a 
resposta, mas nao tao fortes que gerem inconsistencias? 0 caso unidimensional e facil, porque aqui a solugao geral V = mx+b 
contem duas constantes arbitrarias e nos, portanto, precisamos de duas condigoes de contorno. Podemos, por exemplo, 
especificar o valor da fungao nas duas extremidades, ou podemos dar o valor da fungao e sua derivada em uma extremidade 
ou o valor em uma extremidade e a derivada na outra e por ai afora. Mas nao podemos ter apenas o valor ou apenas a 
derivada em uma extremidade — a informagao seria insuficiente. Tambem nao adiantaria especificar as derivadas em ambas 
as extremidades — isso seria redundante (se as duas forem iguais) ou incoerente (se nao o forem). 

Em duas ou tres dimensoes somos confrontados por uma equagao diferencial parcial, e nao e facil determinar quais seriam 
as condigoes de contorno aceitaveis. Sera o formato de uma membrana de borracha esticada, por exemplo, determinado 
exclusivamente pela armagao sobre a qual ela esta esticada, ou, como a tampa de um vidro de conserva, ela pode passar de 
uma configuragao estavel para outra? A resposta, como creio que a sua intuigao sugere, e que V e determinado exclusivamente 
pelo seu valor no contorno (os vidros de conserva, evidentemente, nao obedecem a equagao de Laplace). No entanto, outras 
condigoes de contorno tambem podem ser usadas (veja o Problema 3.4). A prova de que um conjunto proposto de condigoes 
de contorno sera suficiente e geralmente apresentada na forma de um teorema de unicidade. Existem muitos desses teoremas 
para a eletrostatica e todos compartilham do mesmo formato basico — serao mostrados os dois mais uteis. 3 

Primeiro teorema de unicidade: a solugao para a equagao de Laplace em um volume V e exclusivamente 
determinada se V for especificado na superficie de contorno S. 

Prova: na Figura 3.5 desenhei uma regiao desse tipo e seu contorno. (Tambem poderia haver ‘ilhas’ dentro dela, 
desde que V seja dado em todas as suas superficies: tambem, o contorno externo pode estar no infinito, onde V e 
normalmente considerado zero.) Suponha que houvesse duas solugoes para a equagao de Laplace: 

V 2 Vi = 0 e V 2 V 2 = o, 

ambas as quais assumem o valor especificado na superficie. Quero provar que elas tern de ser iguais. 0 segredo 
esta em olhar para a diferenga entre elas: 

V 3 = 7i - V 2 . 



3. Aqui, nao pretendo provar a existencia das solugoes — essa e uma tarefa muito mais dificil. No contexto, a existencia e geralmente evidente em bases 
fisicas. 
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Isto obedece a equagao de Laplace, 

V 2 V 3 = V 2 Fj - V 2 V 2 = 0, 

e adquire o valor zero em todos os contornos (ja que la V\ e V 2 sao iguais). Mas a equagao de Laplace nao permite 
maximos e minimos locals — todos os extremos ocorrem nos contornos. Portanto, o maximo e o minimo de V 3 
sao zero. Consequentemente, V 3 deve ser zero em toda parte e entao 

V\ = V 2 . C.q.d. 


Exemplo 3.1 

Mostre que o potencial 6 constante dentro de uma regiao fechada, completamente cercada por material condutor, desde que nao haja 
carga dentro da regiao fechada. 

Solu ? ao: o potencial na parede dacavidade 6 uma constante, V 0 (esse e o item (iv), na Segao 2.5.1), de forma que o potencial intemo 
6 uma tungao que satisfaz a equagao de Laplace e que tern o valor constante V 0 no contorno. Nao e preciso ser genio para pensar em 
uma solugao para o problema: V = V 0 em toda parte. 0 teorema de unicidade garante que esta e a mica solugao. (Segue-se que o 
campo dentro de uma cavidade vazia e zero — mesmo resultado que encontramos na Segao 2.5.2 em bases urn tanto diferentes.) 


0 teorema de unicidade e uma licenga para a sua imaginagao. Nao importa como voce chega a solugao; se (a) ela satisfaz a 

equagao de Laplace e (b) tern o valor correto nos contornos, esta certa. Voce vera o poder deste argumento quando chegarmos 
ao metodo das imagens. 

Incidentalmente, e facil melhorar o primeiro teorema de unicidade: assumi que nao havia carga dentro da regiao em 
questao, de forma que o potencial obedecia a equagao de Laplace, mas podemos tambem acrescentar alguma carga (e nesse 
caso V obedece a equagao de Poisson). 0 argumento e o mesmo, so que desta vez 

V 2 v 1 = --p, V 2 V 2 = --p, 

e o e 0 

e, entao 

V 2 V 3 = V 2 Vr - V 2 V 2 = -I p + I p = o. 

e 0 Co 

Mais uma vez, a diferenga (V 3 = Vi - V 2 ) satisfaz a equagao de Laplace e tem valor zero em todos os contornos de forma 
que Vs = 0 e, portanto, Vi = V 2 . 

Corolario: o potencial em urn volume V e determinado exclusivamente se (a) a densidade de carga em toda a 
regiao e (b) o valor de V em todos os contornos forem especificados. 


3.1.6 Condutores e o segundo teorema de unicidade 

A maneira mais simples de estabelecer condigoes de contorno para um problema eletrostatico e especificar o valor de V 
em todas as superficies que cercam a regiao de interesse. E essa situagao frequentemente ocorre na pratica. No laboratorio, 
temos condutores conectados a batenas que mantem um dado potencial, ou aterrados, que e a palavra do experimentalista 
para V = 0. No entanto, existem outras circunstancias nas quais nao conhecemos o potencial no contorno, mas sim as 
cargos em varias superficies condutoras. Suponha que a carga Q l seja colocada no primeiro condutor, Q 2 no segundo e 
asstm sucessivamente — nao estou lhe dizendo como a carga se distribui sobre cada superffcie condutora, porque assim que a 
coloco, ela se movimenta de uma forma que nao esta sob meu controle. E como precaugao extra, digamos que existe alguma 
densidade de carga especificada p na regiao entre os condutores. O campo eletrico agora esta univocamente determinado? Ou 

existem, talvez, varias maneiras nas quais as cargas poderiam se agrupar nos seus respectivos condutores, cada uma levando a 
um campo diferente? 

Segundo teorema de unicidade: em um volume V cercado por condutores e contendo uma densidade de carga 
especificada p, o campo eletrico 6 determinado univocamente se a carga total de cada condutor for dada (Fi- 
gura 3.6). (A regiao como um todo pode ser delimitada por um outro condutor, ou entao, nao delimitada.) 
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Superficies de integragao 



Prova: suponha que existem dois campos que satisfazem as concludes do problema. Ambos obedecem a lei de 
Gauss na forma diferencial no espago entre os condutores: 

1 1 
V * Ei — — p, • E‘2 — — p. 

eo 


E ambos obedecem a lei de Gauss na forma integral para uma superffcie gaussiana que encerra cada condutor: 


/ 

f-Ssima 

superffcie 

condutora 


„ , i 

Ei ■ da = —Qi, 


e o 


E 2 • da= —Qi 
eo 


superffcie 

condutora 


Da mesma forma, para o contorno externo (seja ele imediatamente interno a urn condutor circundante ou 
esteja ele no infinito). 


Ei • da 


contorno 

externo 


Qtot j 

eo 



contorno 

externo 


E2 * dSi = 


Qtot- 

eo 


Como antes, examinamos a differentia 
que obedece 

na regiao entre os condutores e 

sobre cada superffcie de contorno. 


E3 ~ Ei — E2, 


V • E 3 = 0 


/ 


E 3 • da = 0 


(3.7) 

(3.8) 


Agora, ha uma ultima informagao que precisamos explorar: embora nao saibamos como a carga Qi se distri- 
bui sobre a iesima superffcie condutora, sabemos que cada condutor e urn equipotencial e que, portanto, V 3 e uma 
constante (nao necessariamente a mesma constante) sobre cada superffcie condutora. (Ela nao precisa ser zero, 
ja que os potenciais V) e V 2 podem nao ser iguais — so sabemos, com certeza, que ambos sao constantes sobre 
qualquer condutor dado.) Em seguida vem urn truque. Recorrendo a regra de produto numero ( 5 ), constatamos 
que 

V • (V3E3) = K 3 (V • E 3 ) + E 3 • (W 3 ) = ~{E Z ) 2 . 


Aqui usei a Equagao 3.7, e E 3 = -VV 3 . Integrando sobre toda a regiao entre os condutores e aplicando 0 
teorema da divergencia ao lado esquerdo: 



jm 2 dr. 

V 


v 
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A integral de superffcie cobre todos os contornos da regiao em questao — os condutores e o contorno externo. 
Agora V 3 6 uma constante sobre cada superffcie (se o contorno externo for infinito, la, entao, T/ 3 = 0), portanto 
ela sai de cada integral e 0 que sobra e zero, conforme a Equacao 3.8. Por isso, 

J (E 3) 2 dr = 0. 


Mas este integrando nunca e negativo; a unica maneira para que a integral se anule e que E 3 — 0 em toda parte 

Consequentemente, Ei = E 2 , e 0 teorema esta provado. 

Esta prova nao foi facil e existe um perigo real de que 0 teorema em si lhe pare ? a mais plausivel do que a prova. Caso 
voce ache que 0 segundo teorema de unicidade e ‘obvio’, considere este exemplo de Purcell: a Figura 3.7 mostra uma 
configura?ao eletrostatica confortavel que consiste de quatro condutores com cargas ±Q, situados de forma que os positivos 
estejam proximos dos negatives. Parece bastante estavel. Agora, 0 que acontece quando os juntamos em pares atraves de fios 
minusculos, como mdica a Figura 3.8? Como as cargas positivas estao muito proximas das negativas (que e onde elas gostam 
de estar), voce pode muito bem supor que nada ira acontecer — a configura 9 ao parece estavel. 

Bern, isso parece razoavel, mas esta errado. A configura 9 ao da Figura 3.8 e impossi'vel, ja que existem agora, de fato, dais 
condutores e a carga total em cada um deles e zero. Uma maneira possfvel de distribuir carga zero sobre esses condutores 
e nao ter acumulo de carga em lugar algum e, portanto, campo zero em toda parte (Figura 3.9). Pelo segundo teorema de 
unicidade, essa deve ser a solu 9 ao: a carga ira fluir pelos fios minusculos, cancelando-se. 


© © 

© © 





Figura 3.7 


Figura 3.8 


Figura 3.9 


Probiema 3.4 Prove que 0 campo e univocamente determinado quando a densidade de carga p e dada eouVou a derivada normal 

dV/dn e especificada em cada superficie de contorno. Nao assuma que os contornos sao condutores, ou que V e constante sobre 
qualquer superffcie dada. 


Probiema 3.5 Uma prova mais elegante do segundo teorema de unicidade usa a identidade de Green (Probiema 1 60 c) com T = 
U = V 3 . Fornepaos detalhes. 


3.2 O metodo das imagens 

3.2.1 O probiema classico da carga imagem 

Suponha que uma carga pontual q seja mantida a uma distancia d acima de um piano condutor infinito e aterrado (Fi- 
gura 3.10). Pergunta: qual e 0 potencial na regiao acima do piano? Nao e apenas (1/4 tt e 0 )q/ i , ja que q ira induzir uma 



Figura 3.10 
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certa quantidade de carga negativa na superffcie do condutor, nas proximidades de q. 0 potencial total 6 devido em parte 
diretamente a q e em parte a essa carga induzida. Mas como podemos calcular o potencial quando nao sabemos quanta carga 
e induzida ou como ela e distribufda? 

De urn ponto de vista matematico, nosso problema e resolver a equagao de Poisson na regiao z > 0, com uma unica carga 
pontual q em (0, 0, d), sujeito as condigdes de contorno: 

1. V = 0 quando 2 = 0 (ja que 0 piano condutor e aterrado), e 

2. V 0 distante da carga (ou seja, para x 2 4- y 2 4- z 2 > d 2 ). 

0 primeiro teorema de unicidade (na realidade, seu corolario) garante que so existe uma fungao que satisfaz esses requisi- 
tes. Se por truque ou suposigao inteligente conseguirmos descobrir tal fungao, ela tern de ser a resposta certa. 

Truque: esquega 0 problema real; vamos estudar uma situagao completamente diferente. Este novo problema consiste em 
duas cargas pontuais, +q em (0,0, d) e -q em (0,0, -d), sem piano condutor (Figura 3.11). Para esta configuragao posso 
facilmente expressar 0 potencial: 


(Os denominadores representam as distancias entre (x, y, 2 ) e as cargas +q e -q, respectivamente.) Segue-se que 

1 . V — 0 quando 2 = 0, e 

2. V — ■» 0 para x 2 + y 2 + z 2 d 2 , 

e a unica carga na regiao 2 > 0 e a carga pontual +q em (0, 0, d). Mas estas sao precisamente as condigoes do problema 
original! Evidentemente, a segunda configuragao produz exatamente 0 mesmo potencial que a primeira configuragao, na 
regiao ‘superior’ 2 > 0. (A regiao ‘inferior’, 2 < 0, e completamente diferente, mas quern se importa? A parte superior e 
tudo de que precisamos.) Conclusao: 0 potencial de uma carga pontual acima de um condutor infinito aterrado e dado pela 
Equagao 3.9, para 2 > 0. 

Observe 0 papel crucial desempenhado pelo teorema de unicidade neste argumento: sem ele ninguem acreditaria nesta 
solugao, ja que ela foi obtida para uma distribuigao de carga completamente diferente. Mas o teorema de unicidade a certifica: 
se satisfaz a equagao de Poisson na regiao de interesse e assume 0 valor correto nos contornos, entao deve estar certo. 



v(x ' y ' z) = i^ 


/x 2 + y 2 4- (2 - d) 2 


/x 2 +y 2 + (z + 1 



Figura 3.11 


3.2.2 Carga superficial induzida 

Agora que conhecemos 0 potencial, fica facil calcular a densidade superficial de carga a induzida no condutor. Segundo a 
Equagao 2.49, 

dV 

a ~ 

on 

onde dV/dn e a derivada normal de V na superffcie. Neste caso, a diregao normal e a diregao 2 , entao 

dV 

<? = -eoTT- 

dz z = 0 

A partir da Equagao 3.9, 


dV _ 1 f -q(z-d) q(z + d) | 

dz ~ 47TC0 l [x 2 + y 2 + (2 - d ) 2 ] 3 /2 + [ x 2 + y 2 + ( z + d)2]3/2 J > 
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entao 


v 27r(x 2 + j/2 + d 2)3/2* 

Como esperado, a carga induzida e negativa (assumindo que q seja positiva) e maior em x = y = 0 
Jd que estamos com a mao na massa, vamos calcular a carga total induzida 


(3.10) 



a da. 


Esta integral sobre o piano xy pode ser feita em coordenadas cartesianas, com da 
usar coordenadas polares (r, <f>), com r 2 = x 2 + y 2 e da = r dr d<p. Entao 


dx dy, mas e urn pouco mais facil 


o(r) = 


-qd 


Q 


n 7T 

_ 


27r(r 2 + d 2 ) 3 / 2 ’ 

Qd , , , qd 


2tt (r 2 + d 2 ) 3 / 2 


r dr d(f> = 


= -q- 


(3.11) 


\fr 2 + d 2 

Evidentemente, a carga total induzida no piano e -q, como (aproveitando-se da visao retrospectiva) voce talvez se con- 
vene de que term de ser. 

3.2.3 For^a e energia 

A carga q e atrafda em dire?ao ao piano devido a carga induzida negativa. Vamos calcular a forca de atracao Como o 
potencial nas proximidades de q 6 o mesmo que no problema analogo (o que tern +q e -q, mas sem condutor), o campo 
tambem oee, portanto, a for?a: A p 


F = 


47re 0 (2d) 


rZ. 


(3.12) 


Atenydo: e facil se empolgar e assumir que tudo e o mesmo nos dois problemas. A energia, porem, new e a mesma. Com 
as duas cargas pontuais e sem condutor, a Equa§ao 2.42 resulta em 


w — 


1 q 2 


47reo 2d' 

Mas para uma unica carga e placa condutora, a energia e a metade disso: 

W = 

47T60 4 d 

Por que a metade? Pense na energia armazenada nos campos (Equa^ao 2.45): 


(3.13) 


(3.14) 


W 


-?/ 


E 2 dr. 


No primeiro caso, tanto a regiao superior (2 > 0) quanto a regiao inferior (2 < 0) contribuem - e, por simetria elas 
metade 06 ' 11 lgU3 mentC ' MaS "° se S undo caso > s6 a re g iao superior contem urn campo nao nulo e, portanto, a energia e a 

E claro que se pode tambem determinar a energia calculando 0 trabalho exigido para aproximar q a partir do infinite A 

for ? a exigida (para se opor a for ? a eletrica da Equa ? ao 3. 1 2) e (l/47re 0 ) ( 9 2 /42 2 )z, entao 


rd 


w 


Fdl 

) 00 47T€o Joe 

1 


TC 0 Jco 4 2 2 

1 q 2 


47re n 


Q 

4z 


4neo 4d ' 


Q ndo movimento q em diregao ao condutor, trabalho somente em q. E verdade que a carga induzida esta se aproximando 
do condutor, mas isso nao me custa nada ja que 0 condutor todo esta em potencial zero. Em contrapartida, se eu trouxer 
imultaneamente duas cargas pontuais (sem condutor), excrco trabalho sobre ambas e 0 trabalho total 1 0 dobro. 



88 Eletrodinamica 


3*2.4 Outros problemas de carga imagem 

O metodo que acabamos de descrever nao se limita a uma unica carga pontual; qualquer distribui$ao de carga estacionaria 
pioxima a um piano condutoi aterrado pode ser tratada da mesma forma, introduzindo-se sua imagem no espelho — dai o 
nome metodo de imagens. (Lembre-se de que as cargas imagem tern o sinal oposto ; isso e o que garante que o piano xy tera 
potencial zero.) Ha tambem alguns problemas exoticos que podem ser tratados de maneira semelhante; os melhores sao os 
seguintes. 


Exemplo 3.2 

Uma carga pontual q esta situada a distancia a do centra de uma esfera condutora aterrada de raio R (Figura 3.12). Encontre o 
potencial fora da esfera. 

Solu^ao: examine a configura^ao completamente diferente que consiste da carga pontual q juntamente com outra carga pontual 


colocada a uma distancia 



(3.15) 


a direita do centra da esfera 
e 


6=^ 

a 


(3.16) 

(Figura 3. 1 3). Agora nao ha condutor apenas as duas cargas pontuais. 0 potencial desta configuragao 


V{r) 


1 

4tt 6q 



(3.17) 


onde 4 e V sao as distances de q e q', respectivamente. Agora acontece (consulte o Problema 3.7) que este potencial anula-se em 
todos os pontos da esfera e, portanto, se encaixa nas condigoes de contorno para o nosso problema original, na regiao exterior. 

Conclusao: a Equagao 3.17 e o potencial de uma carga pontual proxima a uma esfera condutora aterrada. (Observe que b e menor 
do que ft, de forma que a carga ‘imagem’ q esta seguramente dentro da esfera — nao se pode colocar as cargas imagem na regiao 
onde voce estd calculando V ; isso mudaria p, e voce estaria resolvendo a equagao de Poisson com a fonte errada.) Particularmente, 
a forga de atragao entre a carga e a esfera e 


j? - 7?' _ 1 q 2 Ra 

47T60 (a - b ) 2 47T60 (a 2 - i? 2 ) 2 * (118) 

Esta solugao e deliciosamente simples, mas extraordinariamente afortunada. Ha tanta arte quanto ciencia no metodo das imagens, 
ja que voce tern, de alguma forma, criar o ‘problema auxiliar’ certo para analisar. A primeira pessoa que resolveu o problema desta 
maneira nao pode ter sabido de antemao que carga imagem q f utilizar ou onde coloca-la. Presumivelmente, ela come90u com uma 
carga arbitrdria em um ponto arbitrdrio dentro da esfera, calculou o potencial na esfera e depois descobriu que com q' e b certos, o 
potencial da esfera simplesmente desaparece. Mas e realmente um milagre que alguma escolha funcione — com um cubo em vez de 
uma esfera, por exemplo, nenhuma carga em lugar nenhum no seu interior tornaria o potencial na superffcie nulo. 



Figura 3.12 



Problema 3.6 Encontre a for9a na carga -\-q na Figura 3.14. (0 piano xy e um condutor aterrado.) 


Problema 3.7 (a) Usando a lei dos cossenos, mostre que a Equa9§o 3.17 pode ser escrita como se segue: 


V(r,ff) = 


1 

47TC0 


Q 

y/r 2 + a 2 — 2 ra cos 0 


Q 

y/R 2 + ( ra/R ) 2 - 2 ra cos 0 


(3.19) 
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Figura3.14 


W**" * “ Sa S ' IP ‘ rfidal '" dUZida “ eSfm - “ m0 *”*> * *• >"“0« »*> par. chega, i carg. induaida 
(c) CalcuJe a energia desta configuragao. 

r m ™“7o r 0) ' ™» segued, carga 

.ecarga^^^^ 

aterrado. (Digamos qua olio corn dl ' ,Sn ™ d * ™ Plano condutor 

(a) Encontre o potencial na regiao acima do piano. IDica- refira-sTarProblerna^o!?.] ^ ^ C0ndU,Or 3 ° plalK> 

(b) Encontre a densidade de carga a induzida no piano condutor. 



T* precis, e onde das devetn .star localiaadas? Qaal t a fL72,t?o2 gf °, P “ KnCial " eSSa "««»• * q« cargas 
Suponha que os pianos se encontraram em um Sngulo diferamde - * h ° f °' P** WEer q do ir.ft.nto > 

das imagens? Se .do, ptna q ne Sngulos etn particular „ “ ZtJL? * reS0 ' Ver ° ^ ™elodo 

e o outre red, pottncW^ u "“ di «™ 2d. Um ,em potencial V 0 . 

P em toda parte. [Sugestao: aproveite o resultado do Problema 2.47,] 



3.3 Separa^ao de variaveis 

ramenla favorita O mTd° T”** 0 de V! "' l,iV ' :iS ' ^ 3 3 fer ‘ 

potencial ( V ) ou a denstdade de carga (a) sao especificados nos contornos de l ^ “ &P 1Ca Cm c,rcunstancias nas quais o 
no interior. A estrategia basica e bastante simples: pmcuramos solucde v n gUma T 130 C tem ° S de encontrar 0 potencial 

depend somente de uma das coordenadas. Os detaches algebricos no enl t Pr ° dUt ° S defun?5es ’ cada uma das quais 
volver o metodo atrav.s de uma sequencia de exemplos S^Z^, P ° dM ? Ser descomu -is. Portanto, vou desen- 
as coordenadas esfericas (vou deixar que voce resofva sozinho o ZllZZ, ' *** 
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3.3.1 Coordenadas cartesianas 


Exemplo 3.3 


Duas placas metalicas infinitas e aterradas estao paralelas ao piano xz, uma em y = 0, e a outra em y — a (Figura 3.17). A 
extremidade esquerda, em x = 0, esta fechada por uma faixa infinita isolada das duas placas e mantida a urn potencial especffico 
Vo (y). Encontre o potencial dentro desse ‘vao’. 


Solugao: a configuragao e independente de z, de forma que o problema e na realidade bidimensional. Em termos matematicos, 
precisamos resolver a equagao de Laplace, 


sujeita as condigoes de contorno 



d 1 2 V d 2 V _ 




dx 2 dy 2 ’ 


(3.20) 

(0 

V = 0 quando y — 0, ' 



(ii) 

V — {) quando y = a, 

> 

(3.21) 

(iii) 

V — Vo(y) quando x = 0, 

(iv) 

V~40a medida que x -4 cxo. y 




(A ultima condigao, embora nao esteja especificamente expressa no problema, e necessaria em termos fisicos: a medida que voce se 
afasta cada vez mais da faixa ‘quente’ emx = 0,o potencial deve cair para zero.) Como o potencial esta especificado em todos os 
contornos, a resposta e univocamente determinada. 


0 primeiro passo e procurar solugoes na forma de produtos: 


V{x,y) = X{x)Y{y). (3.22) 

A primeira vista, essa e uma restrigao absurda — a esmagadora maioria das solugoes para a equagao de Laplace nao tern essa forma. 
Por exemplo, V (x, y) = (5x + 6 y) satisfaz a Equagao 3.20, mas nao se pode expressa-la como o produto de uma fungao de x vezes 
uma fungao de y. Obviamente, por esse meio vamos obter apenas urn subconjunto minusculo de todas as solugoes possiveis e seria 
urn milagre se alguma delas se encaixasse nas condigoes de contorno do nosso problema... Mas, espere, porque as solugoes que 
vamos obter sao muito especiais e ocorre que juntando-as podemos construir a solugao geral. 

De qualquer forma, colocando a Equagao 3.22 na Equagao 3.20, obtemos 




O prdximo passo e ‘separar as variaveis' (ou seja, reunir tudo o que e dependente de x em urn dos termos e tudo o que e dependente 
de y no outro). Tipicamente, isso e feito dividindo-se por V : 


1 d 2 X 1 d 2 Y 
X dx 2 + 7 dy 2 


(3.23) 


Aqui, o primeiro termo depende somente de x e o segundo, somente de y; em outras palavras, temos uma equagao com a forma 

f(x ) + g(y ) = 0. (3.24) 

Agora, so existe uma forma para que isso seja verdade: f e g tem de ser ambas constantes . Porque, se f(x) mudasse, a medida que 
x variasse — entao, se mantivessemos y fixo e mexessemos com x, a soma /(x) + g(y) se alteraria, contrariando a Equagao 3.24, 



Figura 3.17 
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po’que nek.) ° “““ S ™ 


ifS 1 d 2 Y 

X dx 2 1 6 Y~dy2 ~ ° 2 ’ com Cl + C 2 = 0. 


(3.25) 


d^dls; ' ^ ”% Em ^ investor todas as possibili- 

de instantes. Assim P ' precisamos de ^ posit.va e C 2 negativa, por motivos que ficarao claros dentro 

d 2 X d 2 Y 


dx 2 


= k 2 X, 


dy 2 


= -k 2 Y. 


(3.26) 




de forma que 


X(x) - Ae kx + Be kx , Y(y) = C sen ky + D cosky, 
V{x,y) = (Ae kx + Be- kx )(Csenky + Dcosky). 


P , -- (3.27) 

V (*• V) = e ~ kX (C sen ky + D cos ky). 


A condifao (i) exige que D seja igual a zero, entao 


V(x,y) = Ce kx sen ky. 

Enquanto isso, (ii) resulta em sen ka = 0, do qual decorre que 


nn 
a ’ 


(n = 1,2,3,...). 


(3.28) 


(3.29) 


se anulasse no infinite, e se Y fnukuantoemO nUnCa C ° nSe8uin ' am0S fazer com W* 
nao serve, pois nesse caso, 0 potencial anula-se em toda parte. E ja exclufmos os n negatives^ 3 * 0 ^ Mdentdmente * n = 0 
Isso e 0 maximo que conseguimos usando as solufoes separaveis e a menos n„, i/m 

3 gum numero inteiro n, simplesmente nao podemos satisfazer a ultima condiVn h° ^ P ° r tCnha 3 f ° rma sen ( n7r 2// a ) P^a 
crucial que redime 0 metodo: a separa?ao de variaveis nos deu um mn ? ° / . C °" torno em x = °- Mas agora vem 0 passo 
nenhumas delas, por si so, satisfafa a ultima condifao de contorno enossf^ d V°' Uf6es (uma P ara cada «). e embora 

de Laplace e linear, no sentido de que se V U V 2 V 3 a satisfaz 0 mesmn ^ Uma f ° rma qU6 3 satis f a ? a - A equa 9 ao 

V V = a iV 2 Vi + a 2 V 2 V 2 + . . . = Oai + 0a 2 + . . . = 0 . 

Explorando esse 6 , 0 , podemos monk, as soloes separieeis (3.28) p„a co„ s ,„,i r uma solu5io muiM mais gmt 

oo 

v ( x , V) = ^T t C„e~ nxx/a sen(mry/a). ^ 3Q) 

dC — a ^ a * P°demos (com uma escolha astuta dos coeficientes ft) 


m») = E C n sen(nny/a) 


Vo(y). 


(3.31) 


fanpfc 14W -el, pode ,er ate pm odmero s„i,„ * “e» 


mudando deposi 9 ao (/« B.cT -C). nSnesleexemplJ) T^oVZ^d ^ C ° m aS COnstantes 

5. Boas, M„ Mathematical Methods in the Physical Sciences, 22 ed. (Nova York: John Wiley, 1 gs™)*™ ^ ™ mClU ‘ d ° (veja ° Problema 3 - 47 )- 
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Mas como, de fato, determinamos os coeficientes C n , enterrados como estao nessa soma infinita? 0 dispositive para consumar isso 
e tao adoravel que merece um nome — eu o chamo de truque de Fourier, embora aparentemente Euler tenha usado essencialmente 

a mesma ideia algum tempo antes. Eis como funciona: multiplique a Equagao 3.31 by sen (n'ny/a) (onde n' e um numero inteiro 
positivo), e integre de 0 a a; 


/ sen(wry/a) sen(n ny / a) dy — / 

n=l JO 


Vo (y) sen(nny/a) dy . 


(3.32) 


Voce pode resolver por si mesmo a integral a esquerda; a resposta e 

/ sen(n7cy/a) s en(n ny / a) dy — l 


0, se m! ^ n, 


(3.33) 


2’ 


se n = n. 


Assim todos os termos da serie caem, salvando-se apenas aquele em que v! = n, e o lado esquerdo da Equa ? ao 3.32 se reduz a 
[a j 2)C n f . Conclusao: 


c. 


2 r 

"4™ 


sen(nny/a) dy. 


(3.34) 


E pronto: a Equagao 3.30 e a solugao com os coeficientes dados pela Equagao 3.34. Como exemplo concrete, suponha que a faixa em 

x - 0 e uma placa de metal com potencial constante Vo (lembre-se de que ela esta isolada das placas aterradas em v = 0 e v = a) 
Entao y j h 

0, se n for par, 


2 Vo 


C n — I sen(n7ry/a) dy — — -(1 ~ cosn 7 r) = 

ft. I /rr / 


n 7r 


4 Vo _ , 

, senfonmpar. 

nn r 


Evidentemente, 


V ( x >y) - ~ ^2 -e nnx/a sen(rmy/a). 

n=l,3,5... 


(3.35) 


(3.36) 


A Figure 3.18 e um grafico deste potencial; a Figure 3.19 mostra como os poucos termos iniciais da serie de Fourier se combinam 
para chegar a uma aproximagao cada vez melhor da constante C 0 : (a) e apenas n = 1. (b) inclui n ate 5, (c) e a soma dos primeiros 
10 termos, e (d) e a soma dos primeiros 100 termos. ^ 


Incidental mente, a serie infinita na Equagao 3.36 pode ser somada explicitamente (voce pode tentar, se quiser); o resultado e 


n*, 2 /)=— arctg 

7T 


sen 


(*y/a) \ 


^senh(7 rx/a) J 

Nesta torma e tacil verificar que a equagao de Laplace e obedecida e que as quatro condigoes de contorno (3.21 ) sao satisfeitas 


(3.37) 



x/a 


Figura 3.18 



6. Por razoes est6ticas, nao usei a linha; a Equagao 3.34 se mant^m para n = 1, 2, 3, . 


e nao importa (6 obvio) que letra voce usa para o fndice ‘fictfcio’. 
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O sucesso deste metodo se apoia em duas propriedades extraordinarias das solucoes seDaraveis n 28V 
7o2Z W Um T jUnt H de / Un?6eS M) e considerado co.np.eto se qua! 

como uma combina?ao linear das fun 9 oes desse conjunto: V J {y) P expressa 

OO 

/(y) = ^Cn/n( 2 /)« (3.38) 

n= 1 

As fun?oes sen(nny/a) sao completas no intervalo 0 < y < a. Foi este fato, assegurado pelo teorema de Dirichlet n one 
nos garantiu que a Equa?ao 3.31 poderia ser satisfeita, dada a escolha adequada de coeficientes C . (A prova de comnleteL 
para um determinado conjunto de fun 9 6es e uma tarefa extraordinariamente dificil e receio que os^fsicos assumam que ela 6 

r x um de ^ 

J fn(y)fn'(v) dy = 0 para n' ^ n. ^3 3 ^ 

eH m t„ s a^r fnf„LT P o^n™r 

LffevLram.) 8e " 6 S,mp '“' p0r dir =“- »“ por anffli* da eq aa 9 ao diferencial da qua! a s 


Exemplo 3.4 


Duas placas de metal aterradas e de comprimento infinite, novamente em y = 0 e y = a sao conectadas em r - +h n f a 
metal mantidas em potencial constante Vb, como mostra a Figura 3 20 a , d em x “ ±b P or tiras de 

e m *o). E„co„„e o potandal dL„ do X XgZ ' ' S ° 1,n “° ™ ^ 

Solu ? ao: mais uma vez, a configura 9 ao e independente de z. Nosso problema e resolver a equa 9 ao de Laplace 


sujeita as condi 9 oes de contorno 


— XX - 

dx 2 + ~dX ~ °’ 


(i) V = 0 quando y — 0, 

(ii) V = 0 quando y = a, 

(iii) V — Vq quando x — b, 

(iv) V = Vo quando x = — b. 


O argumento se desenvolve como antes, ate a Equa 9 ao 3.27: 

v ( x > y) = (Ae kx + Be kx )(C sen ky + D cos ky). 


e absorvendo 2A em C e D, temos 


e kx + e kx = 2 cosh kx, 


v ( x ,y) = cosh kx (C sen ky + D cos ky). 



Figura 3.20 
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As cond^oes de contorno (i) e (ii) requerem, como antes, que D = 0 e k = nix /a, entao 

V(x,y) — C cosh(nixx/a) sen(nny/a ). (3.41) 


Como V (x, y) e par em x 9 atendera automaticamente a cond^ao (iv) se atender a condigao (iii). Resta, portanto, construir a combi- 
na^ao linear geral, 

oo 

V(x,y) = y; C n cosh(n7rx/q) sen(n7ry/a), 

n=l 

e escolher os coeficientes C n de forma a satisfazer a cond^ao (iii): 


V (6, y) = y C n cosh(n7rfe/a) sen(n7n//a) = Vq. 


n=l 


Este e o mesmo problema da analise de Fourier que enfrentamos antes; cito o resultado da Equa^o 3.35: 

0, sen for par 


C n cos\\(mxb/a) = ^ 

Conclusao: o potencial neste caso e dado por 


4Vo , , 

, se n for impar 

nix 


V(x,y) = ^ £ 

Esta fun$ao esta ilustrada na Figura 3.21. 


n=l,3,5... 


1 cosh(n7ra;/a) 
n cosh(n7r6/a) 


$en(nixy/a ). 


(3.42) 



Figura 3.21 


Exemplo 3.5 

Um tubo de metal retangular e infinitamente longo (lados a e b) esta aterrado, mas uma das extremidades, em x = 0, e mantida a urn 
potencial espectfico V 0 (y, z ), como mostra a Figura 3.22. Encontre o potencial no interior do tubo. 

Solucao: este e um problema genuinamente tridimensional, 

d 2 V d 2 V d 2 V 

dx 2 dy 2 dz 2 (3.43) 



Figura 3.22 


Capftulo 3 Tecnicasespeciais 95 


sujeito as condigoes de contorno 

(i) V = 0 quando y = 0, 

(ii) V — 0 quando y — a ) 

(iii) V — 0 quando z = 0, 

(iv) V = 0 quando z = b, 

(v) V -» 0 a medida que x -*> oo, 

(vi) V = Vo(y ) z ) quando a: = 0. 

Como sempre, procuramos solugoes que sao produtos: 

V(x,y,z) = X(x)Y(y)Z(z). 

Colocando isso na Equagao 3.43, e dividindo por V, encontramos 

1 d 2 X 1 d 2 Y 1 d 2 Z _ 

X dx 2+ Y dy 2 + Z “ ' 


(3.44) 


(3.45) 


Segue-se que 

\d 2 X „ l d?Y „ ld?Z „ „ ~ „ « 

xtf =Cl ’ 7 ^ = C2 ’ zl^ = ° 3 ' com C1 + C2 + C3- 0. 

Nossa experiencia anterior (Exemplo 3.3) sugere que Ci deve ser positivo, C 2 e C 3 , negativos. Determinando C 2 = —k 2 e C 3 = 
- 1 2 , temos Ci — k 2 + / 2 , e, portanto 


d 2 X 

cfcc 2 


= (fc 2 + ( 2 )X, 




(3.46) 


Mais uma vez, a separagao das variaveis transformou uma equagao diferencial partial em equagoes diferenciais ordinarias . As 
solugoes sao 

X(*) = Ae'/^ x + Be~'/^ x , 

Y(y) = C sen ky + D cos ky , 

Z(z) = E sen iz + F cos iz. 

A condigao de contorno (v) implica A = 0, (i) da D = 0, e (iii) resulta em F — 0, enquanto (ii) e (iv) requerem que k = n7r/a e 
/ = rmr/b, onde n e m sao niimeros inteiros positivos. Combinando as constantes que sobram, ficamos com 

V(x,y,z) — (7 e “ 7r >/( n / 0 ) 2 +( TO /^ 2 x sen(mry/a) sen(m7T2/6). (3.47) 


Esta solugao atende a todas as condigoes de contorno exceto (vi). Ela contem dois numeros inteiros nao especificados (n e m), e a 
condigao linear mais geral e uma soma dupla : 

00 00 

V(x,y y z) = ^ ^ C' n ,me“ 7r ^ (n/a)2+(m//6)2 x sen(n7ry/a) sen(ra7T2/6). (3.48) 

71=1 m=l 


Esperamos atender a condigao de contorno que resta, 

00 00 

V(0,y,z) = EE C n ,msen(rmy/a) sen(rmrz/b) = Vo{y,z), 


(3.49) 


n=l m=l 


por meio da escolha apropriada dos coeficientes C n ,m. Para determinar essas constantes, multiplicamos por sen(nVy/a) sen(m f 7 rz/b), 
onde n ( e m! sao numeros inteiros positivos arbitrarios e integramos: 


00 00 


^ n,m / sen(niry / a) sen(n ny / a) dy / sen (mnz/b) sen (rrinz/b) dz 


n= 1 m=l 


n b 

Vo(y, z) sen(nwy/a) sen(mirz/b) dy dz . 

_ 


Citando a Equagao 3.33, 0 lado esquerdo e (a6/4)C n / >m /, portanto 


a /*& 


C n ,m — 


ab 



Vo(y, 2 ) sen(nny/a) sen(m7r z/b) dy dz. 


(3.50) 


0 Jo 
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A Equagao 3.48, com os coeficientes dados pela Equagao 3.50, e a solu^ao para o nosso problema. 
Por exemplo, no fim do tubo ha um condutor com urn potencial constante Vo, 


4 Vo f a f b 

C»,m — J sen(n7ry/a) dy J senfanz/b) dz 


16 % 


se n ou m for par, 
senem forem impares. 


(3.51) 


Neste caso 

oo 

V{x,y,z) = ^ —— e x sen(niry/a) sen(mnz/b). (3.52) 

n,m=l,3,5... 

Observe que os termos sucessivos decrescem rapidamente; uma aproximafao razoavel seria obtida mantendo-se apenas uns poucos 
dos primeiros termos iniciais. 


Problema 3.12 Encontre o potencial no vao infinito do Exemplo 3.3 se o contorno em x = 0 consiste de duas tiras de metal: uma, 
de y = 0 a y = a/2, e mantida em potencial constante Vo, e a outra, de y = a/2 a y = a, tern potencial -Vo. 

Problema 3.13 Para o vao infinito (Exemplo 3.3), determine a densidade de carga a{y) da faixa em x = 0, assumindo que ela e 
condutora em potencial constante Vo- 

Problema 3.14 Um tubo retangular que corre paralelo ao eixo z (de -oo a +oo), tern tres lados de metal aterrados, em y = 0, y = a 
e x = 0. 0 quarto lado, em x — b, e mantido em um potencial especlfico Vo(y). 

(a) Desenvolva uma formula geral para o potencial no interior do tubo. 

(b) Encontre o potencial explicitamente, para o caso Vo{y) = Vo (uma constante). 

Problema 3.15 Uma caixa cubica (com lados de comprimento a) consiste de cinco placas de metal que estao soldadas juntas e 
aterradas (Figura 3.23). 0 topo e feito de uma folha de metal separada, isolada das outras e mantida a um potencial constante Vo. 
Encontre o potencial dentro da caixa. 



Figura 3.23 


3.3.2 Coordenadas esfericas 

Nos exemplos considerados ate agora, as coordenadas cartesianas foram evidentemente apropriadas, ja que os contornos 
eram pianos. Para objetos arredondados as coordenadas esfericas sao mais naturais. No sistema esferico, a equa?ao de 
Laplace diz que: 

1 d ( 2 0V\ , 1 8 ( BV\ 1 d 2 V 

+ ) + ^TeW =0 - <3 ' 53) 

Vou assumir que o problema tem simetria azimutal, de forma que V e independente de ©; 7 nesse caso, a Equa?ao 3.53 
se reduz para 

d ( 2 dV \ 1 d ( A dV\ 

Fr{ r fr) + ^roTe{ sene -de)= 0 - (3 54) 


7. 0 caso geral para potenciais dependentes de <j> e tratado em todos os textos de pos-gradua^ao. Veja, por exemplo, Classical Electrodynamics, de J. D. 
Jackson’s, 3- ed., Capitulo 3 (Nova York: John Wiley, 1999). 
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Como antes, procuramos soli^oes que sejam produtos: 

V(r,0) = R{r)0(6). 


(3.55) 


Colocando isso na Equagao 3.54, e dividindo por V, 


i A (V— 4- - — (sen 0—'] 

Rdr \ dr) 6sen0d0\ d0 J 


= 0. 


(3.56) 


Como o primeiro termo depende somente de r, e o segundo somente de 9, segue-se que cada um deles deve ser uma 
constante: 


1 d 


,dR\ 


Rdr\ dr J 


— 1(1 + 1 )» 


1 


d 


0 sen 9 d9 


sen9 ~M I = -/ ( / + 1 )- 


(3.57) 


Aqui 1(1 + 1) e somente uma forma sofisticada de escrever a constante de separagao — em um minuto voce vera por que 
isso e conveniente. 

Como sempre, a separagao das variaveis converteu uma equagao diferencial parcial (3.54) em equates diferenciais ordi - 
narias (3.57). A equagao radial, 



— 1(1 + 1 ) -R, 


(3.58) 


tern a solugao geral 

R(r)=Ar l + ^, (3.59) 

como voce pode facilmente verificar; A e B sao duas constantes arbitrarias que sao esperadas na solu?ao de uma equa§ao 
diferencial de segunda ordem. Mas a equa 9 ao angular, 


(sen0^'j = -1(1 + 1) sen 90, (3.60) 

nao e tao simples. As solugoes sao polinomios de Legendre na variavel cos 9: 

6(0) = Pi(cos0). (3.61) 

Pi ( x ) e definido de forma mais conveniente pela formula de Rodrigues: 

PlW = ?n(l)' (:c2 - 1) ‘ a62) 

Os primeiros polinomios de Legendre estao listados na Tabela 3.1. 


Tabela 3.1 Polinomios de Legendre 



Observe que Pi(x) e (como o nome sugere) um polinomio em x de Lesima ordem; ele contem somente potencias pares, 
se l for par, e potencias impares , se l for lrnpar. O fator na frente (l/2 z Z!) foi escolhido de forma que 

Pi( 1 ) = 1 . (3.63) 

A formula de Rodrigues obviamente funciona apenas para valores nao negativos de L Alem disso, ela nos fornece apenas 
uma solugao. Mas a Equagao 3.60 e de segunda ordem, e deve ter duas solugoes independentes, para cada valor de l. Ocorre 
que essas ‘outras solugoes’ explodem em 9 — 0 e/ou 0 — n, e sao, portanto, inaceitaveis em bases fisicas. 8 Por exemplo, a 
segunda solugao para 1 — 06 

@(0) = ln(tgQ. (3.64) 


8. Em raros casos, onde o eixo z e, por algum motivo, inacessivel, essas ‘outras solugoes’ talvez tenham de ser consideradas. 
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Voce pode querer verificar por si mesmo que ela satisfaz a Equagao 3.60. 

No caso da simetria azimutal, portanto, a solu^ao separavel mais geral para a equa?ao de Laplace, coerente com o rmnimo 
de requisitos ITsicos. e 

V(r,6)= (at 1 + Please). 

(Nao houve necessidade de incluir uma constante geral na Equagao 3.61 porque neste estagio ela pode ser absorvida em 
A e B.) Como antes, a separa?ao de variaveis gera urn conjunto infinito de soloes, uma para cada l. A solu?ao geral e a 
combina?ao linear de solucoes separaveis: 


VM = Y, 

1=0 

0 exemplo a seguir ilustra o poder desse importante resultado. 


A t r l + 


Jh_ 


P;(COS0). 


(3.65) 


Exemplo 3.6 

O potencial Vo(0) 6 especificado na superficie de uma esfera oca, de raio R. Encontre o potencial dentro da esfera. 

Solut^ao: neste caso, Bi — 0 para todos os l — caso contrario o potencial explodiria na origem. Assim, 

OO 

V(r,6) = ^AirR (cos 0). (3.66) 

1=0 


Em r = R isso deve combinar com a fun^ao especificada Vo(0): 

OO 

V(R, 0) = £ AiR l Pi{cos9) = Vo(9). (3.67) 

1^0 


Essa equa 9 ao pode ser satisfeita, para uma escolha apropriada de coeficientes Aft Sim: os polindmios de Legendre (como os senos) 
constituem urn conjunto completo de fun 9 oes, no intervalo -1 <z<1(0<<9<7t). Como determinamos as constantes? Mais 
uma vez, com o truque de Fourier, ja que os polinomios de Legendre (como os senos) sao fun 9 oes ortogonais: 9 


/: 


Pi(x)P t '(x)dx 


F 


Pi (cos 0)P t f (cos 6) sen 6 dO 
0, se l! ± l, 

aTT’ sei ' = ‘- 


(3.68) 


Assim, multiplicando a Equa 9 ao 3.67 por P t t (cos 0) sen 0 e integrando, temos 


ou 


Ai'R! 


i> 2 


2V + 1 


Vo ( 0)Pi / (cos 0) sen 0 dO , 


o/ _i_ i r 

A i — / Vo(6)Pt(cosQ)sen9 dQ. 


(3.69) 


A Equa 9 ao 3.66 e a solu 9 ao para o nosso problema, com os coeficientes dados pela Equa 9 ao 3.69. 

Pode ser dificil resolver integrals da forma 3.69 analiticamente, e na pratica e frequentemente mais facil resolver a Equa 9 ao 3.67 ‘a 
olho’. 10 Por exemplo, suponha que nos digam que o potencial da esfera e 


Vo(0) = k sen 2 (0/ 2), 

onde k e uma constante. Usando a formula do semi-angulo, reescrevemos isto como 


(3.70) 


Vo(0) - - (1 - cos 0) - ~[Po{cos6) - Pi(cos^)]. 


9. M. Boas, Mathematical Methods in the Physical Sciences , 2- ed., Se 9 ao 12.7 (Nova York: John Wiley, 1983). 

1 0. Isto e certaniente verdade quando Vo (^) pode ser expresso como um polinomio em cos 6>. O grau do polinomio nos diz qual o maior l de que precisamos 
e o coeficiente principal determina o A t correspondente. Subtraindo A l R l P l (cos 6) e repetindo o processo, trabalhamos sistematicamente atd a redugao 
a Aq. Observe que se Vo e uma funfao par de cos 9, entao apenas termos pares aparecerao na soma (o mesmo ocorre com as fungoes l'mpares). 
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Colocando isto na Equagao 3.67, vemos imediatamente que A 0 = k/ 2, A\ = -k/(2R), e todos os outros A, se anulam Evidente- 
mente, 


V(r,e) = t r°Po(cosO)- r -^P 1 (cos6) = ^ (l - £ cos*) 


Exemplo 3.7 ~ — ~~ " 

0 potencial V 0 (8) e novamente especificado na superficie de uma esfera de raio R, mas desta vez nos pedem para encontrar o 
potencial externo , assumindo que la nao ha carga. 

Solugao: neste caso, sao os A t que devem ser zero (caso contrario, V nao tenderia a zero no oo), portanto 


Na superficie da esfera precisamos que 


VM> = E5r p -(c«9). 


tXJ 

V(R,0) = ^ j^Pi (cos 0) = Vo (6»). 


Multiplicando pot Py (cos 9) sen 6 e integrando — aproveitando, novamente, a relaqao de ortogonalidade 3.68 temos 


By 2 
R l '+ l 21 ' + l 


Vq (6)Pi< (cos 0) sen 6 d.0, 


Bi — — ^ — R l+1 j Vo(9)Pi(cos9)sendd9. 


A Equa^ao 3.72, com os coeficientes dados pela Equaqao 3.73, e a soluqao para o nosso problema. 


Exemplo 3.8 


Uma esfera metalica sem carga de raio R 6 colocada em um campo eletrico inicialmente uniforme E = E 0 z. [O campo ira empurrar 
a carga positiva para a superficie ‘norte’ da esfera, deixando uma carga negativa na superficie ‘sul’ (Figura 3.24). Essa carga induzida 
poi sua vez, distorce o campo nas proximidades da esfera.] Encontre o potencial na regiao externa da esfera. 

SoIu ? ao: a esfera e uma equipotencial - podemos ate faze-la igual a zero. Entao, por simetria, todo o piano xy tern potencial zero 
Desta vez, no entanto, V nao tende a zero se z e grande. De fato, longe da esfera o campo e E 0 z e, portanto, 

V — > —Eoz + C. 

Como V = 0 no piano equatorial, a constante C deve ser zero. Consequentemente, as condigoes de contorno para este problema sao 

(i) V — 0 quando r - R, ) 

(ii) V -> -E 0 r cos 6 para r > f?. f ( 3 - 74 ) 



Figura 3.24 
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Temos de atender a essas condigoes de contorno com uma fungao da forma 3.65. 
A primeira condigao gera 


ou 


entao 


Bi = -AiR 2l+l , 


(3.75) 


V(r,6) = (r‘-~ U(cos0). 


i= 0 


Para r » R, o segundo termo entre parenteses e desprezivel e, portanto, a condi ? ao (ii) requer que 

OO 

Pi (cos 9) — -EorcosO. 


1—0 


Evidentemente, somente urn termo esta presente: l = 1. De fate, como ft (cos 0) = cos 0, podemos ver, imediatamente, 

A\ — —Eq ) todos os outros Ai zeram. 

Conclusao : 

V(v,6) ~ —Eq (r— j cos # 


(3.76) 


O primeiro termo (~E 0 r cos 9) e devido ao campo extemo; a contribui ? ao atribufda a carga induzida e, evidentemente, 


Eo~cosO. 


Se voce qmser saber qual a densidade de carga induzida, ela pode ser calculada da forma usual: 


dV 

<?(6) = - e 0 — 


r^R 


— eoEo I 1 + 2^- ] cos 9 


— 3eo£bcos$. 


r=R 


(3.77) 


Como esperado, ela e positiva no hemisferio ‘norte’ (0 <9 < tt/2) e negativa no hemisferio ‘sul’ (tt/2 <9 < *). 


Exemplo 3.9 


a SUP " f “ * * Encontre o po.encial 

Solugao: voce poderia, e claro, fazer isto por integragao direta: 

V = ~ f ?± d 

47TC0 J 1 

mas a separagao de variaveis e muitas vezes mais facil. Para a regiao interna temos 


V{r,0) = ^\4 ( r ! P,(cos(9) (r < R) 


1=0 


(3.78) 


(sem termos Bi eles explodem na origern); na regiao externa 


OO 

V(7,0) — ^ ft (cos#) ( r > jfy (3.79) 


l~0 


(sem termos A t -t les nao tendem a zero no infinite). Essas duas fungoes devem ser unidas pelas condigoes de contorno aprooriadas 
na piopria superficie. Primeiro, o potencial e contmuo em r — R (Equagao 2.34): ^ ^ 




i~ o 


1—0 


(3.80) 
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Segue-se que os coeficientes de polinomios de Legendre similares sao iguais: 


Bi = AiR 2l+1 . 


(3.81) 


(Para provar isso, formalmente, multiplique ambos os lados da Equagao 3.80 por P// (cos 9) sen 9 e integre de 0 a 7 r, usando a relagao 
de ortogonalidade 3.68.) Segundo, a derivada radial de V sofre uma descontinuidade na superficie (Equagao 2.36): 


{ 9Vf ord 9 Vdentro \ 1 

(,"* ar) „» = 


(3.82) 


Assim 

OO OO 

- + l)2j!Lfl(cos0) -J^lAiR'-'Piicose) = 

1=0 1=0 e ° 

ou, usando a Equagao 3.81: 

oo 

T (2 1 + OAiR 1 - 1 Ricos 0) = -ffo(fl). (3.83) 

1=0 

A partir daqui, os coeficientes podem ser determinados usando-se o truque de Fourier: 

Ai - 2 " o ^i-i J cro (6) Plicos 6) sen 0d8. (3.84) 

As equates 3.78 e 3.79 constituem a solufao para o nosso problema, com os coeficientes dados pelas equa 9 oes 3.81 e 3.84. 

Por exemplo, se 

00 (9) = kcos9 = /cPi(cos<9), (3.85) 

para alguma constante k, entao todos os Ai sao zero, exceto para l — 1, e 

A\ — ~ [ [Pi (cos 6)} 2 send dO = 

2e o Jo 360 

0 potencial dentro da esfera e, portanto, 

V^r, 0) = — r cos 0 (r < R) , (3.86) 

oeo 

enquanto fora da esfera 

/rP 3 1 

V(r,0) = — ~ c °s0 (r > R). (3.87) 

Em particular, se ao(9) e a carga induzida em uma esfera de metal em urn campo P 0 z, de forma que k — 3eoPo (Equagao 3.77), 
entao o potencial interno e E 0 r cos 9 = Eoz y e o campo e -Poz — exato para cancelar o campo externo, como, e claro, deveria ser. 
Fora da esfera, o potencial devido a essa carga superficial e 

p R 3 n 
Eo^j cos 0, 

coerente com a nossa conclusao no Exemplo 3.8. 


Problema 3.16 Derive P 3 (x) da formula de Rodrigues e verifique se P 3 (cos 9) satisfaz a equagao angular (3.60) para l = 3. Verifique 
se P 3 e Pi sao ortogonais por integragao explicita. 

Problema 3*17 (a) Suponha que o potencial e uma constante Vo sobre a superficie da esfera. Use os resultados do Exemplo 3.6 e 
do Exemplo 3.7 para encontrar o potencial dentro e fora da esfera. (Voce, e claro, ja conhece as respostas antecipadamente — esta e 
apenas uma verificagao de coerencia do metodo.) 

(b) Encontre o potencial dentro e fora de uma casca esferica com uma carga uniforme <j 0 , usando os resultados do Exemplo 3.9. 
Problema 3,18 0 potencial na superficie de uma esfera (raio R) e dado por 

Vo = k cos 30, 

onde k e uma constante. Encontre o potencial dentro e fora da esfera, bem como a densidade superficial de carga a (9) na esfera. 
(Assuma que nao ha carga dentro ou fora da esfera.) 
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Problema 3.19 Suponha que o potencial Vq{9) na superficie de uma esfera e especificado e que nao ha carga dentro ou fora da esfera. 
Mostre que a densidade de carga na esfera e dada por 


*{V) = ~ YP 1 + ^^(cosfl), (3.88) 

1=0 

on de 

f*7T 

Ci- / Vo(0)Pi(cos6)senddd. (3.89) 

Jo 

Problema 3.20 Encontre o potencial fora de uma esfera de metal ccirregada (carga Q, raio R) colocada em urn campo eletrico Eo, 
que e inicialmente uniforme. Explique claramente onde voce esta estabelecendo o zero do potencial. 

Problema 3.21 No Problema 2.25 voce encontrou o potencial em um eixo de urn disco uniformemente carregado: 

V(r, 0) = ~-{\J r 2 + J? 2 — r). 

(a) Use isto, juntamente com o fato de Pf 1) = 1, para calcular os primeiros tres termos da expansao (3.72) para o potencial do disco 
fora do eixo, assumindo que r > R. 

(b) Encontre o potencial para r < R pelo mesmo metodo, usando (3.66). [Observe: voce precisa quebrar a regiao interior em dois 
hemisferios, acima e abaixo do disco. Nao assuma que os coeficientes Ai sao os mesmos em ambos os hemisferios.] 

Problema 3.22 Uma casca esferica de raio R tern densidade superficial de carga uniforme ao no hemisferio ‘norte’ e uma densidade 
superficial de carga uniforme -<r 0 no hemisferio ‘sul\ Encontre o potencial dentro e fora da esfera, calculando os coeficientes 
explicitamente ate Aq e Bg. 

• Problema 3.23 Resolva a equa^o de Laplace pela separagao de variaveis em coordenadas cilindricas assumindo que nao ha depen- 
dencia em 2 (simetria cilindrica). [Certifique-se de encontrar todas as solugoes para a equagao radial; em particular, seu resultado 
deve acomodar 0 caso de uma linha de carga infinita, para a qua! (e claro) ja sabemos a resposta.] 

Problema 3.24 Encontre 0 potencial fora de um tubo de metal infinitamente longo, de raio R, colocado em angulos retos em 
um campo eletrico E 0 originalmente e uniforme. Encontre a carga superficial induzida no tubo. [Use 0 resultado obtido no Pro- 
blema 3.23.] 


Problema 3.25 A densidade de carga 


a ((/)) — a sen 50 

(na qual a 6 uma constante) esta colada sobre a superficie de um cilindro infinito de raio R (Figura 3.25). Encontre 0 potencial dentro 
e fora do cilindro. [Use 0 seu resultado do Problema 3.23.] 


y 



Figura 3.25 


3.4 Expansao multipolar 

3.4.1 Potenciais aproximados para grandes distancias 

Se voce esta muito distante de uma distribu^ao de carga localizada, ela ‘parece’ uma carga pontual e seu potencial e — em 
uma boa aproximagao — (l/4ir e 0 )Q/r, onde Q e a carga total. Usamos isso frequentemente como verificagao em formulas 
para V. Mas e se Q for zero? Voce pode responder que o potencial, entao, sera aproximadamente zero e, portanto, voce tern 
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razao, em um certo sentido (de fato, o potencial em r grande e hem pequeno, mesmo que Q nao 
procurando por algo um pouco mais informativo que isso. 


seja zero). Mas estamos 


Exemplo 3.10 


Um dipolo eletrico (ffsico) consiste de duas cargos iguais e opostas (±q) separadas por uma distancia d. Encontre o potencial 
aproximado para pontos distantes do dipolo. P a 

Solu^ao: Seja a distancia a partir de ~q e 4+ a distancia a partir de +q (Figura 3.26). Entao 


V{ r) 


1 


47T60 W+ 


e (a partir da lei dos cossenos) 


*± - r 2 + {d/2) 2 qp rd cos 6 = r 2 ( 1 ^ - cosQ 

r 4 r 2 


Estamos interessados no regime r > d, de forma que 0 terceiro termo e desprezivel e a expansao binomial gera 


J-sI(l T “cos^ 
*± - 1 




Assim 


e entao 


— - — ^~co S e, 
4- r 2 


V(r) “ 


1 qd cos 6 
47T6q r 2 


(3.90) 


1 ntemente, o potencial de um dipolo e proporcional a l/r para r grande; como podenamos ter previsto, ele diminui mais 
rapidamente do que o potencial de uma carga pontual. Incidentalmente, se juntarmos um par de dipolos iguais e opostos para formar 
um quadrupolo, o potencial passa a ter a torma.de l/r ; para dois quadrupolos justapostos (um octopolo) ele e da forma l/r 4 ' 

t lx 327 “ - "-•* - ~ — <-p po-,, U 



Figura 3.26 


+ 

• 

Monopolo 
(V- l/r) 

+ 

Dipolo 
(V~ l/r 2 ) 

tr 

_ 

Quadrupolo 
(V~ l/r 3 ) 

+ 

Octopolo 
(V - l/r 4 ) 


Figura 3.27 



O Exemplo 3.10 pertence a uma configura 9 ao de carga muito especial. Agora, proponho desenvolver uma expansao 
sistematica para o potencial de uma distnbuigdo de carga arbitrdria localizada, em potencias de 1 Ir. A Figura 3.28 define 
as variaveis adequadas; o potencial em r e dado por L 


V( r) = 


47re 0 


/ dr'. 


(3.91) 



Figura 3.28 
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Usando a lei dos cossenos, 


ou 


onde 


V 2 = r 2 + (r') 2 - 2 rr f cos 9 ! = r 2 

4 = r\/l + e 


r 

e = 1 — 


r'\ 2 

l+( L 

r 


cos 0' 


(3.92) 


- 2 cos 0' 

Paia pontos bem externos a distribui^ao de carga, e e muito menor que 1 e isso convida a uma expansao binomial; 


i = i(i+<r 1/2 = i (' 1 -; 


i r 


ou, em termos de r, r f e &\ 


1 (r'\ ( r f 


2 V r 


2cos$' ] + - ( — 


8 V r 


i e+ r ~ 16 e 


b f r‘ 


(3.93) 


16 V r 


2 cos O' - — — 20080') + 


1 + ( ~ ) (cos0') + ( — ) (3cos 2 O' - l)/2 + ( — ) (5cos 3 0' - 3cos0')/2 + . . . 


/\3 


No ultimo passo reuni as potencias de (r'/r); surpreendentemente, seus coeficientes (os termos entre parenteses) sao 
polinomios de Legendre! 0 resultado notavel 1 1 e que 


1 

i. 



n=0 



P n (COS O'), 


(3.94) 


onde O' 6 o angulo entre r e r'. Substituindo isto de volta na Equa?ao 3.91, e observando que r e uma constante, no que se 
refere a integra^ao, concluo que 



ou, mais explicitamente, 


(3.95) 


V'(r) 



(3.96) 


Este e o resultado desejado — a expansao multipolar de V em potencias de l/r. 0 primeiro termo (n = 0) e a 
contribui^ao monopolar (ela e l/r); o segundo (n = 1) e a dipolar (e l/r 2 ); o terceiro e a quadrupolar; o quarto octopolar e, 
assim, sucessivamente. Como esta, a Equa^o 3.95 e exata, mas ela e util principalmente como urn esquema de aproximagao : 
o termo mais baixo da expansao, diferente de zero, fornece o potencial aproximado em r grande, e os termos sucessivos nos 
dizem como melhorar a aproxima?ao se for necessaria uma precisao maior. 


Problema 3.26 Uma esfera de raio R, centrada na origem, tem densidade de carga 

p{r,6) = k^(R — 2r)sen0, 

onde k e uma constante e r, 8 sao as coordenadas esfericas usuais. Encontre o potencial aproximado para pontos do eixo z distantes 
da esfera. 


1 1. Incidentalmente, isso permite uma segunda nianeira de se obter os polinomios de Legendre (sendo a primeira, a formula de Rodrigues); l/n. 6 a funcao 
geradora para os polinomios de Legendre. 
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3.4.2 Os termos de monopolo e de dipolo 

Geralmente, a expansao multipolar e dominada (para r grande) pelo termo de monopolo: 


Vmon(r) 


1 Q 

47reo r ’ 


(3.97) 


onde Q = J pdr e a carga total da configura?ao. Era justamente isso o que esperavamos para o potencial aproximado a 
grandes distances da carga. Incidentalmente, para uma carga pontual na origem, V mon representa o potencial exato em toda 
parte, nao apenas uma primeira aproxima?ao em r grande; neste caso todos os multipolos mais altos desaparecem. 

Se a carga total e zero, o termo dominante no potencial sera o de dipolo (a menos, e claro, que ele tambem desapare 9 a): 

y dip( r ) = r' cos# p(r') dr'. 

Como 6 1 to angulo entre r'er (Figura 3.28), 


r'cos#' = r r', 


e o potencial de dipolo pode ser escrito mais sucintamente: 


Esta integral, que nao depende em nada de r, e o chamado momento de dipolo da distribuiijao: 


P = J rV(r') dr' , 

e a contribui^ao dipolar ao potencial pode ser simplificada para 


Vdip(r) 


1 p r 

47reo r 2 


(3.98) 


(3.99) 


0 momento de dipolo e determinado pela geometria (tamanho, forma e densidade) da distribui?ao de carga. A Equa- 
9 ao 3.98 se traduz da forma costumeira (Se 9 ao 2.1.4) para cargas pontuais, e distributes lineares e superficial de carga. 
Assim, o momento de dipolo de um conjunto de cargas pontuais € 


P = 

?,= 1 


(3.100) 


Para o dipolo ‘ffsico’ (cargas opostas e iguais, ±q) 

p = qr' + - qr'_ = q( r' + - r'_) = qd, (3.101) 

onde d e o vetor da carga negativa para a carga positiva (Figura 3.29). 

Isto e coerente com o que temos para um dipolo fisico, no Exemplo 3.10? Sim: se voce puser a Equa?ao 3.100 na Equa- 
£ao 3.99, ira reencontrar a Equa^ao 3.90. Observe, porem, que esse e apenas o potencial aproximado do dipolo fisico — 
evidentemente existem contribuigoes multipolares mais altas. E claro que a medida que voce se afasta cada vez mais, Vdi p 



Figura 3.29 
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torna-se uma aproximagao cada vez melhor, uma vez que os termos maiores se extinguem mais depressa com o aumento de 
r. Pelo mesmo raciocinio, com r fixo a aproximagao dipolar melhora a medida que diminui a separagao d. Para construir urn 
dipolo ‘puro’ cujo potencial seja dado exatamente pela Equagao 3.99, voce teria que fazer d aproximar-se de zero. Infeliz- 
mente, voce, entao, perderia o termo dipolar tambem, a menos que simultaneamente fizesse com que q tendesse a infinito! Um 
dipolo fisico torna-se, entao, um dipolo puro no limite um tanto artificial d 0, q -4 oo, com o produto qd = p mantido fixo. 
(Quando alguem usa a palavra ‘dipolo’, voce nem sempre sabe se e uma referenda a um dipolo fisico (com uma separagao 
finita entre as cargas) ou a um dipolo puro (pontual). Na duvida, assuma que d e pequeno o bastante (se comparado a r) para 
que voce possa aplicar com seguranga a Equafao 3.99.) 

Momentos de dipolo sao vetores , e eles se somam como tal: se voce tern dois dipolos, pi e P 2 , o momento de dipolo 
total e pi + P 2 * Por exemplo, com quatro cargas nos cantos de um quadrado, como mostra a Figura 3.30, o momento de 
dipolo liquido e zero. Voce pode verificar isso combinando as cargas em pares (verticalmente, l + f = 0, ou horizontalmente, 
-» ^ = 0) ou somando as quatro contribuigoes individualmente, usando a Equagao 3.100. Isto e um quadrupolo f como 

apontei anteriormente, e na expansao multipolar, seu potencial e dominado pelo termo quadrupolar.) 


-<? 


+q 


+q 


-q 


Figura 3.30 


Problema 3.27 Quatro particulas (uma de carga g, uma de carga 3g e duas de carga -2q) estao dispostas como mostra a Figura 3.31, 
cada uma delas a uma distancia a da origem. Encontre uma formula simples aproximada para o potencial, valida em pontos distantes 
da origem. (Expresse sua resposta em coordenadas esfericas.) 

Problema 3.28 No Exemplo 3.9, deduzimos o potencial exato para uma casca esferica de raio R , com uma densidade superficial de 
carga o = k cos 9. 

(a) Calcule o momento de dipolo dessa distribuigao de carga. 

(b) Encontre o potencial aproximado, para pontos distantes da esfera, e compare com a resposta exata (3.87). O que voce pode 
concluir sobre os multipolos mais altos? 

Problema 3.29 Para o dipolo do Exemplo 3.10, expanda l/^± ate a ordem (d/r) 3 , e use isso para determinar os termos quadrupolar 
e octopolar do potencial. 



3.4.3 Origem das coordenadas nas expansoes multipolares 

Foi mencionado anteriormente que uma carga pontual na origem constitui um monopolo ‘puro’. Se nao estiver na origem, 
nao sera mais um monopolo puro. Por exemplo, a carga na Figura 3.32 tern um momento de dipolo p = qdy, e um termo de 
dipolo correspondente no seu potencial. O potencial de monopolo (l/47reo)g/r nao e exatamente correto para esta configura- 
$ao; de fato, o potencial exato e (l/4neo)q/'i. Lembre-se de que a expansao multipolar e uma serie de potencias inversas de r 
(a distancia ate a origem ), e quando expandimos l/n . obtemos todas as potencias, nao apenas a primeira. 
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Figura 3.32 


Podemos alterar radical uma expansao 

coordenadas. (Na Figura 3.32 o termo de monopolo nao’ foi afetado Quandt’ mde P e "dente do sistema de 

historia toda: urn termo de dipolo - e alias, UxJos polos mais nlJl afastamos ? < da on gem ~ mas essa nao foi a 
dipolo se altera quando voce muda a origem, mas existe uma excerar. i apareceram tatr| bem.) Normalmente, o momento de 

de dipolo e independente da escolha da origem. Suponha que desloauemnsa 31 ^ ^ ° e nula ’ entdo ’ ° moment o 

novo momento de dipolo, entao, e P Q des,oquemos a on gem p°r uma quantidade a (Figura 3.33), O 


P = 


Em particular, se Q = 0, entao p = p. 
pode responder com seguran^a 'qd\ mas se 
‘Com respeito a que origem? 


Jv'p{v')dr' = j ( r ' - a)p(r') dr' 

J r 'p( r ') dr 1 - a J p(r') dr 1 = p - Q a . 


"JT’ SC alguem per S untar Pdo momento de dipolo da Figura 3 34(a) voce 
he P6dlrem 0 “o de dipolo da Figura 3.34(b) a 



Figura 3.33 


d 


-q q 


(a) 



Figura 3.34 


oblema 3.30 Duas cargas pontuais, 3 q e ~q estao separadas por uma distancu 
encontre (i o momento de monopolo, (ii) o momento de dipolo e (iii) o potencia 
grande (inclua tanto a contnbui ? ao monopolar quanto a dipolar) P 


a. Para cada urn dos arranjos da Figura 3.35, 
aproximado (em coordenadas esfericas) em r 




(a) (b) 



Figura 3.35 
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3.4.4 O campo eletrico de um dipolo 


Ate o momento, trabalhamos apenas com potentials. Agora, eu gostaria de calcular o campo eletrico de um dipolo (puro). 
Se escolhermos coordenadas de forma que p esteja na origem e apontando na diresao z (Figura 3.36), entao o potencial em 
r,0 e (Equa^ao 3.99): 


V dip (r,6) 


r p 


p cos 6 


E r = -^- = 


E e = — ttr = 


E<h 


47reo r 2 

r. 

47reo r 2 

dv 

2 p cos 6 

dr 

47T6o r 3 ’ 

IdV 

p sen 9 

r 86 Z 

Aireor 3 ’ 

1 

o 

II 

CO 1 


r sen# d§ 


(3.102) 


Assim 


Edi P (r, 6 ) 


. P „ (2cosflr + sen 66). 
47re 0 r 3 ; 


(3.103) 


Esta formula faz referenda explicita a um sistema particular de coordenadas (esferico) e considera uma determinada 
orientagao para p (ao longo de z). Ela pode ser remodelada em uma forma sem coordenadas, analoga a do potencial na 
Equa§ao 3.99 — veja o Problema 3.33. 

Observe que o campo de dipolo diminui com o inverso do cubo de r; o campo de monopolo (Q/47reor 2 )r com o inverso 
do quadrado , e claro. Campos quadripolares diminuem com 1/r 4 , octopolares com 1/r 5 , e assim sucessivamente. (Isto 
simplesmente reflete o fato de que potenciais de monopolo caem com 1/r, de dipolo com 1/r 2 , quadrupolares a 1/r 3 , e assim 
sucessivamente — o gradiente introduz outro fator 1/r.) 

A Figura 3.37(a) mostra as linhas de campo de um dipolo ‘puro’ (Equa?ao 3.103). Para fins de compara^o, desenhei 
tambem as linhas de campo de um dipolo ‘fisico’ na Figura 3.37(b). Observe como as duas ilustragoes sao semelhantes se 
voce eliminar toda a regiao central; de perto, no entanto, elas sao inteiramente diferentes. Somente para os pontos r » d a 
Equaijao 3.103 representa uma aproxima?ao valida do campo de um dipolo fisico. Como mencionei antes, este regime pode 
ser alcai^ado buscando-se r grande ou colocando-se as cargas bem juntas. 12 





(a) Campo de um dipolo ‘puro’ 


(b) Campo de um dipolo ‘fisico’ 


Figura 3.37 


Problema 3.31 Um dipolo ‘puro’ p esta localizado na origem, apontando na dire^ao z. 

(a) Qual e a forga sobre uma carga pontual q em (a, 0, 0) (coordenadas cartesianas)? 

(b) Qual e a forqa sobre q em (0, 0, a)? 

(c) Quanto trabalho e necessario para movimentar q de (a, 0, 0) a (0, 0, a)? 

12. Mesmo no limite, resta uma regiao infinitesimal na origem onde o campo de um dipolo fisico aponta na dire^ao ‘errada’, como voce pode ver ‘descendo’ 
pelo eixo z na Figura 3.35(b). Se quiser explorar este ponto sutil e importante, resolva o Problema 3.42. 
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Problema 3.32 Tres cargas pontuais estao localizadas como mostra a Figura 3.38, cada uma a uma distancia a da origem. Encontre o 
campo eletrico aproximado em pontos distantes da origem. Expresse a sua resposta em coordenadas esfericas e inclua as duas ordens 
mais baixas na expansao multipolar. 


Problema 3.33 Mostre que o campo eletrico de urn dipolo (‘puro’) (Equa^ao 3.103) pode ser escrito na forma livre de coordenadas 


Edip(r) 


1 1 
47T6o r 3 


[3(p • r)f — p]. 


(3.104) 



Figura 3.38 


Mais problemas do Capitulo 3 


Problema 3.34 Uma carga pontual q de massa m e liberada do repouso a uma distancia d de um piano condutor infinite aterrado. 
Quanto tempo a carga ira demorar para atingir o piano? [Resposta: Ud/q) v / 2neomd.] 

Problema 3.35 Dois pianos condutores infinites paralelos e aterrados sao mantidos separados por uma distancia a. Uma carga 
pontual q 6 colocada na regiao entre eles, a uma distancia x de uma das placas. Encontre a for f a sobre g. Verifique se sua resposta 
esta correta para os casos especiais a oo e x = a/2. (Obter a superficie induzida nao e tao facil. Consulte B. G. Dick, Am. J. Phys. 

41, 1289 (1973), M. Zahn, Am. J. Phys. 44, 1 132 (1976), J. Pleines e S. Mahajan, Am. J. Phys. 45, 868 (1977), e o Problema 3 44 a 

seguir.) 

Problema 3.36 Dois fios longos e retos com densidades lineares uniformes e opostas ±A estao situados em cada um dos lados de um 
longo cilmdro condutor (Figura 3.39). 0 cilindro (que nao tern carga liquida) tern raio R, e os fios estao a uma distancia a do eixo 
Encontre o potencial no ponto r. 

Resposta: V(s, 4>) = -3- l n / ^ + — + 2sac °s4>)[(sa/R) 2 + i( 2 - 2sacos<fl 1 

47TCO [ (s 2 + a, 2 - 2sacos<t>)[(sa/R) 2 + R 2 + 2sacos0] J 

Problema 3.37 Uma esfera condutora de raio a, no potencial Vo, esta cercada por uma casca fina e concentrica de raio b , sobre a qual 
alguem colocou uma carga superficial de densidade 

cr(6) = k cos 9, 

onde k e uma constante e 9 6 a coordenada esferica usual. 

(a) Encontre o potencial em cada regiao: (i)r > be (ii) a < r <b. 

(b) Encontre a densidade superficial de carga induzida Oi(6) no condutor. 

(c) Qual 6 a carga total desse sistema? Verifique se a sua resposta e coerente com o comportamento de V para r grande. 

( aVo/r + (b 3 - a 3 )k cos 9 /3r 2 e 0 , r>b ' 

Resposta: V (r, 9) = < 

l aVo/r + (r 3 - a 3 )k cos 9/3r 2 eo, r <b 


-X 


a 



X 


Figura 3.39 
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Problema 3.38 Uma carga +Q esta distribufda uniformemente ao longo do eixo z de 2 = -a a z — +a. Mostre que 0 potencial 
eletrico no ponto r e dado por 


1 + Kr) P ^ cose '> + l{^) ^(cos0) + ... , 

para r > a. 

Problema 3.39 Uma longa casca cilfndrica de raio R tern uma densidade superficial de carga uniforme a 0 na metade superior e uma 
densidade de carga oposta -a 0 na metade inferior (Figura 3.40). Encontre o potencial eletrico dentro e fora do cilindro. 


V(r,8) 


Q 1 


47reo r 


Problema 3.40 Uma haste isolante fina que vai de z = -a a z = + 0 , tern as seguintes densidades lineares de carga. Em cada caso, 
encontre 0 termo principal na expansao multipolar do potencial: (a) A = k cos(itz/2a), (b) A = k sen(?rz/a), (c)X = k cos(rrz/a), 
onde k e uma constante. 


Problema 3.41 Mostre que 0 campo medio dentro de uma esfera de raio R, devido a toda a carga dentro da esfera, e 

1 P 


E 


'medio — 


(3.105) 


47reo R 3 

onde peo momento de dipolo total. Ha varias maneiras de provar este resultado deliciosamente simples. Eis um dos metodos: 

(a) Mostre que o campo medio devido a uma unica carga q no ponto r dentro da esfera e o mesmo que o campo em r devido a uma 
esfera uniformemente carregada com p — -q/(~ 7 tR 3 ), a saber 

1 




47re 0 (|7 tR 3 ) 

onde 4eo vetor de r a dr'. 

(b) 0 expresso anteriormente pode ser encontrado pela lei de Gauss (veja o Problema 2.12). Expresse a resposta em termos do 
momento de dipolo de q. 

(c) Use o principio da superposigao e generalize para uma distribuigao arbitraria de carga. 

(d) Enquanto esta com a mao na massa, mostre que o campo medio sobre a esfera devido a todas as cargas externas e o mesmo que 
o campo que elas produzem no centre. 


Problema 3.42 Usando a Equagao 3. 103, calcule o campo eletrico medio de um dipolo sobre um volume esferico de raio R, centrado 
na origem. Faga primeiro as integrais angulares. [Nota: voce precisa expressar r e 0 em termos de x, y e z (consulte as paginas 
finais do livro) antes de integrar. Se nao entende por que, releia a discussao da Segao 1.4.1.] Compare a sua resposta com o teorema 
geral da Equagao 3.105. A discrepancy aqui esta relacionada ao fato de que o campo de um dipolo explode em r = 0. A integral 
angular e zero, mas a integral radial e infinita e, portanto, nao sabemos, realmente, o que fazer com a resposta. Para resolver este 
dilema, digamos que a Equagao 3.103 se aplica externamente a uma minuscula esfera de raio e — sua contribuigao para £ m6dio , 
portanto, e inequivocamente zero e a resposta toda tern de vir do campo interim a esfera e. 

(b) Qual deve ser o campo interno a esfera e para que o teorema geral (3.105) seja verdadeiro? [Dica: como e e arbitrariamente 
pequeno, estamos falando de algo que e infinito em r = 0 e cuja integral sobre um volume infinitesimal e finita 1 1 Resposta- 
-(p/3 £n )«5 3 (r)] 

[Evidentemente, o verdadeiro campo de um dipolo e 

EdipW = 4^^ [3(p ' ~ Pi - 3~P^ 3 ( r )- (3.106) 



Figura 3.40 
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Voce pode talvez se perguntar como deixamos passar o termo da fungao delta quando calculamos o campo na Segao 3.4.4. A 
iesposta e que a diferenciagao que leva a Equagao 3. 103 e perfeitamente valida, exceto em r — 0, mas deverfamos saber (pela nossa 
experience na Segao 1.5.1) que o ponto r = 0 e problematico. Consulte C. P. Frahm, Am. J. Phys. 51, 826 (1983), ou, mais 
recentemente, R. Estrada e R. P. Kanwal, Am. J. Phys. 63, 278 (1995). Para outros detalhes e aplicagoes, consulte D J Griffiths Am 
./. Phys. 50, 698(1982).] 

Problema 3.43 (a) Suponha que uma distribuigao de carga pi (r) produz um potencial Vi (r), e uma outra distribuigao de carga p 2 (r) 
produz um potencial V 2 (r). (As duas situagoes podem nao ter nada em comum, pelo que me importa — talvez a primeira seja uma 
esfera uniformemente carregada e a segunda seja um capacitor de placas paralelas. Por favor, entenda que pi e p 2 nao estao presentes 
ao mesmo tempo; estamos falando sobre dois problemas diferentes , um no qual somente pi esta presente e outro no qual somente p 2 
esta presente.] Prove o teorema da reciprocidade de Green: 


piVidT = J p 2 Vi dr. 

todo o espa^o todo o espa90 

[Dica: calcule / Ei • E 2 dr de duas formas, escrevendo primeiro Ei = -Wj e usando a integragao por partes para transferir a 
derivada para E 2 , depois escreva E 2 = — W 2 e transfira a derivada para Ei.] 

(b) Suponha agora que voce tern dois condutores separados (Figura 3.41). Se voce carregar o condutor a com a quantidade Q 
(deixando b sem carga) o potencial de b seria V a ,b- Por outro lado, se voce puser a mesma carga Q no condutor b (deixando a 
sem carga), o potencial de a seria V M . Use o teorema da reciprocidade de Green para mostrar que V a ,b = V t , a (um resultado 
surpreendente ja que nao assumimos nada sobre a forma ou localizagao dos condutores). 


Problema 3.44 Use o teorema da reciprocidade de Green (Problema 3.43) para resolver os dois problemas a seguir. [Dica: para a 
distribuigao 1, use a situagao dada; para a distribuigao 2, remova q e coloque um dos condutores em potencial Vo.] 

(a) Ambas as placas de um capacitor de placas paralelas estao aterradas e uma carga pontual q e colocada entre elas a uma distancia x 
da placa 1 . A separagao entre as placas 6 d. Encontre a carga induzida em cada placa. [Resposta: Qi = q(x/d - 1); Q 2 = ~ qx /d] 

(b) Duas cascas condutoras esfericas e concentricas (de raios a e b) estao aterradas e uma carga pontual q e colocada entre elas (no 
raio r). Encontre a carga induzida em cada esfera. 


Problema 3.45 (a) Mostre que o termo quadrupolar na expansao multipolar pode ser escrito 


Vquad(r) A _ n _, 'y ^ r if'jQiji 


47tco 2 r 3 


i,j= 1 


(na nota^o da Equagao 1.31), onde 


Aqiii 


Qi 


= J [Mr j - (r) 


2 Sij}p{ r') dr. 


Sij — 


1 s ti~j 


l 0 s 

e o delta de Kronecker, e Q rj e o inomento de quadrupolo da distribuigao de carga. Observe a hierarquia: 

T/ ^ Q . \ r ^ t t -^2 ZtiTjQil 


47T60 T 


47T6o r 


47T60 r 3 


0 momento de monopolo (Q) e um escalar, o momenta de dipolo (p) e um vetor, o momento de quadrupolo (Q tJ ) e um tensor de 
segunda ordem, e assim sucessivamente. 



Figura 3.41 
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l 


(b) Encontre todos os nove componentes de Q l} para a configura ? ao da Figura 3.30 (assuma que o quadrado tern lado a e esta no 
piano xy, centrado na origem). 

(c) Mostre que o momento de quadrupolo e independente da origem se os momentos de monopolo e de dipolo se anularem. (Isso 
funciona para toda a hierarquia — o momento multipolar mais baixo nao nuio e sempre independente da origem.) 

(d) Como voce defimria o momento de octopolo? Expresse o termo octopolar da expansao multipolar em termos do momento de 
octopolo. 

Problema 3.46 No Exemplo 3.8 determinamos o campo eletrico externo a urn condutor esferico (raio R) colocado em um campo 
uniforme externo E 0 . Resolva agora o problema usando o metodo das imagens e verifique se sua resposta concorda com a Equa- 
9 ao 3.76. [Dica: use o Exemplo 3.2, mas acrescente outra carga, -q, diametralmente oposta a q. Considere a -> oo, com 
(l/47reo)(2<j , /a^) = —Eq mantido constante.] 


Problema 3.47 Para o tubo retangular do Exemplo 3.4, suponha que o potencial embaixo (y = 0) e dos dois lados (a: = ±6) seja 
zero, mas que o potencial em cima (y = a) seja uma constante Vo nao nula. Encontre o potencial dentro do tubo. [Note: esta e uma 
veisao invertida do Problema 3.14(b), mas montada como no Exemplo 3.4 usando funfoes senoidais em y e hiperbdlicas em a;. E um 
caso incomum no qual k = 0 deve ser incluida. Comece encontrando a solu?ao geral para a Equajao 3.26 quando k = 0 Para uma 
discussao mais detalhada, consulte S. Hassani, Am. J. Phys. 59, 470 (1991).] 


Resposta: Vo ( - + — 


OO 

(~l) n cosh(mrx/a) 
~ n cosh(nnb/a) 


sen(?27ry/a^ 


De maneira alternativa, usando fun^oes senoidais de x e hiper- 


bolicas em y , 


2Vq (~l) n senh (a n y) 

b rv„ sen h ( a 1 


aTsenh(a„a) C ° s(anX) ' ° nde = ( 2n ~ l ^/ 2h ' 


Problema 3.48 

(a) Um longo tubo de metal de corte transversal quadrado (lado a) esta com tres lados aterrados, enquanto o quarto (que esta isolado 
dos demais) e mantido num potencial constante Vo. Encontre a carga liquida por unidade de comprimento no lado oposto a Vn 
[Dica: aproveite sua resposta do Problema 3. 14 ou Problema 3.47.] 

(b) Um longo tubo de metal de corte transversal circular (raio R) esta dividido (no sentido do comprimento) em quatro secoes 
iguais, tres das quais sao aterradas, enquanto a quarta e mantida no potencial constante V 0 . Encontre a carga liquida por unidade de 
comprimento no lado oposto a Vo. [Resposta para ambos y (a) e (b): A — — (eoVo/ 7 r) In 2] 13 

Problema 3.49 Um dipolo eletrico ideal esta localizado na origem e aponta na dire ? ao 2 , como na Figura 3.36. Uma carga eletrica 
e liberada do repouso em um ponto no piano xy. Mostre que ela balan ? a para a frente e para tras em um arco semicircular, como se 
losse um pendulo sustentado na origem. [0 credito deste resultado encantador e de R. S. Jones, Am. J. Phys. 63, 1042 (1995) ] 


3. Estes sao casos especiais do teorema de Thompson-Lampard; consulte J. D. Jackson, Am. J. Phys. 67, 107 (1999). 



Capitulo 4 

Campos eletricos na materia 


4.1 Polarizagao 

4.1.1 Dieletricos 


Neste capitulo vamos estudar os campos eletricos na materia. A materia, e claro, existe em varios tipos - solidos liqui- 
gases, metais, madeiras, vidros - e nem todas essas substancias respondem da mesma maneira aos campos eletrostaticos 
mo assim, a motor parte dos objetos do dia a dia pertence (pelo menos com boa aproximagao) a unufde duas grandes 

‘ imT a H C °H ° reS , e antCS ( ° U die " triC ° S) - Jd C ° nverSam0S sobre condu ^s; sfe substancias que content uma fonte 
fo ' " ? d d f cargas llvres P ara se movimentarem atraves do material. Na pratica, o que isso normalmente significa e que mui- 
tos eletrons urn ou dois por atomo em urn metal tfpico) nao estao associados a qualquer nucleo em particufar mas tLsitam 
vontade. Nos dieletricos, em contrapartida, todas as cargas estao ligadas a dtomos ou moleculas espedficos — eles estao 
presos com redea curta e so podem movimentar-se urn pouco dentro do atomo ou molecula. Tais deslocamentos microscopicos 
nao sao tao radicals quanto a reorganise por atacado da carga em um condutor, mas sens efeitos cumulativos respondem 
pelo comportamento caractenstico dos materials dieletricos. Existem, de fato, dois mecanismos principais por meio dos quais 

s campos eletricos podem distorcer a distnbm ? ao de carga de um atomo ou molecula dos dieletricos: estiramento e rotacao 
Nas proximas duas se ? oes, discutiremos estes processor e wta S ao - 


4.1.2 Dipolos induzidos 


0 que acontece a um atomo neutro quando ele e colocado em um campo eletrico E? Sua primeira suposicao pode muito 
ent ser. Absolutamente nada — como o atomo nao esta carregado, o campo nao tern efeito sobre ele.’ Mas isso l incorreto 
Embora o atomo como um todo seja eletncamente neutro, existe um cerne com carga positiva (o nucleo) e uma nuvem de 
eletrons com carga negativa que o cerca. Essas duas regioes de carga dentro do atomo sao influenciadas pelo campo- o nucleo 
empuiiado no sentido do campo e os eletrons, no sentido oposto. Em prinefpio, se o campo for grande o suficiente ele 
podera despeda 9 ar totalmente o atomo, ‘iomzando-o’ (a substancia, entao, torna-se condutora). Com campos menos radicals 
porem, o equilibno logo se estabelece, ja que se o centra da nuvem de eletrons nao coincide com o nucleo as cargas positiva e 
negativa se atraem e isso mantem os atomos inteiros. As duas forgas opostas - E separando eletrons e micleos enqLto sua 
atragao mutua os une - chegam a um equilfbno deixando o atomo polarizado, com a carga positiva ligeiramenteVslocada 
pat a um lado e a negativa para o outro. O atomo agora tern um pequeno momento de dipolo p, que aponta na mesma direcao 

forte^emaTsT 1 ” 6 C ’ ^ m ° ment ° ^ diPOl ° 6 aproximadamente P^Porcional ao campo (desde que este nao seja 


A constante de proporcionalidade a e chamada de polarizabilidade atomica. Seu valor depende da estrutura detalhada 
do atomo em questao. A Tabela 4. 1 relaciona algumas polarizabilidades atomicas determinadas experimentalmente. 


Tabela 4.1 Polarizabilidades atomicas (a/4nf. 0 , em unidades de lO -30 m 3 ). 


H He Li Be C Ne Na Ar K Cs 

0,667 0,205 24,3 5,60 1,76 0,396 24,1 1,64 43,4 59,6 


Fonte: Handbook of Chemistry and Physics, 782 ed. (Boca Raton: CRC Press, Inc., 1997). 
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Exemplo 4.1 


(- 9 ) de raio a (Figure 4. 1). Caleule ^lariMbilidLd" KB " Ca unif «™™™te canegada 

££ 1“^ sr irrr “ r— p,ra • — • • — * **- . 

Problema 4.1, e razoavel super que a nuvem de eletrons mantem J ' S3 ° extremamente Pequenos, como voce vera no 

micleo e deslocado a uma distancia d do centre da esfera Nesse nonto 1 C °' j Digamos ^ 0 equilfbrio ocorre quando o 

exatamente, o campo interne que o puxa para a es uerda E TSLT??™ ° ^ 3 *■* equilibra, 

campo a uma distancia d do centra de — «fa» unifonnememe ^gad,'/ ° *”» P*"* ** -» * *«. o 


E. = 


(Problema 2.12). Em equilibrio, entao, 


l_qd 
47re 0 a 3 


E = 


_ 1 qd 


4 7re 0 a 3 ’ ou P - - (47re 0 a 3 )£. 


A polarizabilidade atomica, portanto, i 


a — 47reoa 3 — 3eov, 

seja extremam 
; atomos simples. 


(4.2) 


precisao Z2T« f» qua^IgTL"^ ° < 4 2) *> * <» - ele ,e,n 




Figura 4.2 


quando se apl.ua „ campo ao longo do eixo da mol&ul, mas de apel 2 x l” 2 * 1 ** de 4 ’ 5 * K>-« C a ■ m/N 
diretao. Quando o cainpo esta em angub com o eixo, e preciso seoara-lo ° para campos peipendiculares a essa 
multiplicando cada urn pela polarizabilidade pertinente: ' P e m componentes paralelos e perpendiculares, 

P = Oi±E± + Qf||E||. 

a Equagdo 4. 1 e substMda pela relagao linear ma.s geTe^da el Ee p: ^ ““ m0l&Ula COmpl<;,am «' 

Px = ol xx E x + a xy E y + a xz E z 1 
Py = u yx E x + a yy E y + a yz E z 1 

P* = a zx E x + a zy E y + a zz E z J (43) 



Figura 4.3 




4.1.3 Alinhamento de moleculas polares 

O atomo neutro discutido na Se?ao 4.1.2 nao tinha, inicialmente, momento de dipolo — p foi induzido pelo campo 
aplicado. Algumas moleculas tem momentos de dipolo estruturais. Na molecula de agua, por exemplo, os eletrons tendem 
a se acumular em torno do atomo de oxigenio (Figura 4.4), e como a molecula tem uma curvatura de 105°, isso resulta em 
carga negativa no vertice e carga lfquida positiva na extremidade oposta. (0 momento de dipolo da agua e excepcionalmente 
grande: 6, 1 x 10~ 3O C • m; de fato, esta e a razao para sua eficacia como solvente.) 0 que acontece quando tais moleculas 
(chamadas moleculas polares) sao colocadas em um campo eletrico? 

Se o campo e uniforme, a forga na extremidade positiva, F + = qE, cancela exatamente a for?a na extremidade negativa, 
F_ = -qE (Figura 4.5). No entanto, havera um torque: 

N = (r + x F + ) + (r_ x F_) 

= [(d/2) x (qE)] + [(-d/2) x (-qE)] = qdxE. 

Assim, um dipolo p = qd em um campo uniforme E sofre um torque 



Figura 4.4 


Figura 4.5 
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Observe que N esta em uma diregao tal que tende a alinhar p paralelamente a E; uma molecula polar que tem rotacao 

livre ira oscilar ate apontar na diregao do campo aplicado. 

Se o campo nao for uniforme, de forma que F + nao equilibra F , exatamente, havera uma forga li'quida sobre o dipolo, 
alem do torque. E claro que E tem de se alterar de forma urn tanto abrupta para que ocorra uma variagao significativa no espaco 
de uma molecula, de forma que isto nao e normalmente uma grande preocupagao na discussao quanto ao comportamento dos 
dieletncos. No entanto, a formula da forga nao tem interesse; nos temos interesse nesse tipo de forga: 

F = F + + F_ = g(E+ - E_) = q{ AE), 

onde AE representa a diferenga entre o campo na extremidade positiva e o campo na extremidade negativa. Assumindo que 
o dipolo seja bastante curto, podemos usar a Equagao 1 .35 para uma aproximagao da pequena mudanga em E x : 

A E x = (VE X ) • d, 

com foimulas correspondentes para Ey e E z . De forma mais compacta, 

AE = (d • V)E, 

e, portanto 1 

F = ( P-V)E.[ (4 . 5) 

Para urn dipolo ‘perfeito’ de comprimento infinitesimal, a Equagao 4.4 resulta no torque em torno do centro do dipolo 
mesmo em urn campo nao umforme; em torno de qualquer outro ponto N = (p x E ) + (r x F). 


Problema 4.5 Na Figura 4.6, Pl e p 2 sao dipolos (perfeitos) separados por uma distancia r. Qual e o torque em Pl devido a p 2 '> 
Qua! e o torque em p 2 devido a Pl ? [Em cada urn dos casos queremos o torque que o dipolo sofre em torno de seu propria centro. 
Se o tato de que as respostas nao sao iguais e opostas o incomoda, veja o Problema 4.29.] 

Problema 4.6 Um dipolo (perfeito) p esta localizado a uma distancia z acima de urn piano condutor infinito (Figura 4 7) 0 dipolo 

lorma um angulo 0 com a perpendicular ao piano. Encontre o torque sobre p. Se o dipolo tiver rota 9 ao livre, em que direcao ficara 
em repouso? Y 

Problema 4.7 Mostre que a energia de um dipolo ideal p em um campo eletrico E e dada por 

h=~ P • e. 

Problema 4.8 Mostre que a energia de intera 9 ao de dois dipolos separados por um deslocamento r e 

U = 4^^[ pi * P2 _ 3 ^ Pl ■ f )( p 2 • *)]■ 

[Dica: use o Problema 4.7 e a Equagao 3. 104.] 

Problema 4.9 Um dipolo p esta a uma distancia r de uma carga pontual q, e orientado de forma que p forma um angulo 6 com o 
vetor r entre q e p. 6 

(a) Qual e a for 9 a incidente sobre p? 

(b) Qual e a for 9 a incidente sobre ql 


(4.6) 


(4.7) 



Figura 4.6 Figura 4.7 


No presente contexto, a Equagao 4.5 poderia ser escrita mais convenientemente como F = V(p ■ E). No entanto, 6 mais seguro ficar com (p ■ VIE 
porque aplicaremos a formula a materials nos quais o momenta de dipolo (por unidade de volume) e em si uma fungao de posigao e esta segunda 
expressao implicana (incorretamente) que p tambem deve ser diferenciado. ® 
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4.1.4 Polariza^ao 

Nas duas segoes anteriores, consideramos o efeito de um campo eletrico externo sobre um atomo ou molecula individual. 
Estamos agora em posicao de responder (qualitativamente) a pergunta original: o que acontece com um material dieletrico 
que e colocado em um campo eletrico? Se a substantia consiste de atomos neutros (ou de moleculas nao polares), o campo 
induzira em cada um deles um minusculo momento de dipolo, apontando na mesma diregao do campo. 2 Se o material for feito 
de moleculas polares, cada dipolo permanente sofrera um torque, com tendencia a alinha-lo ao longo da diregao do campo. 
(Movimentos teimicos aleatorios competem com este processo, de forma que o alinhamento nunca e completo, principalmente 
em temperaturas mais altas, e desaparece quase que instantaneamente quando o campo e removido.) 

Observe que esses dois mecanismos pioduzem o mesmo resultado basico: nuiitos pequenos dipolos apontando ao longo 
da diregao do campo — o material torna-se polarizado. Uma medida conveniente desse efeito e 

P = momento de dipolo por unidade de volume, 

que e chamado de polarizado. Daqui por diante nao vamos nos preocupar muito com a forma como a polarizado aconteceu. 
Na realidade, os dois mecanismos descritos nao sao tao bem definidos quanto pretendia. Mesmo nas moleculas polares haven! 
alguma polarizado por deslocamento (embora geralmente seja muito mais facil rodar uma molecula do que estira-la, de forma 
que o segundo mecanismo predomina). Em alguns materiais, e ate possfvel ‘fixar’ a polarizado, de forma que ela persista 
quando o campo for removido. Mas vamos esquecer, por um instante, a causa da polarizado e estudar o campo que o prop no 
peda§o de material polarizado pioduz. Depois, na Segao 4.3, juntaremos tudo: o campo original que foi responsavel por P, 
mais o novo campo que e decorrente de P. 


4.2 O campo de um objeto polarizado 


4.2.1 Cargas de polarizado 

Suponha que temos um material polarizado — ou seja, um objeto que contem uma pordo de dipolos microscopicos 
alinhados. 0 momento de dipolo por unidade de volume P e dado. Pergunta: qual e o campo produzido por este objeto (nao 
o campo que pode ter causado a polarizado, mas o campo que a propria polarizado causa)? Bem, sabemos como e o campo 
de um dipolo individual, portanto, por que nao dividir o material em dipolos infinitesimals e integrar para obter o total? Como 
de costume, e mais facil trabalhar com o potencial. Para um unico dipolo p temos a equagao (Equagao 3.99), 


V{r) 


1 ip 

47reo ’ 


(4.8) 


onde re o vetor entre o dipolo e o ponto no qual estamos calculando o potencial (Figura 4.8). Neste contexto temos um 
momento de dipolo p = P dr' em cada elemento de volume dr', de forma que o potencial total e 


V(t) = 


1 f t- P(rQ 

47re 0 J 

v 


dr'. 


(4.9) 


Isso, em princfpio, basta. Mas com um pequeno truque de prestidigitagao colocamos esta integral em uma forma muito 
mais esclarecedora. Observando que 




Figura 4.8 


2. Em moleculas assim&ricas o momento de dipolo induzido pode nao ser paralelo ao campo, mas se as moleculas estiverem direcionadas aleatoriamente, 
a media das contributes perpendiculars sera zero. Dentro de um unico cristal, as diregoes certamente nao sao aleatorias e teriamos de tratar este caso 
separadamente. 
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P V' (- ) dr 1 . 


onde (diferentemente do Problema 1 . 1 3) a diferenciagao diz respeito as coordenadas da fonte (r'), temos 

v =i^h 

4tt6 0 J 

V 

Integrando por partes, usando a regra de produto numero 5, temos 

1 

o 

.v 


V = 


47re 0 


/ v ' 


dr' - [ -(V'-P )dr' 
b J J % 


ou, usando o teorema do divergente, 


1 1 / 1 ,„: 


/ 


V = - 7 ^- 4) -P da' - — / 7 (V / -P)dr / . 

5 V 


47T60 J b 47Te 0 J * 

S 

0 primeiro termo parece o potential de uma carga superficial 


a v — P • n 


(no qual n e o vetor unitario normal), enquanto o segundo termo parece o potencial de uma carga volumdtrica 


Pv = - V -P. 


Com essas defini§oes, a Equagao 4. 10 torna-se 


(4.10) 


(4.11) 


(4.12) 


V(r) 


47T€n 


da! + 



v 


(4.13) 


0 que isso significa e que o potencial (e tambem o campo) de urn objeto polarizado e o mesmo que aquele produzido pela 
densidade de uma carga volumetrica p p = -V • P somada a densidade de uma carga superficial a p = P • n. Em vez de 
integrar as contribuigoes de todos os dipolos infinitesimals, como na Equagao 4.9, simplesmente encontramos essas cargas de 
polarizagao, para depois calcularmos os campos que elas produzem, da mesma forma que calculamos o campo de quaisquer 
outras cargas volumetricas ou superficiais (usando, por exemplo, a lei de Gauss). 


Exemplo 4.2 

Encontre o campo eletrico produzido por uma esfera uniformemente polarizada de raio R. 

Solugao: e preferivel escolhermos o eixo z para coincidir com a diregao da polarizagao (Figura 4.9). A densidade volumetrica da 
carga de polarizagao p p e zero, ja que P e uniforme, mas 

a p = P • h= P cos 8, 

onde 6 6 a coordenada esferica usual. O que queremos, entao, e o campo produzido por uma densidade de carga P cos 8 espalhada 
sobre a superficie de uma esfera. Mas ja calculamos o potencial dessa configuragao no Exemplo 3.9: 

para r < R, 
para r > R. 


V(r,0) = 


-^—r cosd, 

3eo 
P R 3 

J- cos 6, 

3eo i 



Figura 4.9 
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Como r cos 9 = z, o campo dentro da esfera e uniforme, 


Este resultado extraordinario 
oiigem, 


E = -VV = ■ — —z — L P 

3eo 3e 0 ’ 


para r < R. 


(4.14) 


serf mairo do, „„ qne se segue. Fora da osfera, o porencial e ktaico ao de „ m dipolo perfeiro 


na 


cujo inomento de dipolo, como era de 


V - _ 1. p r 

47reo r 2 ’ 

se esperar, e igual ao momento 


para r > R, 

de dipolo total da esfera: 


(4.15) 


P = |7ri? 3 P. 

0 campo da esfera uniformemente polarizada e mostrado na Figura 4.10. 



Problema 4.10 Uma esfera de raio R tern uma polariza ? ao 


P(r) = kr, 

onde k e uma constante ereo vetor a partir do centra. 

(a) Calcule as cargas de polariza 9 ao a p e p p . 

(b) Encontre o campo dentro e fora da esfera. 


En»„,„ , carga fc paraL Ta P ' Pa " lel ” “ ek ° 

eletretos em uma loja de brinquedos.] ‘ P ? eletr,ca Permanente. Por isso voce nao pode comprar 


Problema 4.12 Calcule o potencial de uma esfera uniformemente polarizada (Exemplo 4.2) diretamente a partir da Equa 9 ; 


ao 4.9. 


4.2.2 Interpretayao ffsica das cargas de polariza?ao 

6 “ n,iC ° “ “*» ~ por uma com 

da Equate 4.9, e L deL” m reSe 

a impressao * q „e as cargas de polarizagao ^ ***, dao 

para facilitar o cdlculo dos Campos. Nada poderia estar mais longc da'verdaTp'e T? diSpOSitivos de “"“i«dade 
perfeumme genmms. Nesta sefao, serf explicado como a polariiao leva a tali acumulos de«ga 
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A ideia basica e muito simples: suponha que temos uma longa linha de dipolos, como mostra a Figura 4. 1 1 . Ao longo da 
linha, a cabe?a de urn efetivamente cancela a cauda do seu vizinho, mas, nas extremidades, restam duas cargas: positiva na 
extremidade direita e negativa na esquerda. E como se tivdssemos retirado urn eletron de uma ponta e levado a outra, embora 
nenhum eletron tenha feito esse caminho todo — uma serie de deslocamentos minusculos resulta em um deslocamento grande. 
Chamamos cada carga lfquida nas extremidades de carga ligada para nos lembrarmos de que ela nao pode ser removida; em 
um dieletrico, todos os eletrons estao ligados a atomos ou moleculas especfficos. Mas fora isso, a carga de polarizaeao nao e 
diferente de nenhuma outra. 

Para calcular a quantidade de fato de carga ligada que resulta de uma dada polarizaeao, examine um ‘tubo’ de dieletrico 
paralelo a P. 0 momento de dipolo do peda?o pequeno mostrado na Figura 4.12 e P(Ad), onde A e a area da se?ao transversal 
do tubo &d€ o comprimento do pedaeo. Em termos de carga (q) na extremidade, este mesmo momento de dipolo pode ser 
escrito qd. A carga de polarizaeao que se acumula a direita do tubo 6, portanto, 


q = PA. 


Se as extremidades forem fatiadas perpendicularmente, a densidade de carga superficial sera 



No caso de um corte oblfquo (Figura 4. 1 3), a carga ainda e a mesma, mas A = A ex trem cos 6 , portanto 

Up — -j-t — = P cos 9 = P • n. 

^extrem 


O efeito da polarizaeao, entao, e espalhar uma carga ligada a p = P • n sobre a superffcie do material. Isso foi exatamente 
o que constatamos atraves de meios mais rigorosos, na Seeao 4.2.1 . Mas agora sabemos de onde vem a carga de polarizaeao. 

Se a polarizaeao nao e uniforme, ocorrem acumulos de carga ligada dentro do material, bem como na superffcie. Um 
olhar sobre a Figura 4.14 sugere que um P divergente resulta em um empilhamento ou acumulaeao de cargas negativas. De 
fato, a carga ligada lfquida J p p dr em um dado volume e igual e oposta a quantidade que foi empurrada para fora atraves da 
superffcie. Este (pelo mesmo raciocfnio que usamos antes) e P • n por unidade de area, portanto, 


/ 


Ppdr = 



dr. 


d 



Figura 4.11 Figura 4.12 



Figura 4.13 


Figura 4.14 
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Como isso e verdade para qualquer volume, temos 


Pp — V • P, 

confirmando, outra vez, a conclusao mais rigorosa da Serjao 4.2. 1 . 


Exemplo 4.3 


Existe outra maneira de analisar a esfera uniformemente polarizada (Exemplo 4.2), que ilustra muito bem a ideia de uma carga ligada. 
0 que temos, na realidade, smduas esferas de carga: uma esfera positiva e outra negativa. Sem polariza 9 ao, as duas se sobrepoem e se 
cancelam completamente. Mas quando o material e uniformemente polarizado, todas as cargas positivas se movimentam ligeiramente 
para cima (na direfao z), e todas as cargas negativas se movimentam ligeiramente para baixo (Figura 4.15). As duas esferas ja nao 
se sobrepoem perfeitamente: em cima ha uma ‘capa’ de carga positiva que sobrou e, embaixo, ha uma capa de carga negativa. Essa 
carga ‘restante’ e, precisamente, a carga superficial de polarizaqao cr p . 

No Problema 2. 18 calculamos o campo na regiao de superposipao entre duas esferas uniformemente carregadas. A resposta foi 

E 

47reo R 3 ’ 

onde q 6 a carga total da esfera positiva, deo vetor entre o centra negativo e o centra positivo e Re o raio da esfera. Podemos 
expressar isto em termos da polarizaqao da esfera, p = qd = (1jtR 3 )P, como 


Entretanto, para pontos externos, e como se a carga toda de cada esfera estivesse concentrada no seu respective centra. Temos, entao, 
um dipolo com o potencial 

47reo r 2 

(Lembre-se de que d e uma pequena fra^ao de um raio atomico; a Figura 4.15 esta excessivamente exagerada.) Estas respostas 
concordam, portanto, com os resultados do Exemplo 4.2. 



Figura 4.15 


Problema 4.13 Um cilindro muito longo, de raio a, tern uma polarizado uniforme P perpendicular ao seu eixo. Encontre o campo 
eletrico dentro do cilindro. Mostre que o campo fora do cilindro pode ser expresso na forma 

E(r) - 2^ P( p - S)s - p ]. 


[Cuidado: eu disse ‘uniforme’, e nao ‘radial’!] 

Problema 4.14 Quando voce polariza um dieletrico neutro, a carga se movimenta um pouco, mas a carga total permanece nula. Este 
fato deve se refletir nas cargas ligadas a p e p p . Prove, a partir das Equa^oes 4. 1 1 e 4. 12 que a carga ligada total e nula. 
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4.2.3 O campo interno de um dieletrico 

Venho sendo desleixado quanto a distingao entre dipolos ‘puros’ e dipolos ‘ffsicos’. No desenvolvimento da teoria de 
cargas de polarizagao, assumi que estavamos trabalhando com o tipo puro — inclusive, comecei com a Equagao 4.8, a formula 
para o potencial de um dipolo puro. E, no entanto, um verdadeiro dieletrico polarizado consiste de dipolos fisicos, mesmo 
que its vezes sejam minusculos. Alem disso, pretendi representar dipolos moleculares discretos por meio de uma funcao de 
densidade contmua P. Como posso justificar esse metodo? Fora do dieletrico nao existe realmente problema; aqui estamos 
distantes das moleculas (r € muitas vezes maior do que a distancia de separagao entre as cargas positivas e negativas), de 
forma que o potencial de dipolo tern uma predominance esmagadora e a ‘granularidade’ detalhada da fonte fica obscurecida 
com a distancia. Dentro do dieletrico, no entanto, dificilmente podemos fingir que estamos distantes de todos os dipolos e o 
procedimento que user na Segao 4.2.1 fica seriamente sujeito a contestagao. 

De fato, se voce parar para pensar, o campo eletrico dentro da materia deve ser fantasticamente complicado no rn'vel 
microscopico. Se voce estiver muito proximo a um eletron, o campo sera gigantesco, mas a uma pequena distancia ele 
pode ser pequeno ou apontar em uma diregao completamente diferente. Alem do mais, com a movimentagao dos atomos, em 
questao de instantes o campo tera se alterado totalmente. Esse campo microscopico verdadeiro seria absolutamente impossi'vel 
de ser calculado e tambem nao seria de muito interesse se isso fosse possfvel. Da mesma forma que para fins macroscopicos 
consideramos a agua como um fluido contmuo, ignorando sua estrutura molecular, podemos tambem ignorar os detalhes do 
campo eletrico dentro da materia e nos concentrarmos no campo macroscopico. Ele e definido como o campo medio sobre 
regioes grandes o suficiente para conter muitos milhares de atomos (de forma que as flutuagoes microscopicas sem interesse 
fleam atenuadas), mas pequenas o bastante para garantir que quaisquer variagoes significativas de grande escala, no campo, 
nao serao ignoradas. (Na pratica, isso significa que calculamos a media sobre regioes muito menores do que o proprio objeto.) 
Normalmente, e ao campo macroscopico que as pessoas se referem quando dizem ‘o’ campo dentro da materia. 3 

Falta demonstrar que o campo macroscopico e o que de fato obtemos quando usamos os metodos da Segao 4.2.1. 0 
argumento e sutil, portanto, aguarde. Suponha que quero calcular o campo macroscopico em um ponto r dentro de um 
dieletrico (Figura 4.16). Sei que preciso calcular a media do verdadeiro campo (microscopico) sobre um volume adequado, 
portanto, deixe-me desenhar uma esfera em torno de r, de tamanho, digamos, mil vezes maior do que o de uma molecula. 0 
campo macroscopico em r, entao, consiste de duas partes: o campo medio sobre a esfera devido a todas as cargas externas, 
somado a media devida a todas as cargas internas: 


E — Efoi a 4~ E denU0 . 


Agora, voce ja provou no Problema 3.41(d) que o campo medio (sobre uma esfera), produzido pelas cargas de fora 
(externas), e igual ao campo que elas produzem no centra, de forma que Ef ora e o campo em r devido aos dipolos externos a 
esfera. Estes estao distantes o suficiente para podermos usar a Equagao 4.9 com seguranga: 


Efora 


1 f i ■ P(r') 

47TC0 J £ 

fora 


dr'. 


(4.17) 


Os dipolos no interior da esfera estao proximos demais para serem tratados desta forma. Mas, felizmente, precisamos 
apenas do seu campo medio e ele, de acordo com a Equagao 3.105, e 


E 


dentro — 


i p 

4rreo R 3 


> 


independentemente dos detalhes da distribuigao de carga no interior da esfera. A unica quantidade relevante e o momenta de 
dipolo total, p = (|7ri? 3 )P: 


E 


dentro — 



(4.18) 



Figura 4.16 


3. Caso a introduce) do campo macroscopico Ihe pare 9 a suspeita, quero ressaltar que voce calcula exatamente a mesma media quando fala da densidade de 
u m material. 
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Agora, por pressuposto, a esfera e pequena o bastante para que P nao tenha uma variagao significativa ao longo do seu 
volume, de forma que o termo nao inclmdo da integral na Equagao 4.17 corresponde ao campo no centro de uma esfera 
uniformemente polarizada, a saber: -(l/3e 0 )P (Equagao 4.14). Mas isso e precisamente o que E dentro (Equagao 4.18) coloca 
de volta! 0 campo macroscopico, entao, 6 dado pelo potencial 


V(r) = 


1 f i • P(r') 
47T£o J f 2 


dr 1 , 


(4.19) 


onde a integral abrange todo o volume do dieletrico. Isto, e claro, foi o que usamos na Sc can 4.2.1; sem perceber, estavamos 
calculando corretamente o campo macroscopico medio para pontos dentro do dieletrico. 

Talvez seja preciso reler os dois ultimos paragrafos para entender bem o argumento. Observe que tudo gira em torno 
do fato curioso de que o campo medio sobre qualquer esfera (devido a carga interna) e o mesmo que o campo no centro de 
uma esfera uniformemente polarizada, com o mesmo momento de dipolo total. Isso significa que por mais maluca que seja a 
conliguracao da carga microscopica, de fato, podemos substituMa por uma bela e regular distribuigao de dipolos perfeitos, se 
queremos apenas o campo (medio) macroscopico. Diga-se de passagem, que embora o argumento se baseie ostensivamente 
na forma esferica sobre a qual escolho calcular a media, o campo macroscopico e certamente independente da geometria da 
regiao sobre a qual se toma a media, e isso se reflete na resposta final, Equagao 4. 19. Presumivelmente, poder-se-ia reproduzir 
o mesmo argumento para urn cubo, um elipsoide, o que fosse — o calculo pode ser mais diffcil, mas a conclusao seria a 
rnesma. 


4.3 O deslocamento eletrico 

4.3.1 Lei de Gauss na presen^a de dieletricos 

Na Segao 4.2 descobrimos que o efeito da polarizagao 6 produzir acumulos de carga ligada, p p = -V • P dentro do 
dieletrico e a p = P • n na superffcie. 0 campo devido a polarizagao do meio e apenas o campo dessa carga ligada. Estamos 
agora prontos para juntar tudo: o campo atribufdo a carga ligada, somado ao campo devido a tudo o mais (que, por falta de um 
termo melhor, chamamos de carga livre). A carga livre pode se constituir de eletrons, em um condutor, de (ons incorporados 
ao material dieletrico, ou o que for; em outras palavras, qualquer carga que nao seja resultado de polarizagao. Dentro do 
dieletrico, entao, a densidade total de carga pode ser expressa como: 

P = Pp + Pu (4.20) 


e a lei de Gauss diz que 

e 0 V • E = p = p p + pi = -V • P + p ( , 

onde E e agora o campo total nao apenas a porgao gerada pela polarizagao. 

E conveniente combinar os dois termos de divergentes: 


V • (cqE + P) = pi . 


A expressao entre parenteses, designada pela letra D, 


D = e 0 E + P, 


(4.21) 


6 conhecida como deslocamento eletrico. Em termos de D, diz a lei de Gauss fica 


V -D = pi, 


(4.22) 


ou, na forma integral, 


/ 


D da = Qi e 


(4.23) 


onde <2; enc denota a carga livre total dentro do volume. Esta e uma maneira particularmente util de expressar a lei de Gauss no 
contexto de dieletricos, porque jdz referenda apenas as cargos livres, e carga livre e o que controlamos. A carga ligada vem 
de carona: quando colocamos a carga livre no lugar, uma certa polarizagao automaticamente ocorre, pelos mecanismos da 
Segao 4. 1, e essa polarizagao produz a carga ligada. Em um problema tfpico, portanto, conhecemos pi, mas nao conhecemos 
(inicialmente) p v \ a Equagao 4.23 nos permite comegar imediatamente a trabalhar com a informagao de que dispomos. Em 
particular, sempre que ha o requisite de simetria, podemos imediatamente calcular D pelos metodos padrao da lei de Gauss. 
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Exemplo 4.4 

Um longo fio reto com densidade uniforme de carga A esta cercado por isolamento de borracha ate um raio a (Figura 4. 17). Calcule 
o deslocamento eletrico. 

Solu^ao: desenhando uma superficie cilindrica gaussiana de s e comprimento L, e aplicando a Equa^ao 4.23, encontramos 

D(2ttsL ) - A L. 


Portanto, 


D = — — — s. 

27TS 


Observe que esta formula 6 verdadeira tanto dentro do isolante quanto fora dele. Nesta ultima regiao, P = 0, portanto 

para s > a. 


E = ~D = —2 — s, 
eo 2neos 


Dentro da borracha, o campo eletrico nao pode ser determinado, ja que nao conhecemos P. 



(4.24) 


Figura 4.17 


Pode parecer que a carga ligada de superficie a p foi deixada de fora ao derivar a Equagao 4.22, e, em certo sentido, isso 
e verdade. Nao podemos aplicar a lei de Gauss precisamente na superficie de um dieletrico, pois aqui p p explode, levando 
consigo o divergente de E. Mas para todos os outros lugares a logica funciona e, de fato, se imaginarmos a beirada de um 
dieletrico como tendo uma espessura finita dentro da qual a polarizagao diminui gradualmente a zero (de qualquer forma, 
e provavelmente um modelo mais realista do que uma interrupgao abrupta), entao nao ha carga superficial ligada; p p varia 
rapida, porem suavemente dentro dessa ‘pele’, e a lei de Gauss pode ser seguramente aplicada em toda parte. Em qualquer 
caso, a forma integral (Equagao 4.23) esta livre desse ‘defeito’. 


Problema 4.15 Uma casca esferica grossa (raio interno a, raio extemo b) 6 feita de material dieletrico, com polariza§ao ‘congelada’ 


P(r) = 



onde k e uma constante ere a distancia a partir do centra (Figura 4.18). (Nao existe carga livre no problema.) Encontre o campo 
eletrico nas tres regioes por dois metodos diferentes: 

(a) Localize toda a carga de polarizacao e use a lei de Gauss (Equa?ao 2.13) para calcular o campo que ela produz. 

(b) Use a Equagao 4.23 para encontrar D, e depois obtenha E com a Equagao 4.21. [Observe que o segundo metodo e muito mais 
rapido e evita qualquer referencia exphcita as cargas de polariza 9 ao.] 


Problema 4.16 Suponha que o campo dentro de um peda 90 grande de material dieletrico e E 0 , de forma que o deslocamento 
dieletrico e Do = eoE 0 + P. 



Figura 4.18 
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(a) Agora, urna pequena cayidade esferica (Figura 4. 1 9a) e escavada no material. Encontre o campo no centro da cavidade, em termos 
de Uto e P. Encontre tambem o deslocamento no centro da cavidade, em termos de Do e P. 

(b) Fa$a o mesmo para uma longa cavidade em forma de agulha, paralela a P (Figura 4. 19b). 

(c) Fa$a o mesmo para uma fina cavidade em forma de bolacha, perpendicular a P (Figura 4. 19c). 

[Assuma que as cavidades sao pequenas o bastante para que P, E 0 e D 0 sejam essencialmente uniformes. Dica: escavar a cavidade 
e o mesmo que sobrepor urn objeto com a mesma forma, mas com polarizagao oposta.] 



(a) Esfera (b) Agulha (c) Bolacha 

Figura 4,19 


4.3.2 Um paralelo enganoso 

A Equagao 4.22 se parece com a lei de Gauss, exceto pela substituigao da densidade de carga total p pela densidade de 
carga hvre p u e pela substitute de D por e 0 E. Por isso, talvez voce fique tentado a concluir que D e ‘exatamente como’ E 
(a parte do fator e 0 ), exceto por sua fonte ser p u e nao p: ‘Para resolver problemas com dieletricos, basta esquecer a carga de 
polarizagao — calcule o campo como o faria normalmente, mas chamando a resposta de D em vez de E ’ Esse raciocinio e 
sedutor, mas a conclusao e falsa; em particular, nao ha ‘lei de Coulomb’ para D: 


D(r) * b 


dr f . 


0 paralelo entre EeDe mais sutil que isso. 

_ I ? 0 _ P , 0I 2 Ue ° dlVerg “ te sozmho n5 ° 6 suficiente para a determinagao do campo vetorial; e preciso conhecer, tambem, o 


rotacional. Em se tratando de campos eletrostaticos, existe a tendencia de 
nulo. Mas o rotacional de D nem sempre e igual a zero. 


se esquecer isso porque o rotacional de E e sempre 


VxD — €o(V x E) + (V x P) = V x P, (4.25) 

e, em geral nao ha motivo para supor que o rotacional de P se anula. As vezes acontece, como no Exemplo 4 4 e no 
Problema 4.15 mas o contrario e mais frequente. A barra de eletreto do Problema 4.11 e um caso apropriado: aqui nao ha 
caiga hvre em lugar nenhum, de forma que se voce realmente acredita que a unica fonte de D e p u sera forgado a concluir que 
D = 0 emtoda parte e que, portanto, E = (-l/e„)P dentro eE = 0 fora do eletreto, o que obviamente esta errado. (Deixo 
para voce descobrtr o lugar onde V x P A 0 neste problema.) Alem do mais, como V x D A 0 D nao pode ser exDresso 
como gradiente de um escalar — nao ha ‘potencial’ para D. F 

Conselho: quando lhe pedtrem para calcular o deslocamento eletrico, analise primeiro a simetria. Se o problema tiver 
simetria esferica, cilmdnca ou plana, voce podera obter D diretamente a partir da Equagao 4.23 com os metodos usuais da 
ei de Gauss. (Evidentemente nesses casos VxPe automaticamente nulo, mas como a simetria por si determina a resposta 
voce nao prec.sa realmente se preocupar com o rotacional.) Se o requisite simetria estiver ausente, voce tera de pensar em 
outra abordagem e, particularmente, nao deve presumir que D e determinado exclusivamente pela carga livre. 

4.3.3 Condi^oes de contorno 

As condigoes de contorno da eletrostatica da Segao 2.3.5 podem ser reformuladas em termos de D. A Equagao 4 23 nos 
da a descontmuidade no componente perpendicular de uma interface: 


D: 


■ D x 

^abaixo 




(4.26) 
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enquanto a Equagao 4.25 nos da a descontinuidade dos componentes paralelos: 


D". -Dl. =P" -pH 

acima abaixo A acima 17 abaixo* 


(4.27) 


? 5es N 2.3 P re2 IsV 6 diel6triC ° S ’ S5 ° ^ VCZeS mais dteis do que as condl ? 6es de contomo correspondentes de E (equa- 

(4.28) 

(4.29) 


pi. __ pi. 1 

acima ^abaixo ~ ° » 


€0 


■rll _ -pH 

<icima -^abaixo ~ 

Voce pode tentar aplica-las, por exemplo, aos Problemas 4. 16 e 4. 17. 


Problema 4.17 Para a barra de eletreto do Problema 4. 1 1, faga tres esbogos cuidadosos: urn de P, umdeEe urn de D. Assuma que 
L e cerca de 2a. [Dica: linhas de E terminam em cargas; iinhas D terminam em cargas livres.] q 


4.4 Dieletricos lineares 

4.4.1 Suscetibilidade, permissividade, constante dieletrica 

Nas Segues 4 2 e 4.3 nao nos comprometemos com a causa de P; lidamos apenas com os efeitos da polarizagao A partir 

camnn 4?° ^ 4 ' ’ "° entant °’ Sabem ° S que 3 P olariza e ao de ™ dieletrico normalmente resulta de urn 

npo eletnco que almha os dipolos atomicos ou moleculares. De fato, para muitas substancias, a polarizagao e proporcional 
ao campo, desde que E nao seja forte demais: V / ' 

p = eoXeE. (4 . 30) 

A constante de proporcionalidade, Xe, e chamada de suscetibilidade eletrica do meio (urn fator e 0 foi extraido para 

tornar Xe adimensional). O valor de Xe depende da estrutura microscopica da substancia em questao (e tambem de condigoes 

exteinas, tais como a temperatura). Os materials que obedecem a Equagao 4.30 serao chamados de dieletricos lineares 4? 

Observe que E na Equagao 4.30 e o campo total ; ele pode ser devido em parte a cargas livres e, em parte, a propria 

po nzagao^ Se, por exemplo, colocarmos urn dieletrico em urn campo externo E 0 , nao poderemos calcular P diretamente 

partii da Equagao 4.30; o campo externo ira polarizar o material; essa polarizagao produzira seu prdprio campo que entao 

’ U ! , para ° v Camp ° t0tal; este ’ por sua vez ’ modificara a polarizagao, e assim por diante. Quebrar esse ciclo infinite nem 

nos rl!,l dC1 ’ °n V T 3 8U ! 1S / Xe f P !° S a SegUir ‘ A ab0rdagem mais simples e comegar com o deslocamento, pelo menos 
nos casos em que D pode ser deduzido diretamente a partir da distribuigao de carga livre. 

Nos meios lineares temos 

D = e 0 E + P = eoE + eox e E = e 0 (l + Xe)E, (4.31) 

de forma que D e tambem proporcional a E: 

D = eE ’ (4.32) 


onde 


e = eo(l + Xe)- 


(4.33) 


Esta nova constante e e chamada de permissividade do material. (No vacuo, onde nao ha materia para polarizar a 
oiscetibilidade e zero e a permissividade e e 0 . Por isso, e 0 e chamada de permissividade do vacuo. Nao gosto desse termo 

8 TV apenaS Ur ” tip0 espec,al de dieldtrico linear ’ no 9 ual a permissividade, por acaso, tern o valor 

8, 8o x 10 C /Non .) Se voce dividir por e 0 , a quantidade adimensional que resta 


er = l+Xe = - 
eo 


(4.34) 


4 . 


Nas modernas aplicagoes oticas, principalmente, os materials nao lineares vem se tornando cada vez 
na formula para P como fungao de E — tipicamente urn termo cubico. Em geral, a Equagao 4.30 pode 
na expansao de Taylor para P em potencias de E. 


mais importantes. Para eles, ha um segundo termo 
ser considerada como o primeiro termo (nao nulo) 
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Tabela 4.2 Constantes dieletricas (a menos que especificado de outra forma, 
os valores dados sao para 1 atm e 20° C). 


Material 

Constante dieletrica 

Material 

Constante dieletrica 

Vacuo 

i 

Benzeno 

2,28 

Helio 

1,000065 

Diamante 

5,7 

Neon 

1,00013 

Sal 

5,9 

Hidrogenio 

1,00025 

Silicio 

11,8 

Argonio 

1,00052 

Metanol 

33,0 

Ar (seco) 

1,00054 

Agua 

80,1 

Nitrogenio 

1,00055 

Gelo (-30° C) 

99 

Vapor d’agua (100° C) 

1,00587 

KTaNb0 3 (0° C) 

34.000 


Fonte: Handbook of Chemistry and Physics , 78- ed. (Boca Raton; CRC Press, Inc., 1997). 


e a chamada permissividade relativa, ou constante dieletrica do material. As constantes dieletricas de algumas substancias 
comuns estao listadas na Tabela 4.2. E claro que a permissividade e a constante dieletrica nao nos dao qualquer informa?ao que 
ja nao estivesse dispomvel na suscetibilidade, e nao ha nada de essencialmente novo na Equagao 4.32; a fisica dos dieletricos 
lineares esta toda contida na Equagao 4.30. 5 


Exemplo 4.5 


Uma esfera de metal de raio a tem uma carga Q (Figura 4.20). Ela esta cercada, ate o raio 6, por urn material dieletrico linear de 
permissividade e. Encontre o potencial no centro (relativo ao infinito). 

Solu^ao: para calcular V , precisamos conhecer E; para encontrar E, precisamos primeiro tentar localizar a carga de polariza^o. 
Podenamos obter a carga de polarizagao a partir de P, mas nao podemos calcular P a menos que ja conhe 9 amos E (Equagao 4.30). 
Aparentemente estamos amarrados. 0 que conhecemos e a carga livre Q, e, felizmente, o arranjo tem simetria esferica; portanto, 
vamos come 9 ar calculando D, usando a Equa^ao 4.23: 


D = 



para todos os pontos r > a. 


que conhecemos D, torna-se uma questao simples obter E, usando 
para a <r <b, 

para r > b. 

0 potencial no centro e, portanto, 



4tc \cq b ea ebj 


(Dentro da esfera de metal, e claro, E = 
a Equa 9 ao 4.32: 


p ~ D = 0.) Uma vez 

Q 


E = 


Aner 2 

Q 

4fte.or 2 


r, 



Figura 4.20 


5. Jd que nos embrenhamos nesta orgia de terminologia e nota 9 oes desnecessarias, aproveito para mencionar que as formulas para D em termos de E 
(Equa 9 ao 4.32, no caso de die!6tricos lineares) sao chamadas de rela9oes constitutivas. 
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Constatamos que nao foi necessario calcular explicitamente a polariza 9 ao ou a carga de polarizasao, embora isso possa facilmente 
ser feito: 


no dieletrico e, portanto, 


enquanto 


= P n = 


= eoXeE = 

_ eo XeQ 
4xer 2 

11 

< 

P - 0 , 

£0 XeQ 

47re6 2 ’ 

na si 

-eo XeQ 

47rea 2 ’ 

na si 


na superficie externa, 


na superficie interna. 


Observe que a carga de polariza§ao da superficie em a e negativa (n aponta para fora com relagao ao dieletrico , que e +r em 6, mas 
~r em a). Isto e natural, ja que a carga na esfera de metal atrai sua oposta em todas as moleculas dieletricas. E esta camada de carga 
negativa que reduz o campo, dentro do dieletrico, de l/47reo(Q/r 2 )r para l/47re(Q/r 2 )r. Nesse sentido, um dieletrico e, de certa 
forma, como um condutor imperfeito: em uma casca condutora , a carga superficial induzida seria tal que cancelaria completamente 
o campo de Q na regiao a < r < 6; o dieletrico faz o melhor que pode, mas o cancelamento e apenas parcial. 


Talvez voce suponha que dieletricos lineares escapariam a falha do paralelo entre EeD. Ja que P e D sao agora 
proporcionais a E, nao se segue que seus rotacionais, assim como o rotacional de E, devem se anular? Infelizmente nao , 
ja que a integral de linha de P em torno de um caminho fechado que esta sobre o conform entre um. tipo de material e 
outro , nao tern, necessariamente, de ser zero, embora a integral de E em torno do mesmo la?o tenha. 0 motivo e que o fator 
de proporcionalidade eoXe ® diferente dos dois lados. Por exemplo, na interface entre um dieletrico polarizado e o vacuo 
(Figura 4.21), P e zero de um lado, mas nao do outro. Em torno desse la$o § P • d\ ^ 0, e, portanto, pelo teorema de Stokes, 
o rotacional de P nao pode se anular em toda parte dentro do la£o (inclusive, ele e infinito no contorno). 

E claro que se o espa^o estiver totalmente preenchido com um dieletrico linear homogeneo 6 esta obje 9 ao e futil. Nessa 
circunstancia um tanto especial 

V * D = p/ e V x D = 0, 

entao D pode ser calculado a partir da carga livre, como se o dieletrico nao existisse: 


D — Co^vac) 


onde E vac e o campo que a mesma distribuifao de carga produziria na ausencia de qualquer dieletrico. Conforme as Equa- 
9 oes 4.32 e 4.34, portanto, 

E = -D = — E vac . (4.35) 

e e r 

Conclusao: quando o espago todo esta preenchido com um dieletrico linear homogeneo, o campo em toda parte e simples- 
mente reduzido por um fator de um sobre a constante dieletrica. (Na realidade nao e necessario que o dieletrico preencha todo 
o espago: em regioes onde o campo e zero, dificilmente importa se o dieletrico esta presente ou nao, ja que de qualquer forma 
nao ha polariza 9 ao.) 

Por exemplo, se uma carga livre q esta incorporada a um grande dieletrico, o campo que ela produz e 


1 q ^ 
E - - — 

47T6 


(4.36) 


(e e, e nao eo), e a for 9 a que ela exerce sobre as cargas proximas e, consequentemente, reduzida. Mas nao e que haja algo 
de errado com a lei de Coulomb; mais propriamente, a polariza 9 ao do meio ‘protege’ parcialmente a carga, cercando-a com 
carga ligada de sinal oposto (Figura 4.22). 7 


P = 0 
— *___ 


Vacuo 

4 


Dieletrico 

to 



p£o 


Figura 4.21 


6. Um meio homogeneo e aquele cujas propriedades (neste caso a suscetibilidade) nao variam com a posi 9 ao. 

7. Em eletrodinamica quantica , o vacuo em si pode ser polarizado e isso significa que a carga efetiva (ou ‘renormalizada’) do eletron, como voce a mediria 
em laboratorio, nao e o seu valor verdadeiro (‘nu’) e, de fato, depende ligeiramente da distancia a que voce esta! 
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Figura 4.22 


Exemplo 4.6 

Urn capacitor de placas paralelas (Figura 4.23) e preenchido com material isolante de constante dieletrica e r . Que efeito isso tern na 
sua capacitancia? 

Soluqao: como o campo esta confinado ao espa^o entre as placas, o dieletrico reduzira E, e, portanto, tambem a diferen^a potencial 
V 9 por um fator de 1 /e r . Consequentemente, a capacitancia C = Q/V e aumentada par umfator da constante dieletrica , 

C — e r Cv ac- (4.37) 


Esta e, de fato, uma maneira comum de refo^ar um capacitor. 


Dieletrico 



Figura 4.23 


Alias, um cristal e geralmente mais facil de ser polarizado em algumas didoes do que em outras, 8 e, neste caso, a 
Equa<jao 4.30 e substitmda pela relagao linear geral 

P x - e 0 (Xe xx E x + Xe X yEy + Xe xz E z ) 1 

Py - to{Xe yx Ex + Xe yy Ey + Xe yz E z ) > , (4.38) 

Pz — e o(Xe zx Ex + Xe zy Ey + Xe zz E z ) J 

da mesma forma que a Equagao 4.1 foi substitmda pela Equatjao 4.3 para moleculas assimetricas. Os nove coeficientes, x eTX , 
Xc« v constituem o tensor de suscetibilidade. 


8. Um meio e dito isotropico se suas propriedades (tais como a suscetibilidade) sao as mesmas em todas as dire^oes. Assim, a Equa^ao 4.30 e o caso 
especial da Equa^ao 4.38 que e valida para meios isotropicos. Os fisicos tendem a ser negligentes com a linguagem e, a menos que esteja especificado o 
contrdrio, o termo ‘dieletrico linear’ com certeza significa ‘dieletrico linear isotropico’ e provavelmente significa ‘dieletrico linear isotrbpico homogeneo’. 
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Problema 4.18 0 espago entre as placas de um capacitor de placas paralelas (Figura 4.24) e preenchido com duas chapas de materia] 
dieletrico linear. Cada chapa tern espessura a, de forma que a distancia total entre as placas e 2 a. A chapa 1 tern constante dieletrica 
2, e a chapa 2 tern constante dieletrica 1, 5. A densidade de carga livre na placa superior e o e na placa inferior e —c. 

(a) Encontre o deslocamento dieletrico D em cada chapa. 

(b) Encontre o campo eletrico E em cada chapa. 

(c) Encontre a polarizagao P em cada chapa. 

(d) Encontre a diferenga de potencial entre as placas. 

(e) Encontre a localizagao e a quantidade de toda a carga de polarizagao. 

(0 Agora que voce conhece toda a carga (livre e de polarizagao), recalcule o campo em cada chapa e confirme sua resposta para (b). 


Problema 4.19 Suponha que voce tern material dieletrico linear de constante dieletrica e r , em quantidade suficiente para preencher 
Pda metade um capacitor de placas paralelas (Figura 4.25). Qual o coeficiente de aumento da capacitancia quando voce distribui o 
material como na Figura 4.25(a)? E como na Figura 4.25(b)? Para uma diferenga de potencial V dada entre as placas, encontre E, 
D e P, em cada regiao, como tambem a carga livre e a carga de polarizagao em todas as superficies, para ambos os casos. 


Problema 4.20 Uma esfera de material dieletrico linear tern incorporada em si uma carga livre de densidade uniforme p. Encontre o 
potencial no centro da esfera (relativo ao infinito), se o seu raio e Re sua constante dieletrica e e r . 

Problema 4.21 Um certo cabo coaxial consiste de fio de cobre de raio a, cercado por um tubo concentrico de cobre de raio interno c 
(Figura 4.26). O espago intermediary esta parcialmente preenchido (entre 6 e c) com material de constante dieletrica e r , conforme 
mostrado. Encontre a capacitancia por unidade de comprimento desse cabo. 



Figura 4.24 




(a) 

Figura 4.25 
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4.4.2 Problemas de valor de contorno com dieletricos lineares 

" " triC ° “ near h0m ° gene0 ’ 2 “ * de polariza 9 ao <*) 6 proporcional > densidade da carga livre 


Pp = -V ■ P = -V ■ (e 0 — d) = 


e 7 { 1+Xe 


Xe 


Pi- 


(4.39) 

pSeS ItedtfLirr d al L 7 °’ 6 qualquer Carga lfquida deve estar na 

se aplicam. E conveniente, no entanto Laph f C t0d ° S 0S do Capftulo 3 

livre. A Equa 9 ao 4.26 diz d ' e ° eS de C ° nt0rn ° de uma for ™ q«e fa 9 a referenda apenas a carga 

^acima-Eacima ~ e abaix 0 E^ aixo = (T/, 

ou (em termos de potencial), 

dV ac 

v r aoaix o 

(4.41) 


acima ^Kbaixo 

acnna 0 ^abaixo ^ — — (j^ 


dn ™ dn 

ao passo que o potencial em si e, portanto, continue (Equate 2.34): 

Kcima = Kibaixo- 


(4.42) 


Exemplo 4.7 


Uma esfera de material dieletrico linear e homogeneo e colocada 


dentro da esfera. 


em urn campo eletrico E 0 (Figure 4.27). Encontre o campo eletrico 


Naquele caso, o campo da^rga T* "r ‘ intr ° duzida em um cam P° uniforme, 

produzida pela carga de polariza f ao) e apenas parcial. fcla ' Em um Eletrico, o cancelamento (da carga 


Nosso problema e resolver a equapao de Laplace 
condi 9 oes de contorno 


P” r iR.' V, m (r,e) quando r > S. « speiladas , s 

(’) Klentro = Vfora, em r = R, 

^Klentro dV fn 


GO e 

(iii) 


dr ~ 60 
^fora 


Mora 


em r — R. 


dr ’ 

—Eqt cos 0 , para r R. 


(4.43) 



9. 


Isso nao se aplica & carga superficial (a p \ porque Xe 


nao e independente de posigao (obviamente) no contorno. 
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(A segunda condi9ao decorre da Equa9ao 4.41, ja que nao ha carga livre na superficie.) Dentro da esfera, diz a Equa9ao 3.65 que 

OO 

Vdentro(n 0) = E A t T Pi (cos 6 ) ; (4.44) 

1 = 0 


fora da esfera, diante de (iii), temos 


A condigao de contorno (i) requer que 


Vf ora (r, 6) = -E 0 r cos6 + E -~Pi(cos 9). 


1=0 


(4.45) 


OO OO 

E Al = -EoRcosO + E Jrr Pi(cos6) ) 


1=0 


1=0 


portanto 


Por sua vez, a condigao (ii) resulta em 


Hi 

AiR 1 = piTI> para 1^1, 

A 1 R = -E 0 R + ||. 

R z 


(4.46) 


€r E lAlR^PlicOSO) = -P 0 cos 0 - E ^ 1+2^ Pl ( C0S fl )» 




Z=0 


entao 


Segue-se que 


Evidentemente, 


erlAiR 1 - 1 = - 11 + ^ . para / ^ 1, 

, 4 p 25! 

£ r Ai - -Po - 


Ai = Bi — 0 , para Z 7 ^ 1 , 


M = -^- 2 E 0 Bl = ^R>E 0 . 


„ / ^ 3E 0 3^o 

Vdentro(^ *) = — ^ COS 0 = — 2, 


Cr ~h 2 t v H" 2 

e, portanto, 0 campo interno da esfera e (surpreendentemente) uniforme : 


(4.47) 


(4.48) 


E =^ Eo ' 


(4.49) 


Exemplo 4.8 

Suponha que toda a regiao abaixo do piano z — 0 na Figura 4.28 esta preenchida com material dieletrico linear e uniforme de 
suscetibilidade Xe- Calcule a forga sobre uma carga pontual q localizada a uma distancia d acima da origem. 

Solugao: a carga de polarizagao de superficie no piano xy e de sinal oposto a q , de forma que a forga sera atrativa. (Em vista da 
Equagao 4.39, nao ha carga de polarizagao no volume.) Vamos primeiro calcular a v , usando as Equagdes 4.11 e 4.30. 

a p -P-h = P z ~ e 0 XeE z , 

onde E z e 0 componente z do campo total, logo no interior do dieletrico, em z — 0. Esse campo e devido em parte ageem parte a 
propria carga de polarizagao, A partir da lei de Coulomb, a primeira contribuigao e 

- 1 cos 0 = - — ^ 

47reo (r 2 + d?) 47reo (r 2 + d 2 ) 3 / 2 ’ 


10. Lerribre-se, P\ (cos 0) — cos 0, e os coeficientes devem ser iguais para cada Z, como voce poderia comprovar multiplicando por P// (cos 0) sen#, 
integrando de 0 a n, e recorrendo a ortogonalidade dos polinomios de Legendre (Equagao 3.68). 
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Figura 4.28 


S : ^ Sf * P,Blr da 0 ^ * -■» * «* r—* PO' « ve, , -„,/ 2eo 

(Tp — eoXe i £p 

' [ 47 T 60 (r 2 + ^2)3/2 2e 0 ’ 

que podemos resolver para cry 


1 ( Xe 


2tt \Xe + 2j (r 2 + d 2 ) 3 / 2 ' (4.50) 

Exceto pelo fator \e/ (Xe + 2), isso e exatamente o mesmo que uma carea induzida em nm niann , • c •. 

similares (Equa 9 ao 3.10). 1 1 Evidentemente, a carga de polariza ? ao toted 6 P S ° b circunstanc,as 


Xe + 2 


Podemos, e claro, obter o campo de o p peia integragao direta 


% 1 cr„ da. 


*■ - ** * — - . 


V = — g . q_y 

4^0 |y* 2 +l/ 2 + (*-d) 2 v'* 2 + V 2 + (* + d) 2 J ’ (4 ' 52) 

na regiao « > 0. Por sua vez, uma carga (q + q p ) em (0, 0, d) gera o potencial 

y — ^ 9 + Qp 

47r€o |y* 2 + i/ 2 + (*-d) 2 J ’ (4 - 53) 

-a, 1*0 1 { X. \ ,d 


\dz\ z=0 + dz 1 2 = 0 - / 2?r \^ e + 2/ (x 2 + + rf 2 ) 3/2 * 

Consequentemente, este e o potencial correto para o nosso problema. Particularmente, a for 9 a sobre q e: 


1 W P 


F = — ^£-z = L ( Xe \ 9* . 

47T60 (2d) 2 47T60 ^ Xe + 2 y 4d 2 Z (4.54) 

Nao alego que tenha fornecido uma motivacao irresistfvel oara as Fnuamec A so p a s'* „ , . 

*" “ J — " “ fa “ - * —• 

1 1 . Para alguns propdsitos, um condutor pode ser considerado o caso limite de urn dieletrico linear com v _* m p«„ t t 

util, tente aplicd-la aos Exemplos 4.5, 4.6 e 4.7. ’ Xe — > oo. Esta e, frequentemente, uma verifica^ao 
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encontrar uma solu9ao por imagem nao e no todo uma questao de adivinhagao. Existem pelo menos duas ‘regras do jogo’: (1) Voce 
nunca deve colocar uma carga imagem na regiao em que esta calculando o potencial. (Assim, a Equa9ao 4.52 da o potencial para 
2: > 0, mas esta carga imagem q p esta em 2; — -d\ quando nos voitamos para a regiao z < 0 (Equa9ao 4.53), a carga imagem 
(q -f q p ) esta emz = +<£) (2) A soma das cargas imagem deve atingir 0 total correto em cada regiao. (Foi assim que eu soube usar 
q p para responder pela carga na regiao z < 0, e(g + q p ) para cobrir a regiao 2: > 0.) 


Problema 4.22 Urn cilindro muito longo de material dieletrico linear e colocado em urn campo eletrico Eo que inicialmente e 
uniforme. Encontre 0 campo resultante dentro do cilindro. (0 raio ea,a suscetibilidade e Xe e 0 eixo e perpendicular a Eo.) 

Problema 4.23 Encontre 0 campo dentro de uma esfera de material dieletrico linear em urn campo eletrico E 0 que inicialmente e 
uniforme (Exemplo 4.7) pelo seguinte metodo de aproxima9oes sucessivas: primeiro fa9a de conta que o campo interno e apenas Eo, 
e use a Equa9ao 4.30 para escrever a polariza9ao resultante Po. Esta polariza9ao gera um campo proprio, Ei (Exemplo 4.2), que por 
sua vez modifica a polariza9ao por uma quantidade Pi, a qual altera ainda mais 0 campo por uma quantidade E 2 , e assim por diante. 
O campo resultante e Eo + Ei -j- E 2 + ■ • •. Some a serie e compare sua resposta a Equa9ao 4.49. 

Problema 4.24 Uma esfera condutora sem carga, de raio a, e revestida com uma casca isolante espessa (constante dieletrica e r ) ate 
um raio b. Este objeto e agora colocado em um campo eletrico Eo, que inicialmente e uniforme. Encontre 0 campo eletrico no 
isolante. 

Problema 4.25 Suponha que a regiao acima do piano xy no Exemplo 4.8 e tambem preenchida com um dieletrico linear, mas de 
uma suscetibilidade diferente Xe» Encontre 0 potencial em toda parte. 


4.4.3 Energia em sistemas dieletricos 

Carregar um capacitor requer trabalho (Equa 9 ao 2.55): 

w = ^cv 2 . 

Se o capacitor e preenchido com um dieletrico linear, sua capacitancia excede o valor do vacuo por um fator igual a 
constante dieletrica, 

C — Cr^vac? 

como constatamos no Exemplo 4.6. Evidentemente, 0 trabalho necessario para carregar um capacitor preenchido com die- 
letrico e aumentado pelo mesmo fator. O motivo e bastante claro: voce precisa colocar mais carga (livre) para atingir um 
determinado potencial porque parte do campo e cancelado pelas cargas ligadas. 

No Capitulo 2, foi deduzida uma formula geral para a energia armazenada em qualquer sistema eletrostatico (Equa- 
qao 2.45): 

W = J J E 2 dr. (4.55) 

O caso do capacitor preenchido com dieletrico sugere que ela poderia ser alterada para 

W= € jj e r E 2 dT= l - J D-E dr, 

na presen 9 a de dieletricos lineares. Para provar isto, suponha que o material dieletrico esta fixado em sua posi?ao e que vamos 
aproximar as cargas livres, um pouquinho por vez. A medida que pi for aumentado por uma quantidade de A pu a polarizagao 
ira mudar e com ela a distribuigao de carga de polariza^ao; mas estamos interessados somente no trabalho feito sobre a carga 
livre adicional: 

AW = J{A Pl )Vdr. (4.56) 

Como V • D — pu Ap/ = V ■ (AD), onde AD e a altera 9 ao resultante em D, entao 

A W = J [V ■ (AD)]V dr. 

Agora 

V ■ [(AD)V] = [V • (AD)])/ + AD • (W), 
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e, portanto (integrando por partes): 


AW 


- Jv-\(AD)V] dr + J (AD) - Edr. 


■— * — «« - -a se mtegramtos sobre 


AW = J (AD) -Edr. 

“ aqui, iss„ se a P ,ica a materia,. Agora, se o meio for „m dieldtrico iinear, entao D = fE , porlanlo 

iA(D • E) = l A (eE 2 ) = e(AE) • E = (AD) • E 
(para incrementos infinitesimals). Assim 

Atr = AQ| D .Edr). 

0 trabalho tolal realizado, entao, a medida que aumentamos a carga iivre de zero a sua configuragao finals 

1 


(4.57) 


W=~ D-Edr, 


12 


(4.58) 


como previsto. 

a P C^ 

esteja errnda, mas que elas se referem a questoes urn tanto diferentes A di ^ ° U outradessas e q^a ? 6es 

que queremos dizer com ‘a energia de urn sistema’? Resposta- 6 o Trabtlho nef° * ’ P0Itanto ’ Voltemos *> come ? o: o 

mas quando se trata de dieletricos, ha duas formas bastante diferentes de reZ ° ^ ° Sistema ‘ Muito bem, 

cargas (hvres e de polanza 9 ao), uma por uma com pinca e colamnc a ^ ^ processo: 0) aproximamos todas as 
voce quer dizer com ‘montar o sistema’, a Equa 9 ao 4 556 a sua fLm! ^ "° SeU lugar finaI adec J uad °. Se e isto o que 
que isso ndo inclui o trabalho necessario para estirar e torcer as mo^u as T> ! '"T 0bserve > *> entanto, 

negatives como unidas por molas minusculas, nao inclui a energia elast ca d f et, ' ca ^ s 7™g'™<-mos as cargas positivas e 
molecula). (2) Com o dieletrico nao polarizado posicionado Loximamos ’ aSS0Cmda a P o]a nza 9 ao de cada 

dieletrico responda como achar adequado. Se isto e o que voce que “com T ' U ™ P ° r Uma ’ deixando 4 ue 0 

carga hvre e o que de fato movimentamos), entao a Equacao 4 « 4 n ° S,Stema ’ (e g era lmente 6, ja que a 

de mola’ estd mclufda, embora indiretamente, porque a forea que voe/Zd e ^ Neste C3S °’ 3 ener g ia ^stica 

das cargas de polarizado; a medida que voce movimentaVcanras livr d ^ “ Car8aS hms depende da dis Posi?ao 
Colocando de outra forma, no metodo (2) a energia total do sistema J l l aut0matlcamente esticando essas ‘molas’. 
■vre, a energia eletrostatica da carga de polariza 9 ao e a energia elastica' T ‘mola 6 ’ * ener§ia eletrostddca da carga 


W «* W^livre ~h W^de polariza^ao + W r 


mola- 


O trabalho Uquido feito sobre eStS °, Sempre em ec l Llilfbrio e, portanto, 

enquanto P elo metodo (1 ), ocalculode Wi ivre + W d j : . . 0 i ) na realidade results m, calculi, de If,,, 

A propdsite, alega-se, as , e zes, que a Suael SXet , “ ^ 

e false. Para ir alem da Equate 4.57 e precise assumir ^ "* lineares ’ «« 

energia armazenada perde 0 stgnificado, porque o Irabalho feilo depende nan se P ) S ' !t£nlaS dlssl P a ttvos, toda a nogao de 
como se chegou a,e ela. Se as 'molas' meleculares puderem ter algum orriro nor ' i‘ COnfiEllra « ao final ' < a 'nKin de 
quanto voce qutser, mentande-se as cargas de ial forma due a Zl ) 1 T P ‘°' P oder “ grande 

dechegarao sen esmdo final. Os resnliados sao semZl sCndot™^ 71“ * ■»“*- -K- ^ anies 
polanzagao congelada (veja 0 Problema 4.27). “ " n,ar apllcar a 458 a eletrelos, com 


molivo « que eaa tdrniSl, gerulmmeTa"” vwdidtta "SI^TdriuMoT'E ^ d * ““(""do com W = 1 [ „ V * 0 
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Problems 4.26 Um condutor esferico de raio a tem uma carga Q (Figura 4.29). Ele esta cercado por um material dieletrico linear de 
suscetibilidade Xe, ate o raio p. Calcule a energia desta configuragao (Equagao 4.58). 

Problems 4.27 Calcule W usando as Equates 4.55 e 4.58, para uma esfera de raio R com polarizagao uniforme congelada P 
(Exemplo 4.2). Comente sobre a discrepancy. Qual (se alguma) e a ‘verdadeira’ energia do sistema? 



Figura 4.29 


4.4.4 Forgas em dieletricos 

Assim como um condutor e atraldo para um campo eletrico (Equagao 2.51), o mesmo ocorre com um dieletrico — e 
basicamente pela mesma razao: a carga de polarizagao tende a se acumular proxima a carga livre de sinal oposto. Mas o 
cdlculo da forga nos dieletricos pode ser surpreendentemente complicado. Considere, por exemplo, o caso de uma chapa de 
material dieletrico linear, parcialmente inserida entre as placas de um capacitor de placas paralelas (Figura 4.30). Sempre 
fizemos de conta que o campo e uniforme dentro de um capacitor de placas paralelas, e que e nulo fora dele. Se isso fosse 
literalmente verdade, nao haveria qualquer forga liquids no dieletrico, ja o campo em toda parte seria perpendicular as placas. 
No entanto, existe na realidade um campo marginal em torno das beiradas que para a maioria dos propositos pode ser 

y 



Dieletrico 


Figura 4.30 
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ignorado, mas que neste caso e responsavel pelo efeito todo. (De fato, o campo nao poderia terminar de repente na beirada 
do capacitor, porque se isso acontecesse, a integral de linha de E em torno do caminho fechado mostrado na Figura 4.3 1 nao 
seria zero.) E esse campo marginal nao uniforme que puxa o dieletrico para dentro do capacitor. 

Os campos marginais sao notoriamente dificeis de serem calculados. Por sorte, podemos evitar isso usando o metodo 
ciiativo a seguir. Gonsidere que W e a energia do sistema — ela depende, e claro, da quantidade de superposigao. Se eu puxar 
o dieletrico para fora numa distancia infinitesimal dx, a energia se altera em quantidade igual a do trabalho feito: 


dW — F ui n ha dx , 


(4.59) 


onde F minha e a forga que devo exercer para neutralizar a forga eletrica F do dieletrico: F minha = -F. Portanto, a forga eletrica 
na chapa e 


Ja a energia armazenada no capacitor e 
e a capacitancia, neste caso, e 


Z7 dW 


F dx ’ 

(4.60) 

w = \cv 2 , 

(4.61) 

— {e r l-XeX), 

(4.62) 


onde l e o comprimento das placas (Figura 4.30). Vamos assumir que a carga total nas placas {Q = CV) e mantida constante, 
enquanto o dieletrico se movimenta. Em termos de Q, 



ar_>2, 

2 c ’ 

(4.63) 

entao 

1 2 dC 

dx 2 C 2 dx 2 dx' 

(4.64) 

Mas 

dC _ eoXeW 



^3 

i 


e, portanto, 

F -_ € °XeW 2 

2d 

(4.65) 


(O sinal negativo indica que a forga esta no sentido negativo de x ; o dieletrico e puxado para dentro do capacitor ) 

E urn erro comum usar a Equagao 4.61 (com 7 constante) no lugar da Equagao 4.63 (com Q constante) para calcular a 
forga. Obtem-se, nesse caso 


que esta errado devido a urn sinal. E possivel, e claro, manter o capacitor em potencial fixo, conectando-o a uma bateria Mas 
nesse caso, a bateria tambem trabalha quando o dieletrico se move; em lugar da Equagao 4.59, agora temos 


dW — F nnnha dx + V dQ , 

onde V dQ to trabalho feito pela bateria. Segue-se que 


(4.66) 


F = 


= _1 

dx dx 2 


, „2<iC 


dx 


+ V' 


dx 


l V 2d£ 

2 dx ’ 


(4.67) 



Regiao marginal 


Figura 4.31 
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o mesmo que antes (Equagao 4.64), com o sinal correto. (Por favor, entenda que a forga no dieletrico nao pode de forma 
alguma, depender da sua escolha em manter Q ou V constante - ela e totalmente determinada pela distribuigao de carga, 
livre e de polarizagao. E mais tacil calcular a forga com Q constante, porque, entao, voce nao precisa se preocupar com o 
trabalho feito pela bateria; mas se voce insiste, pode ser feito corretamente de um jeito ou de outro.) 

Observe que pudemos determinar a forga sem saber nada sobre os campos marginals que sao, em ultima instancia, res- 
ponsaveis por ela! Esta inserido, e claro, na estrutura geral da eletrostatica que V x E = 0, e que, portanto, os campos 
marginals devem estar presentes; nao e que estejamos obtendo algo sem finalidade, mas apenas explorando de forma inte- 
ligente a coerencia interna da teoria. A energia armazenada nos proprios campos marginals (que nao foi considerada nesta 

dedugao) permanece constante, a medida que a chapa se movimenta; o que se modifica e a energia denim do capacitor onde 
o campo e uniforme. 


Problema 4.28 Dois tubos longos de metal, cilmdricos e coaxiais (raio interno a, raio externo b ) estao colocados verticalmente em 
um tanque de oleo dieletrico (suscetibilidade Xe, densidade de massa p). O tubo interno e mantido a um potencial V, enquanto o 
externo esta aterrado (Figura 4.32). A que altura ( h ) o oleo sobe no espago entre os tubos? 



Figura 4.32 


Mais problemas do Capitulo 4 

Problema 4.29 (a) Para a configuragao do Problema 4.5, calcule a forga em p 2 devida a pi, e a forga em p, devida a p 2 As 
respostas sao coerentes com a terceira lei de Newton? 

(b) Encontre o torque total em p 2 com relagdo ao centro de pi, e compare com o torque de pi em torno do mesmo ponto [ Dica ■ 
combine a sua resposta para (a) com o resultado do Problema 4.5.] 

Problema 4.30 Um dipolo eletrico p, apontando na diregao y, e colocado a meio caminho entre duas grandes placas condutoras 
como mostra a Figura 4.33. Cada placa forma um pequeno angulo 0 em relagao ao eixo x e as duas sao mantidas em potenciais ±V. 
Qua! e a diregao da forga liquida sobre p? (Aqui nao ha o que calcular , mas explique sua resposta qualitativamente.) 

Problema 4.31 Um cubo dieletrico de lado a, centrado na origem, tern uma polarizagao ‘congelada’ P = A:r, onde k e uma constante 
Encontre todas as cargas de polarizagao e verifique se sua soma total e zero. 

Problema 4.32 Uma carga pontual q esta embutida no centro de uma esfera de material dieletrico linear (com suscetibilidade v e e 
ram A). Encontre o campo eletnco, a polarizagao e as densidades p v e o p das cargas de polarizagao. Qual e a carga de polarizagao 
total na superfi'cie? Onde esta localizada a carga de polarizagao negativa de compensagao? 

Problema 4.33 Na interface entre um dieletrico linear e outro, as linhas do campo eletrico se dobram (veja a Figura 4.34). Mostre 

tgfo/tgtfi = 62 /ei, (4.68) 

assumindo que nao haja carga livre no contorno. [Comentdrio: a Equagao 4.68 lernbra a lei de Snell na otica. Uma ‘lente’ convexa 
de material dieletrico teria a tendencia de ‘focar’ ou ‘desfocar’ o campo eletrico?] 
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Problema 4.34 Um dipolo pontual p esta embutido no centra de uma esfera de material dieletrico linear (com raio R e constante 
dieletrica e r ). Encontre o potencial eletrico dentro e fora da esfera. 

„3 , 


Resposta: 


pcosu 
47r er 2 


1 + 2 


i) 


R 3 (e r + 2) 


(r < R); 


pcos8 
47 re 0 r 2 V e r + 2 


*).(»•> R) 


Problema 4.35 Prove o seguinte teorema de unicidade: um volume V content uma distribui 9 ao de carga livre especificada e varios 
peda 5 os de material dieletrico linear, sendo a suscetibilidade de cada um deles dada. Se o potencial for especificado nos contornos 5 

de V (V - 0 no infinite seria adequado), entao o potencial em V inteiro sera univocamente determinado. [Dicer integre V • flADi'l 
sobre V.] v ’ 

Problema 4.36 Uma esfera condutora com potencial U 0 esta embutida pela metade em material dieletrico linear de suscetibilidade 

Xe, que ocupa a regiao z <0 (Figura 4.35). Alegagao: o potencial em toda parte e exatamente o mesmo que seria na ausencia do 
dieletrico! Verifique esta alegagao como se segue: 

(a) Escreva a formula para o potencial proposto V(r), em termos de V 0 , R e r. Use-o para determinar o campo, a polarizacao a 
carga de polarizacao e a distribuigao de carga livre na esfera. 

(b) Mostre que a configura 9 ao de carga total de fato produziria o potencial V(r). 

(c) Recorra ao teorema de unicidade do Problema 4.35 para completar o argumento. 

(d) Voce poderia resolver as configurates da Figura 4.36 com o mesmo potencial? Se nao, explique por que. 

Problema 4.37 Segundo a Equa 9 ao 4.5, a for 5 a em um unico dipolo e (p • V)E, de forma que a for 9 a Uquida em um objeto dieletrico 

F = J (P • V)E e xtdr. ( 4 . 69 ) 

[Aqui Eext _6 o campo de tudo, exceto o dieletrico. Voce pode pressupor que nao importaria se usasse o campo total, afinal, o 
dieletrico nao pode exercer for 9 a sobre si mesmo. No entanto, como o campo do dieletrico e descontmuo no local de qualquer carga 
superficial, a denvada introduz uma fungao delta espuria e voce tern de acrescentar um termo de superffeie para compensacao, ou 
(melhor) ficar com E ex t, que nao sofre descontinuidade.] Use a Equa^ao 4.69 para determinar a fo^a sobre uma esfera miniiscula 
de raio R, composta de material dieletrico linear de suscetibilidade Xe, que esta situada a uma distancia 5 de um fio fino que possui 
uma densidade linear de carga uniforme A. 


Problema 4.38 Em um dieletrico linear, a polariza 9 ao € proporcional ao campo: P = e oXe E. Se o material consiste de atomos (ou 
de moleculas nao polares), o momento de dipolo induzido de cada um e da mesma forma proporcional ao campo p = aE Perguntcr 
qual a rela^o entre polarizabilidade atomica a e a suscetibilidade Xe? 

Como P (o momento de dipolo por unidade de volume) e p (o momento de dipolo por atomo) vezes N (o numero de atomos por 
unidade de volume), P = Np — A^aE, a tendencia inicial e dizer que 



Figura 4.35 


Figura 4.36 
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T 


E, de fato, isso nao esta tao errado se a densidade for baixa. Mas um exame mais de perto revela um problema sutil, ja que o campo E 
na Equagao 4.30 e o campo total macroscopico no meio, enquanto o campo na Equagao 4.16 devido a tudo, exceto o atomo particular 
que esta sendo considerado (a polarizabilidade foi definida para um atomo isolado sujeito a um campo externo especifico); chame 
este campo de E dosoull . os . Imagine que o espago alocado para cada atomo e uma esfera de raio R, e mostre que 



dos outros * 


(4.71) 


Use isso para concluir que 


ou 


Na/e o 
1 - Na/3e o ’ 




(4.72) 


A Equa9ao 4.72 e conhecida como a Formula de Clausius-Mossotti, ou, na sua aplicagao em otica, equagao de Lorentz-Lorenz. 

Problema 4.39 Verifique a relagao de Clausius-Mossotti (Equagao 4.72) para os gases listados na Tabela 4. 1 . (As constantes diele- 
tncas sao dadas na Tabela 4.2.) (As densidades aqui sao tao pequenas que as Equagoes 4.70 e 4.72 sao indistingui'veis. Para dados 
experimentais que confirmam o termo de corregao de Clausius-Mossotti consulte, por exemplo, a primeira edigao de Electricity and 
Magnetism, de Purcell, Problema 9.28.) 14 


Problema 4.40 A equagao de Clausius-Mossotti (Problema 4.38) lhe diz como calcular a suscetibilidade de uma substancia nao 
polar, em termos da polarizabilidade atomica a. A equagao de Langevin lhe diz como calcular a suscetibilidade de uma substancia 
polar, em termos de momento de dipolo molecular permanente p. Eis como funciona: 

(a) A energia de um dipolo em um campo externo E e u = -p • E (Equagao 4.6); seu alcance e de -pE a +pE, dependendo da 
diregao. A mecanica estatfstica diz que para um material em equilibrio a uma temperatura absoluta T, a probabilidade de uma dada 
molecula ter energia u e proporcional ao fator de Boltzmann, 

exp(-u/A:T). 

A energia media dos dipolos e, portanto, 

f ue~^ kT Uu 
<u > = lj , 

e~^ kT Uu 

onde as integrais vao de -pE a +pE. Use isso para mostrar que a polarizagao de uma substancia contendo N moleculas por unidade 
de volume e 

P = Np[coth(pE/kT) - (kT/pE)}. (4 73) 

Essa e a formula de Langevin. Desenhe P/Np como uma fungao de pE/kT. 

(b) Observe que para campos grandes/temperaturas baixas, virtualmente todas as moleculas estao alinhadas e 0 material 6 nao linear 
Normalmente, no entanto, kT e muito maior que pE. Mostre que nesse regime, o material 6 linear, e calcule sua suscetibilidade, em 
termos de N, p, T tk. Calcule a suscetibilidade da agua a 20° C, e compare ao valor experimental da Tabela 4.2. (O momento de 
dipolo da agua e 6, 1 x 1(T 30 C-m.) A discrepancy 6 grande porque mais uma vez negligenciamos a distingao entre E e E dos outros . 
A concordance 6 melhor em gases de baixa densidade, para os quais a diferenga entre E e E dosoutros e desprezfvel. Experimente 
para o vapor d’agua a 100° C e 1 atm. 


14. E. M. Purcell, Electricity and Magnetism (Berkeley Physics Course, Vol. 2), (New York: McGraw-Hill, 1963). 
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Magnetostatica 


5.1 Lei de for^a de Lorentz 

5.1.1 Campos magneticos 

Lembre-se do problema basico da eletrodinamica classical temos uma serie de cargas q L , q 2 , <73, . . . (as cargas ‘fontes’), 
e queremos calcular a for?a que elas exercem em alguma outra carga Q (a carga de ‘prova’). (Veja a Figura 5.1.) Segundo 
0 princi'pio da superposiyao, basta encontrar a for?a de uma unica carga fonte — 0 total sera a soma vetorial de todas as 
formas individuals. Ate agora, restringimos nossa atemjao ao caso mais simples, a eletrostdtica, na qual a carga fonte esta em 
repouso (embora a carga de prova nao tenha necessariamente que estar). Chegou a hora de considerar as for?as entre cargas 
em movimento. 

Para lhe dar uma ideia do que 0 aguarda, imagine que foi montada a seguinte demonstragao: dois fios estao pendurados a 
partir do teto, a poucos centfmetros urn do outro; quando ligamos uma corrente, de forma que suba por urn dos fios e des?a 
pelo outro, os fios se afastam, de repente — eles evidentemente se repelem (Figura 5 . 2 (a)). Como voce explica isso? Bern, 
talvez voce suponha que a bateria (ou seja, 0 que for que conduz a corrente) esta carregando ofioe que a for?a e simplesmente 
devida a repulsao eletrica de cargas iguais. Mas esta explicagao esta incorreta. Se eu mantivesse uma carga de prova proxima 





*q 2 • 

Cargas fontes Carga de prova 



(a) Correntes em sentidos 
opostos se repelem. 



(b) Correntes no mesmo 
sentido se atraem. 


Figura 5.1 


Figura 5.2 
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a esses fios, nao haveria qualquer for 9 a sobre ela, ja que os fios sao, de fato, eletricamente neutros. (E verdade que eletrons 
estao fluindo pelo fio uma corrente e isso — mas existem tantas cargas estacionarias positivas quanto cargas negativas 
em movimento em qualquer segmento dado.) Alem disso, eu poderia montar minha demonstra 9 ao de forma que a corrente 
passasse por ambos os fios (Figura 5.2(b)); neste caso, elas se atraem. 

Seja qual for a for 9 a que responde pela atra 9 ao de correntes paralelas e pela repulsao de correntes antiparalelas (em 
sentidos opostos), ela nao e de natureza eletrostatica. E nosso primeiro encontro com uma for 9 a magnetica. Enquanto uma 
carga estacionaria produz somente urn campo eletrico E no espa9o a sua volta, uma carga em movimento gera, tambem, urn 
campo magnetico B. Inclusive, os campos magneticos sao muito mais faceis de serem detectados na pratica — voce so precisa 
de uma bussola. Como esses dispositivos funcionam e irrelevante no momento; basta saber que a agulha aponta na dire 9 ao 
do campo magnetico local. Normalmente, isso significa o norte, em resposta ao campo magnetico da Term, mas em urn 
laboratorio, onde os campos ti'picos podem ser centenas de vezes mais fortes que isso, a bussola indica a dire 9 ao do campo 
magnetico que estiver presente. 

Agora, se voce colocar uma bussola pequena nas proximidades de urn fio condutor de corrente, rapidamente ira descobrir 
algo bastante peculiar: o campo nao aponta em diregao ao fio, ou afastando-se dele, mas de fato, circula em torno do fio 
Inclusive, se voce segurar o fio com a mao direita — com o polegar no sentido da corrente — seus dedos irao se dobrar na 
dire 9 ao do campo magnetico (Figura 5.3). Como pode esse campo levar a uma for 9 a de atra 5 ao sobre uma corrente paralela 
proxima? No segundo fio, o campo magnetico aponta para dentro da pdgina (Figura 5.4), a velocidade das cargas e para 
cima, e, mesmo assim, a for 9 a resultante e para a esquerda. Sera preciso uma lei estranha para explicar essas dire9oes! 
Apresentaremos essa lei na proxima se 9 §o. Mais adiante, na Se 9 ao 5.2, voltaremos ao que e logicamente a pergunta inicial: 
como se calcula o campo magnetico do primeiro fio? 



v 



Fio 1 Fio 2 


Figura 5.4 


5.1.2 Forgas magneticas 

Pode ter lhe ocorrido que a combina 9 ao das dire 9 oes na Figura 5.4 e perfeita para urn produto vetorial. De fato, a for 9 a 
magnetica de uma carga Q, movendo-se com velocidade v em um campo magnetico B, e 1 


Fmag = <?(v X B). 


(5.1) 


Esta e a chamada lei de forga de Lorentz. Na presen 9 a de ambos, campos eletricos e magneticos, a forca h'quida sobre Q 
seria ^ 

F = <5[E + (v x B)]. (5.2) 

Nao vou fingir que deduzimos a Equa 9 ao 5.1, e claro; ela e um axioma fundamental da teoria, cuja justifica 9 ao encontra-se 
em expenmentos como o descrito na Se 9 ao 5.1.1. Nossa principal tarefa daqui por diante sera calcular o campo magnetico B 
(e, alias, tambem o campo eletrico E, ja que as regras sao mais complicadas quando as cargas fontes estao em movimento) 
Mas antes de prosseguirmos, vale a pena analisar a propria lei de for 5 a de Lorentz; e uma lei peculiar e leva a algumas 
trajetorias de partlcula realmente bizarras. 


1 . Como F e v sao vetores, B e na realidade um pseudovetor. 
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Exemplo 5.1 


Movimento ciclotronico 

Omovimento arquetfpico de uma part.cula carregada em movimento, em urn campo magnetico, e circular, com a forca maenetica 
produzmdo a acelera ? ao centnpeta. Na Figura 5.5, urn campo magnetico uniforme aponta para dentro da pagina- se a cLa 0 
movimenta-se no sentido ant.-horario, com velocidade v, em torno de urn c.'rculo de raio R, a forca magnetic'! S n\ nonH J Q 
centro, e tern uma magnitude fixa (QvB) exata para sustentar o movimento circular uniforme: <P ° l mo 


QvB — rn—, ou p=QBR, 


(5.3) 


onde m e a particula de massa ep = mv6 o seu momenta. A Equa 9 ao 5.3 e conhecida como formula de c.'clotron porque descreve 
o movtmento de uma part.cula em urn c.'clotron - o primeiro entre os aceleradores de partfculas modernos sZTZbt Z 

conhec d XPenm H nt Slm a Para enC ° mrar ° m0ment ° dC Uma partfcula: envid - la atrav ® s de uma regiao com urn campo magnetico 
conhecido e med.r o ra.o da sua trajetoria circular. Este e, inclus.ve, o padrao para se determinar o momenta de partfculas elements 

A propos.to, assumi que a carga se movimenta em urn piano perpendicular a B. Se ela tern inicialmente alguma velocidade paralela 
B, esse componente do movimento nao e afetado pelo campo magnetico e o movimento da part.cula 6 helicoidal (Figure 5 6) 0 
ra.o contmua sendo dado pe.a Equagao 5.3, mas a velocidade em questao, agora, e o componente pe^endicl 1 B, vT 



B 



Figura 5.6 


Exemplo 5.2 


Movimento cicloide 

Uma trajetona mais exotica ocorre se incluirmos urn campo eletrico uniforme formando urn angulo reto com o campo magnetico 
■L "" ‘" r "“ ” E “ di,e '“ 1 m0S,r * * 1 5-’ ■ PatM, em repouso « liberada 

Solu ? ao: vamos primeiro raciocinar qualitativamente. Inicialmente a particula esta em reoouso He form-, t , . , 

Z2 rr "t? ,ceiera a carsa na ^ «• A — «- * 

segundo a Equa 9 ao 5.1, puxa a carga para a direita. Quanto ma.or a velocidade mais forte F se J 11 desenvol ve e, 

• r iah em * A -a altura, a carga ea.a se ttSo cZt ft ZZ' tttt 

comet, a desac.lerar - a forca magaelica, enljo, diminui e a forca elerrica pass, a pm.alecer, Iracendo a carga ao reoouso no pot 
a da Figura 5.7. All, o processo re.mcia levando a particula ao ponto 6, e assim sucessivamente. P 



Figura 5.7 
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Agora, vamos analisar quantitativamente. Como nao ha for9a na diregao *, a posigao da particula em qualquer momento t pode 
ser descrita pelo vetor (0, y (£), z(t))\ a velocidade e, portanto, 


V = (0 ,y,z). 


onde os pontos indicam derivadas temporais. Assim, 


v x B 


x y z 
0 y z 
B 0 0 


Bzy-By z, 


e entao, aplicando-se a segunda lei de Newton, 

F = Q( E + v x B) — Q(E z + Bzy - Byz) — ma = m(yy + zz). 

Ou, tratando os componentes yez separadamente, 

QBz — my , QE ~ QBy = mz. 


Por convenience, consideremos que 


_ QB 


m 


(5.4) 


(Esta e a frequencia ciclotronica, na qual a particula revolveria na ausencia de qualquer campo eletrico.) Entao, as equa9oes de 
movimento tomam a forma 


y — u>z, 


z — u 


(!-*)■ 


Sua solu9ao geral 2 e 


y(t) — Cicosut-\-C2senut-^(E/B)t-\-Cs ) 
z(t) — C2 coscut — Ci senut + C4. 


(5.5) 


(5.6) 


Mas a particula congou em repouso (y(0) = z( 0) - 0), na origem (y( 0) = 2(0) = 0); estas quatro cond^oes determinam as 
constantes Ci, C2, C3 e Gc 

E E 

y(t) = — (t ot - senwt), z(t) = — (1 - cos ut). (5.7) 

U)B ljB 

Nesta forma, a resposta nao e terrivelmente esclarecedora, mas se considerarmos 


R = 


uB' 


e eliminarmos os senos e cossenos explorando a identidade trigonometrica sen 2 ut 4 - cos 2 wt = 1 , constatamos que 

(y - Rut ) 2 + {z- R ) 2 = R 2 . 


(5.8) 


(5.9) 


Esta 6 a formula para um circulo, de raio R, cujo centra (0, Rut, R ) viaja na dire§ao y a uma velocidade constante, 


v = u>R = 


E 

S' 


(5.10) 


A particula movimenta-se como se fosse um ponto na beirada de uma roda, rolando pelo eixo y a velocidade v. A curva gcrada dessa 
forma chama-se cicloide. Observe que o movimento como um todo (ou lfquido resultante) nao segue na dire?ao de E, como voce 
poderia supor, mas e perpendicular a ele. 


Uma caracterfstica da lei de for§a magnetica (Equa?ao 5.1) merece aten?ao especial: 

Formas magneticas nao realizam trabalho. 

Pois se Q movimenta uma quantidade dl = v dt , o trabalho realizado e 

dlFmag = F mag • dl = Q(v x B) ■ v dt = 0. (5.1 1) 

Isso ocorre porque (v x B) e perpendicular a v, e entao (v x B) • v = 0. Formas magneticas podem alterar a diregdo em 
que uma particula se movimenta, mas nao podem acelera-la ou desacelera-la. O fato de que as formas magneticas nao realizam 
trabalho e uma consequencia elementar e direta da lei de for?a de Lorentz, mas ha muitas situagoes em que ela parece tao 
manifestamente falsa que nossa confianga tende a fraquejar. Quando um guincho magnetico ergue uma carcaga de carro em 


2. Como equa 9 oes diferenciais acopladas, elas sao facilmente resolvidas, diferenciando-se a primeira e usando a segunda para eliminar z. 
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um ferro velho, por exemplo, alguma coisa esta, obviamente, realizando um trabalho e parece irracional negar que a forca 
magnetica e a responsavel. Bern, irracional ou nao, temos de negar e pode ser uma questao sutil descobrir qual agente e 
merecedor do credito nessas circunstancias. You lhe mostrar varios exemplos a medida que avan?armos. 


Problema 5.1 Uma partfcula de carga q entra em uma regiao de campo magnetico uniforme B (apontando para dentro da paginal 
0 campo deflete a partfcula uma distancia d acima da linha de trajeto original, como mostra a Figura 5.8. A carga e positiva ou 
negativa? Em termos de a,d,Be q, encontre o momento da partfcula. 

Problema 5.2 Encontre e desenhe a trajet6ria da partfcula do Exemplo 5.2, se ela parte da origem, com velocidade 

(a) v(0) = (E/ B)y, 

(b) v(O) — (E/2B)y, 

(c) v(0) = (E/B)(y + z). 

Problema 5.3 Em 1897 J. J. Thomson ‘descobriu’ o eletron medindo a razao carga-por-massa de uma partfcula de ‘raios catodicos’ 
(na realidade, feixe de eletrons, com carga q e massa m ) como se segue: 

(a) Primeiro ele passou o feixe atraves de campos cruzados E e B (mutuamente perpendiculares e ambos perpendiculares ao feixe) 
e foi ajustando o campo eletrico ate atingir deflexao zero. Qual seria, entao, a velocidade das particulas (em termos de E e B)1 

(b) Ele, entao, deshgou o campo eletrico e mediu o raio de curvatura, R, do feixe, sujeito apenas a deflexao do campo magnetico. 
Em termos de E, B e R, qual a razao entre carga e massa ( q/m ) das particulas? 



5.1.3 Correntes 

A corrente em um fio e a carga por unidade de tempo que passa por um determinado ponto. Por definicao, cargas 
negativas movendo-se para a esquerda contam o mesmo que cargas positivas movendo-se para a direita. Isso convenientemente 
reflete o fato fisico de que quase todos os fenomenos que envolvem cargas em movimento dependent do produto de carga e 
velocidade - se alterar o sinal de q e v, a resposta sera a mesma, de forma que nao importa quais voce tern. (A lei de forca 
de Lorentz e um exemplo caracterfstico; o efeito Hall (Problema 5.39) e uma exce ? ao notoria.) Na pratica, sao normalmente 
os eletrons com carga negativa que se movimentam - na dire ? ao oposta a da corrente eletrica. Para evitar as complicacoes 
trivia's 9 ue 1SS0 acarreta, frequentemente farei de conta que sao as cargas positivas que se movimentam, como, de fato durante 
um seculo todos assumiram que ocorresse, depois que Benjamin Franklin estabeleceu sua infeliz convencao 3 Correntes sao 
medidas em coulombs por segundo, ou amperes ( A) : 


1 A — 1 C/s. (5.12) 

Uma linha de carga com densidade A passando por um fio a velocidade v (Figura 5.9) constitui uma corrente 

I = Xv > (5.13) 

porque um segmento de comprimento vAt, com uma carga XvAt, passa por um ponto P em um intervalo de tempo At Uma 
corrente e, de fato, um vetor: 


3 . 


Se chamassemos o eletron de positivo e o proton de negativo, o problema nao existiria. 
hastes de vidro, a escolha foi completamente arbitraria. 


No contexto das experiencias de Franklin com pelos de gato e 
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Como o trajeto do fluxo e ditado pelo formato do fio, a maioria das pessoas nao se preocupa em exibir o carater vetorial 
de I explicitamente, mas quando se trata de correntes superficiais e volumetricas, nao podemos nos dar ao luxo de ser tao 
informais e, para o bem da coerencia de nota?ao, e uma boa ideia reconhecer isso desde o imcio. Um fio neutro contem, e 
claro, tanto cargas positivas estacionarias quanto cargas negativas moveis. As primeiras nao contribuem para a corrente — a 
densidade de carga A na Equa 9 §o 5.13 refere-se apenas as cargas moveis. Na situa?ao incomum em que ambos os tipos se 
movimentam.I = A + v + + A_v_. 

A ftmja magnetica em um segmento de fio pelo qual passa uma corrente e, evidentemente, 


mag 


= (vxB )dq= /(v 


B)A dl = J{ I 


B )dl. 


(5.15) 


Na medida em que I e dl apontam ambas na mesma dire 9 ao, podemos tambem escrever a expressao da seguinte forma: 


F mag = / / (dl x B). 


(5.16) 


Tipicamente, a corrente e constante (em magnitude) ao longo do fio e, nesse caso, / sai da integral: 

F mag = 1 1 {dl X B). 


(5.17) 


Exemplo 5.3 


Um circuito de fio, de forma retangular, sustentando uma massa m, esta pendurado na vertical, com um dos lados em um campo 
magnetico B, que aponta para dentro da pagina na regiao sombreada da Figura 5.10. Para que corrente /, no circuito, a for^a magnetica 
para cima equilibraria exatamente a for^a gravitacional para baixo? 

Solu^ao: antes de mais nada, a corrente deve circular no sentido horario para que (I x B) no segmento horizontal aponte para cima. 
A for^a e 

Fmag — IBa , 


onde aea largura do circuito. (As formas magneticas nos dois segmentos verticais se cancelam.) Para que F mag equilibre o peso 
(mg), temos, portanto, de ter 

■ mu 

(5.18) 


j = mg 
Ba 


0 peso fica simplesmente pendurado , suspenso em pleno ar! 


0 que acontecera se agora aumentarmos a corrente? A for^a magnetica para cima, entao, ira exceder a for^a da gravidade, para baixo, 
e o circuito ira subir, erguendo o peso. Alguem esta fazendo o trabalho e com certeza parece que a for 9 a magnetica e a responsavel. 
De fato, pode-se cair na tenta^ao de escrever 

Wrnag — FmagF = I Bah, (5.19) 



Figura 5.10 
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onde he a distancia que o circuito sobe. Mas sabemos que as forgas magneticas nunca realizam o trabalho. O que esta acontecendo 
aqui? 

Bern, quando o circuito comega a subir, as cargas no fio nao estao mais se movendo horizontalmente — sua velocidade adquire um 
componente para cima u, a velocidade do circuito (Figura 5.11), alem do componente horizontal w associado a corrente (J = Au>). 
A forga magnetica, que e sempre perpendicular h velocidade, nao aponta mais diretamente para cima, mas inclina-se para tras. Ela 
fica perpendicular ao deslocamento liquido da carga (que esta na diregao de v), e, portanto, nao realiza qualquer trabalho sobre q. 
Ela tern um componente vertical (qwB)\ de fato, a forga vertical ltquida sobre toda a carga (Aa) no segmento superior do circuito e 

Evert = A awB = I Ba (5.20) 

(como antes); mas agora tern tambem um componente horizontal ( quB ), que se opoe ao fluxo da corrente. Seja quern for que esteja 
encarregado de manter a corrente, portanto, tern agora de empurrar as cargas adiante, contra o componente da forga magnetica que 
aponta para tr&s. 

A forga horizontal total no segmento superior e, evidentemente, 


Ehoriz = XauB. (5.21) 

No tempo dt as cargas percorrem uma distancia (horizontal) w dt, de forma que o trabalho realizado por esse agente (presumivelmente 
uma bateria ou gerador) e 

^bateria — XaB / uw dt = I Bah, 

que e precisamente o que nos, ingenuamente, atribuimos a forga magnetica na Equagao 5.19. Foi realizado trabalho nesse processo? 
Certamente! Quern o realizoul A bateria! Qual foi, entao, o papel da forga magnetica? Bern, ela redirecionou a forga horizontal da 
bateria para o movimento vertical do circuito e do peso. 

Talvez ajude se fizermos uma analogia mecanica. Imagine que voce esta deslizando uma caixa, na subida de uma rampa sem atrito, 
empurrando-a horizontalmente com um esfregao (Figura 5.12). A forga normal (N) nao realiza qualquer trabalho, porque e perpen- 
dicular ao deslocamento. Mas ela tern um componente vertical (que e o que de fato ergue a caixa), e um componente horizontal (para 
tras) (que voce tern de veneer, empurrando com o esfregao). Quern esta fazendo o trabalho aqui? Voce esta, e obvio — e, no entanto, 
a sua forga (que e puramente horizontal) nao e (pelo menos nao diretamente) o que ergue a caixa. A forga normal desempenha esse 
mesmo papel passivo (porem crftico) que a forga magnetica exerce no Exemplo 5.3: embora ela mesma nao realize qualquer trabalho, 
ela redireciona o esforgo do agente ativo (voce ou a bateria, conforme o caso), de horizontal para vertical. 


quB 



Figura 5.11 



Figura 5.12 


Quando uma carga flui por uma superficie, ela e descrita pela densidade superficial de corrente, K, definida da seguinte 
forma: considere uma ‘fita’ de largura infinitesimal dl±, disposta paralela ao fluxo (Figura 5. 1 3). Se a corrente nessa fita e dl, 
a densidade superficial de corrente e 



(5.22) 


Em palavras, K e a corrente por unidade da largura-perpendicular-ao-fluxo. Particularmente, se a densidade de carga 
superficial (movel) e o e sua velocidade e v, entao 

K = (5.23) 

Em getal, K varia de ponto a ponto sobre a superficie, refletindo variagoes em o e/ou v. A forga magnetica sobre a corrente 
superficial e 

F mag = /(V x B )oda - j { K x B )da. (5.24) 

Advertencia. assim como E sofre uma descontinuidade em uma distribuigao superficial de carga, B tambem e descontfnuo em 
uma corrente superficial. Na Equagao 5.24, voce deve ter o cuidado de usar o campo medio, como fizemos na Segao 2.5.3. 
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Figura 5.13 


Quando o fluxo da carga e distribufdo em uma regiao tridimensional, n6s o descrevemos como densidade volumetrica de 
corrente, J, definida como se segue: considere urn ‘tubo’ de segao transversal infinitesimal da ±, disposto paralelamente ao 
fluxo (Figura 5.14). Se a corrente no tubo e c/1, a densidade volumetrica de corrente e 


J = 


<a 

da_ i ' 


(5.25) 


Em palavras, J 6 a corrente por unidade de drea-perpendicular-ao-fluxo. Se a densidade volumetrica de carga (movel) e 
p e sua velocidade e v, entao 

J = P v - (5.26) 

A forga magnetica em uma corrente volumetrica e, entao, 


mag 


= /(v x B )pdr = J (J X B) dr. 


(5.27) 



Exemplo 5.4 


(a) Uma corrente I esta uniformemente distribuida em urn fio de corte transversal com raio a (Figura 5.15). Encontre a densidade 
volumetrica de corrente J. 


Solu^ao: a area-perpendicular-ao-fluxo e 7ra 2 , entao 



Essa foi facil porque a densidade de corrente era uniforme. 

(b) Suponha que a densidade de corrente no fio e proporcional a distancia do eixo, 

J = ks 



Figura 5.15 
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(para uma constante k). Encontre a corrente total no fio. 

Solugao: como J varia com s, temos de integrar a Equagao 5.25. A corrente na area sombreada (Figura 5.16) e Jda j., e da ± = 
s ds d(f>. Portanto, 

1= J (ks)(sdsd(j>) = 2nk J s 2 ds — . 



Segundo a Equagao 5.25, a corrente que atravessa a superffcie S pode ser escrita como 

I = / Jda x = / J • da. (5.28) 

ds ds 

(O produto escalar serve impecavelmente para identificar o componente apropriado de da.) Enfim, a carga total por 
unidade de tempo que sai de um volume V e 


j) J • da = 



dr. 


Como a carga e conservada, o que flui pela superffcie vem a custa do que sobra no interior: 



dr. 


(0 sinal negativo reflete o fato de que um fluxo para fora diminui a carga restante em V.) Como isso se aplica a qualquer 
volume, conclufmos que 


V • J = - 


dp 

df 


(5.29) 


Esta e a expressao matematica precisa da conservagao de carga local; e chamada de equagao de continuidade. 

Para referenda futura, resumiremos o 'dicionario' que implicitamente desenvolvemos para traduzir equagoes nas formas 
adequadas para correntes pontuais, lineares, superficiais e volumetricas: 


X]( )g*Vi~ f ( )I dl~ f ( )K da~ f ( )J dr. (5.30) 

j— i */linha J superficial ./volume 


Essa correspondence, que e analoga aq ~ Xdl ~ a da ~ p dr para as varias distribuifoes de carga, gera as equa?oes 5.15, 
5.24 e 5.27 a partir da lei de forfa de Lorentz original (5.1). 


Problema 5.4 Suponha que o campo magnetico em uma determinada regiao tern a forma 


B — kz x 


(onde h e uma constante). Encontre a for^a em um circuito quadrado (de lado ci), que esta no piano yz e centrado na origem, se ele 
tern uma corrente /, que flui no sentido anti-horario quando se olha de cima do eixo x. 
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Problema 5.5 Uma corrente I flui por um fio de raio a . 

(a) Se ela estiver distribuida uniformemente sobre a superficie, qual e a densidade superficial de corrente K1 

(b) Se ela estiver distribuida de forma que a corrente volumetrica seja inversamente proporcional a distancia do eixo, quanto vale J? 

Problema 5.6 (a) Um disco fonografico tern uma densidade uniforme de ‘eletricidade estatica’ a. Se sua rota^ao for na velocidade 
angular qual sera a densidade superficial de corrente K a uma distancia r do centro? 

(b) Uma esfera solida uniformemente carregada, de raio R e carga total Q, esta centrada na origem e girando a uma velocidade 
angular constante oj em torno do eixo z. Encontre a densidade de corrente J em qualquer ponto (r, 0, </>) dentro da esfera. 

Problema 5.7 Para uma configura^ao de cargas e correntes confinadas dentro de um volume V, mostre que 

/ J dr = dp/dt, 

Jv 

onde peo momento de dipolo total. [Dica: calcule J y V • (xJ) dr.] 


5.2 Lei de Biot-Savart 

5.2.1 Correntes estacionarias 

Cargos estacionarias produzem campos eletricos que sao constantes no tempo; dai o termo eletrostatica . 4 Correntes 
estacionarias produzem campos magneticos que sao constantes no tempo; a teoria das correntes estacionarias chama-se mag- 
netostatica. 

Cargas estacionarias =» campos eletricos constantes: eletrostatica. 

Correntes estacionarias =► campos magneticos constantes: magnetostatica. 

Por corrente estacionaria quero dizer um fluxo contfnuo que existe desde sempre, sem alteragoes e sem acumulo de carga 
em lugar algum. (Pessoalmente acho que o termo ‘corrente estacionaria’ e uma contradigao.) E claro que na pratica nao existe 
uma corrente verdadeiramente estacionaria, como nao existe uma carga verdadeiramente estacionaria. Neste sentido, tanto 
a eletrostatica quanto a magnetostatica descrevem mundos artificiais que existem apenas nos compendios. No entanto, elas 
representam aproximagoes adequadas, desde que as flutuagoes, de fato, sejam razoavelmente lentas; inclusive, para a maior 
parte das finalidades, a magnetostatica se aplica muito bem as correntes domesticas que se alternam 60 vezes por segundo! 

Observe que uma carga pontual em movimento nao pode, de forma alguma, constituir uma corrente estacionaria. Se ela 
esta aqui em um instante, no outro ja nao esta mais. Isso pode parecer sem importancia, mas e uma dor de cabega enorme 
para mim. Desenvolvi cada topico de eletrostatica comegando com o caso simples de uma carga pontual em repouso; depois, 
generalizei uma distribuigao arbitraria de carga, recorrendo ao princfpio da superposigao. Essa abordagem nao esta dispom'vel 
para nos na magnetostatica, ja que, para infcio de conversa, uma carga pontual movel nao produz um campo estatico. Somos 
forgados a tratar, desde o infcio, com as distribuigoes de correntes estendidas e, consequentemente, os argumentos tendem a 
ser mais complicados. 

Quando uma corrente estacionaria flui por um fio, sua magnitude I deve ser a mesma ao longo de todo o fio; caso 
contrario, a carga estaria se acumulando em algum lugar e a corrente nao seria estacionaria. Da mesma forma, dp/dt = 0 em 
magnetostatica e, portanto, a equagao de continuidade (5.29) torna-se 

V-J = 0. (5.31) 

5.2.2 0 campo magnetico de uma corrente estacionaria 

O campo magnetico de uma linha de corrente estacionaria e dado pela lei de Biot-Savart: 



(5.32) 


4. Na realidade, nao e necessario que as cargas sejam estacionarias, mas que a densidade de carga em cada ponto seja constante. Por exemplo, a esfera do 
Problema 5.6b produz um campo eletrostatico l/47reo(Q/r >2 )r, mesmo que esteja girando, porque p nao depende de t. 
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A integrafao e ao longo do caminho da corrente, na dire^ao do fluxo; d\ f e um elemento de comprimento ao longo do fio 

e 4, como sempre, e o vetorda origem ate o ponto r (Figura 5.17). A constante ho 6 a chamada permeabilidade do espaco 
livre. 

Ho = 47r x 1(T 7 N/A 2 . (5 33 ) 

Essas unidades estao de tal forma que o proprio B e dado em newtons por ampere-metro (como requer a lei de forca de 
Lorentz), ou teslas (T): 6 

1 T = 1 N/(A ■ m). (5 .34) 

Como ponto initial da magnetostatica, a lei de Biot-Savart tern um papel analogo ao da lei de Coulomb na eletrostatica. 
De fato, a dependencia 1 /n? e comum a ambas as leis. 



Exemplo 5.5 


Encontre o campo magnetico a uma distancia s de um fio longo e reto pelo qual passa uma corrente estacionaria I (Figura 5,18). 
Solu^ao: no diagrama (dl' x S) aponta para fora da pagina e tern a magnitude 

dl' sen a — dl' cos 0. 


Tambem, l' = .s tg 0, portanto 
e s = n. cos 9 , entao 

Assim 



(5.35) 



Figura 5.18 


5 coulotr’ nilmer ° exat0 ’ 6 " 5 ° Uma C0nstante empfrica ' Ela serve l atrav es da Equa f ao 5.37) para definir o ampere, e o ampere, por sua vez, define o 

6 Eoral 8 uma razao > neste caso exclusivo, a unidade cgs (o gauss) e mais comumente usada do que a unidade SI: 1 tesla = 10 4 gauss. O campo magndtico 
da Terra e de cerca de meio gauss; um campo magnetico de laboratorio razoavelmente forte e de, digamos, 10.000 gauss. 
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A Equa^ao 5.35 da o campo de qualquer segmento reto de fio, em termos dos angulos inicial e final (h e 62 (Figura 5.19). E claro 
que um segmento finito por si mesmo jamais conseguiria manter uma corrente estacionaria (para onde a carga iria quando chegasse 
ao fim?), mas ele pode ser um pedago de um circuito t'echado, e a Equa?ao 5.35 representaria, entao, a sua contribuinao para 0 campo 
total. No caso de um fio infinito, 9\ = -n/2 e0 2 = n/2, de forma que obtemos 


I ^ 

27TS 


(5.36) 


Observe que 0 campo e inversamente proporcional a distancia a partir do fio — como 0 campo eletrico de uma linha infinita de carga. 
Na regiao abaixo do fio, B aponta para dentro da pagina e, em geral, ‘circula em tomo’ do fio, em concordance com a regra da mao 
direita apresentada anteriormente (Figura 5.3). 

Como aplica?ao, vamos encontrar a for?a de atra?ao entre dois fios longos e paralelos a uma distancia d um do outro, pelos quais 
passam as correntes 7i e h (Figura 5.20). 0 campo em (2) devido a (1 ) e 


B = 


2 nd ’ 


e ele aponta para dentro da pagina. A lei de forga de Lorentz (na forma apropriada para linhas de corrente, Equa?ao 5.17) preve uma 
fonja dirigida para (1), de magnitude 

A for?a total, como seria de se esperar, e infinita, mas a forga por unidade de comprimento e 


, _ po /1/2 
2 n d 


(5.37) 


Se as correntes tiverem sentidos contrarios (uma subindo e outra descendo), a for^a sera repulsiva — 0 que tambem e consistente 
com as observances qualitativas da Senao 5.1.1. 



( 1 ) ( 2 ) 

Figura 5.20 


Exemplo 5.6 

Encontre o campo magnetico a uma distancia 2 acima do centra de um circuito circular de raio R, pelo qual passa uma corrente 
estacionaria I (Figura 5.21). 



Figura 5.21 
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S 0 IU 9 S 0 : o campo dB atribufdo ao segmento d\' aponta conform® esta mostrado. A medida que integramos dl' era torno do circuito, 
dB varre urn cone. Os componentes horizontais se cancelam e os componentes verticais se combinam resultando em 

B(z) = ^-I [ %cos6. 

47 r J n, 1 

(Observe que dl' e i sao perpendiculares neste caso; o fator do cos 6 projeta o componente vertical.) Agora, cos Otn 2 sao constantes 
e j dl' e simplesmente a circunferencia, 2txR, entao 




Vo I R 2 

2 (i? 2 + ^ 2 )3/2 ' 


(5.38) 


Para correntes superficial e volumetricas, a lei de Biot-Savart torna-se 





e 


B(r) 


Mo f J(r') x-i 


(5.39) 


respectivatnente. Voce pode ficar tentado a escrever a formula correspondente para uma carga pontual em movimento, usando 
o ‘dicionario’ 5.30: 


B(r) 


Mo qv xi 
47T -j. 2 ’ 


(5.40) 


mas isto esta, simplesmente, errado? Como mencionei antes, uma carga pontual nao constitui uma corrente estacionaria e a 
lei de Biot-Savart, que serve apenas para correntes estacionarias, nao determina corretamente seu campo. 

A proposito, o princfpio da superposi?ao se aplica aos campos magneticos, da mesma forma que aos campos eletricos: se 
voce tern um conjunto de correntes fonte, o campo lfquido e a soma (vetorial) dos campos devidos a cada uma delas, tornados 
separadamente. 


Problema 5.8 (a) Encontre o campo magnetico no centra de um circuito quadrado, pelo qual passa uma corrente estacionaria I. 
Considere que Rea distancia entre o centra e a lateral (Figura 5.22). 

(b) Encontre o campo no centra de um poh'gono de n lados, pelo qual passa uma corrente estacionaria /. Novamente, considere que 
Re a distancia entre o centra e qualquer um dos lados. 

(c) Certifique-se de que sua formula se reduz ao campo no centra de um circuito circular, no limite n oo. 

Problema 5.9 Encontre o campo magnetico no ponto P para cada uma das configura 9 oes de corrente estacionaria mostradas na 
Figura 5.23. 

Problema 5.10 (a) Encontre a forqa em um circuito quadrado posicionado como mostra a Figura 5.24(a), proximo a um fio reto 
infinito. Tanto pelo circuito como pelo fio passa uma corrente estacionaria I. 

(b) Encontre a for 9 a no circuito triangular da Figura 5.24(b). 


Problema 5.11 Encontre o campo magnetico no ponto P no eixo de um solenoide enrolado de forma compacta (bobina helicoidal) 
com n voltas por unidade de comprimento, envolvendo um tubo cih'ndrico de raio a e pelo qual passa a corrente I (Figura 5.25). 
Expresse sua resposta em termos de th e 0 2 (e o jeito mais facil). Considere que as voltas sao essencialmente circulares e use o 
resultado do Exemplo 5.6. Qual e o campo no eixo de um solenoide infinito (infinito nos dois sentidos)? 



Figura 5.22 




(a) 


(b) 


Figura 5.24 


7. Digo isto em alto e bom tom para enfatizar o ponto em questao; na realidade, a Equa ? ao 5.40 e aproximadamente correta para cargas nao relativi'sticas 
(v < c), em conduces nas quais o retardamento pode ser desprezado (veja o Exemplo 10.4). 
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Problema 5.12 Suponha que voce tern duas linhas de carga com densidade A, a uma distancia d uma da outra, movendo-se com 
velocidade constante v (Figura 5.26). Que valor v teria de ter para que a atragao magnetica equilibrasse a repulsao eldtrica? Calcule 
o numero. Essa velocidade e razoavel? 8 



Figura 5.25 Figura 5.26 


5.3 Divergente e rotacional de B 

5.3.1 Correntes em linha reta 

A Figura 5.27 mostra o campo magnetico de um fio reto infinito (a corrente esta saindo da paginal. De imediato, fica claro 
que este campo tem um rotacional nao nulo (algo que voce jamais vera em um campo eletrostatico)\ vamos calcula-lo. 
Conforme a Equagao 5.36, a integral de B em torno de um caminho circular de raio s, centrado no fio, e 

Observe que a resposta e independente de s; isso porque B tem uma diminuigao inversamente proporcional ao aumento 
da circunferencia. Inclusive, nem e preciso que seja um cfrculo; para qualquer circuito que encerre o fio, a resposta sera a 
mesma. Pois, se usamos coordenadas cilmdricas (s, <f>, z ), com a corrente fluindo atraves do eixo z, 

B = &- <54l > 

e d\ = ds s + s dtp 4> + dz z, portanto 

Isto presume que o circuito circunda o fio exatamente uma vez; se fossem duas vezes, <j> iria de 0 a 47 t, e se ele nao 
circundasse o fio, (j) iria de (j>\ a <p 2 e voltaria, com f d</> = 0 (Figura 5.28). 

Agora, suponha que temos uma colegao de fios retos. Cada fio que passa pelo nosso circuito contribui com fioL e os que 
ficam de fora nao contribuem com nada (Figura 5.29). A integral de linha sera, entao, 



Figura 5.27 Figura 5.28 Figura 5.29 


8. Se voce estudou a reiatividade especial, talvez fique tentado a procurar, neste problema, complexidades que de fato nao existem — A e v sao ambos 
medidos no referenda l de labor atorio, e isto e eletrostatica comum (veja a nota de rod ape 4). 
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onde / enc representa a corrente total encerrada pelo caminho de integra^ao. 
volumetrica de densidade J, a corrente encerrada e 


Se o fluxo de carga e representado por uma corrente 


4nc J J da, ( 5 . 43 ) 

com a integral calculada sobre uma superffcie encerrada pelo circuito. Aplicando o teorema de Stokes a Equagao 5.42, entao, 

/(VxB),a., J J da, 

e, portanto, 

VxB = noJ. (5.44) 

Com o mmrnio de trabalho, obtivemos a formula geral para o rotacional de B. Mas nossa dedugao e seriamente oreiudicada 
i restricao as correntes em nhas mtac infinitar * ... _ v c seriamenie prejuaicada 


sr r* j “ a «- a 

^oddeLd^^ 

5.3.2 Divergente e rotacional de B 

A lei de Biot-Savart para o caso geral de uma corrente volumetrica diz que 


(5.45) 


com! Zw Xh “IT r,T° ™ “T"' 0 r : »' a) em tem,os de '*8 r al **« a distribute de 

■ 'd > z ) (bigura 5.30). Nesta etapa, e melhor ser absolutamente explfcito: 

B e uma fungao de (x, y, z) , 

J e uma fungao de (x',y',z'), 

*=(x-x')x+(y~y , )y+( z - /) ^ 
dr' = dx' dy' dz' . 

nada A s ^ “ “° rdeMdas com Unhas ' 0 diver S e "" « ° '““ional devem ser calculate com respeito is coorde- 

Aplicando o divergente a Equagao 5.45, obtemos: 

V • B = — [' 

4? r J 

Recorrendo a regra de produto numero (6), 


V- lx! dr’. 


(5.46) 


(5.47) 

port” to V X J = °' P ° rque J n3 ° depende das vanaveis sem linh “ !/-•=). enquanto V X (i/* J ) = 0 (Problema 1.62), 


=S-(VXJ)-J. Vxi 


V • B = o. 


(5.48) 



Figura 5.30 
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VxB = ~ 


Vx lJ ><i)dr'. 

I* 


A ' ^ J \ ' J>2 I ut ■ 

qui, tambem, nossaestrategiaeexnnnH- • (5.49) 

gia e expiindir o mtegrando, usando a regra de produto adequada n e ei 

„ / i\ / te caso, a de numero8: 

. . X ( x «V =J ( v '^)-P-v)f 

* J ' — * * de x ‘ , Q 

' (Equate 1 . 100 ): ' P nme, r° ' tamo envoi* 0 diverge,® q ^ m ° s 

, S , . aPltUl0 


Assim, 


= 47 r^ 3 (<t). 


V X fi £ / W(r _ r/) rfT , = 


(5.51) 


0 que confirma que a Equafao 5 44 ' 7 

-'•=^s*=:S5S=£ 


-(J- V)i = (j. V /)f 

* 2 V v 


x-x f 


0 component* X, em particular, e 

(»"d„ aregradepr „ duto5) ' V) = (V'. J, 

P oduto 5). Agora, para correnles estacionarias, o diverge,® de J d zero ,F 

[,. _i! r , 2e r° (Equag5o 5.3 J ), de forma que 


(5.52) 


r (x - x ') . 


' X - x r 


-(3V)t = r /,f {x-zT> 


e, portanto. esla contribuifao p ara a Integra, (5.49) p ode ser eacrita como 


(* - x') . 




(x - x') 


, n . 'V L *“ ] r ~3 — 3 da'. 

(Omotjvo para trocar deVnaraV'fn- • (5.53) 

apa -“S: ^wop° rp ane ,, Mas Mbre ^ regijo estamos 

a integral. 0 essencial e que nTcontornol’ * M fora ’ de q ual <Juer manrira' J = on^f ° baStante para incluir toda l 

6 SUpertfcie (5-53) anula-se. '« C0ITente e zero < a corrente toda esta, segurament^X) f nada 

5-3.3 Apices da lei de Ampere 

A equa ? ao para o rotacional de B 

-eore m a Sf „ nd t: e :rJ:“^ 


/(VxB).* = yB.dl = /i0 J J ■ da. 


. warw „ 

1^2r.wy/( ? -n ^ ^ 
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Agora, f J • da e a corrente total que passa pela superficie (Figura 5.31), que chamamos de I enc (a corrente encerrada 
pelo circuito amperiano). Assim 


§ B • dl — /If) / etl c • 


(5.55) 


Esta e a versao integral da lei de Ampere; ela generaliza a Equagao 5.42 para correntes estacionarias arbitrarias. Observe 
que a Equa 9 §o 5.55 herda a ambiguidade de sinais do teorema de Stokes (Segao 1 .3.5): em que sentido em volta do circuito 
devo seguir? E que sentido atraves da superficie corresponde a de uma corrente ‘positiva’? A solugao, como sempre, e a regra 
da mao direita: se os dedos da sua mao direita indicam o sentido de integragao em volta do contorno, entao o seu polegar 
define o sentido de uma corrente positiva. 

Assim como a lei de Biot-Savart tern um papel na magnetostatica correspondente ao da lei de Coulomb na eletrostatica, a 
lei de Ampere desempenha o papel da lei de Gauss: 


f Eletrostatica: Coulomb -> Gauss, 

\ Magnetostatica: Biot-Savart — > Ampere. 

Em particular, para correntes com a simetria adequada, a lei de Ampere na forma integral oferece um meio adoravel e 
extremamente eficiente para calcular o campo magnetico. 


Linha de contomo 



Figura 5.31 


Exemplo 5.7 

Encontre o campo magnetico a uma distancia s de um longo fio reto (Figura 5.32), pelo qual passa uma corrente estacionaria I (o 
mesmo problema que resolvemos no Exemplo 5.5, usando a lei de Biot-Savart). 

Solu 9 ao: sabemos que a dire 9 ao de B e ‘tangente a uma circunferencia centrada no fio’, circundando-o como indica a regra da mao 
direita. Por simetria, a magnitude de B e constante em torno de um circuito amperiano de raio s, centrado no fio. Portanto, a lei de 
Ampere nos da 

j) B • dl = B dl - B2ns = /x 0 /enc = Ho I, 

on 

B= Hol 

2tts 

Esta 6 a mesma resposta que obtivemos antes (Equagao 5.36), mas ela foi obtida, desta vez, com muito menos esforgo. 



Figura 5.32 


Exemplo 5.8 

Encontre o campo magnetico de uma corrente superficial de densidade uniforme infinita K = Kx, que flui sobre o piano xv 
(Figura 5.33). F y 
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Figura 5.33 


Solugao: antes de mais nada, qual e a diregao de B? Ele pode ter algum componente xl Nao: um olhar para a lei de Biot-Savart 
(5.39) revela que B e perpendicular a K. Ele pode ter um componente zl Tambem nao. Isso voce pode confirmar observando que 
qualquer contribui?ao vertical de um filamento em +y e cancelado pelo filamento correspondente em -y. Mas existe um argumento 
melhor: suponha que o campo apontasse para fora do piano. Invertendo o sentido da corrente, eu poderia faze-lo apontar para o 
piano (na lei de Biot-Savart, mudar o sinal da corrente muda o sinal do campo). Mas o componente zdeB nao pode de forma alguma 
depender da diregao da corrente no piano xy. (Pense nisso!) Portanto, B so pode ter um componente y e uma verifica^ao rapida com 
sua mao direita deve convence-lo de que ela aponta para a esquerda acima do piano, e para a direita abaixo dele. 

Com isso em mente, desenhamos um circuito amperiano retangular, como mostra a Figura 5.33, paralelo ao piano yz e estendendo- 
se uma distancia igual acima e abaixo da superfi'cie. Aplicando a lei de Ampere, constatamos que 

(J) B • d\ — 2 HI = p (j [ enc p 0 Kl, 


(um Bl vem do segmento superior e outro, do inferior), portanto B = (po/2)K, ou, mais precisamente, 

B = / +(mo/ 2)A' y para z < 0, 

\ ~(po/2)Ky para z > 0. (5.56) 

Observe que o campo e independente da distancia ao piano, justamente como o campo eletrico de um piano uniformemente carregado 
(Exemplo 2.4). 


Exemplo 5.9 

Encontre o campo magnetico de um solenoide muito longo que consiste de n voltas compactas por unidade de comprimento, em 
torno de um cilindro de raio R pelo qual passa uma corrente estacionaria / (Figura 5.34). [0 motivo pelo qual as voltas sao tao 
apertadas e que se pode, entao, fazer de conta que cada volta e circular. Se isso o preocupa (afinal existe uma corrente liquida / na 
dire$ao do eixo do solenoide, por mais justo que ele esteja enrolado), imagine, em vez disso, uma folha de papel alummio enrolada 
em volta do cilindro transportando a corrente superficial uniforme equivalente K = nl (Figura 5.35). Ou enrole duplamente subindo 
ate uma extremidade e, depois — sempre no mesmo sentido — , descendo ate a outra para eliminar, assim, a corrente longitudinal. 
Mas, na realidade, tudo isso sao meticulosidades desnecessarias, ja que o campo dentro de um solenoide e enorme (relativamente 
falando), e o campo da corrente longitudinal 6, no maximo, um refinamento minusculo.] 

Solu^ao: antes de mais nada, qual e a diregao de B? Ele pode ter um componente radial? Nao. Pois, suponha que B 3 fosse positive, 
se invertessemos a diregao da corrente, B s , entao, seria negativo. Mas inverter I equi vale a fisicamente virar o solenoide de cabefa 


I t 

I I 

I I 



Figura 5.34 


Figura 5.35 
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para baixo e isso, certamente, nao alteraria o campo radial. Que tal urn componente ‘circunferenciaF? Nao Pois B 
em torno de um circuito amperiano concentrico com o solenoide (Figura 5.36), e entao 


seria constante 


f B • d\ = B^ns) = /xo/enc = 0, 


ja que o circuito nao encerra corrente. 

Portanto o campo magnetico de um solenoide infinite e compacto e pamlelo ao eixo. Pela regra da mao direita esperamos oue 
ele aponte para crnia, dentro do solenoide, e pare baixo, fora dele. Alem do mais, ele certamente tende a zero & medida que nos 

afastamos mmfix Com isso em mente, vamos aplicar a lei de Ampere aos dois circuitos retangulares da Figure 5.37. 0 circuito 1 esta 
totalmente fora do solenoide, com suas laterais as distancias a e b do eixo: 


/ 


B • dl = [B(a) - B(b)]L = pohnc = 0, 


entao 


B(a) = B(b). 

Evidentemente, o campo externa ndo depende da distanaa do eixo. Mas sabemos que ele tende a zero pare s grande Ele deve 

Li S “ S “ n ’ r “ nd ““ POde ,am “” ser °“ d0 <“ lei de d ta rnui» 

Quanto ao circuito 2, que esta meio dentro e meio fora, a lei de Ampere resulta em 


/■ 


B dl — BL = /xo/enc = (iq n/L, 
onde B 6 o campo interno ao solenoide. (0 lado direito do circuito nao contribui com nada, ja que la fore B = 0.) Conclusao: 


B = 


fionl z, dentro do solenoide, 
0, fora do solenoide. 


(5.57) 


Observe que o campo interno e uniformed nesse sentido, o solenoide e para a magnetostatica o que o capacitor de placas paralelas e 
para a eletrostdtica. um dispositivo simples para se produzir campos intensos e uniformes. 



b 


a i 



Circuitos amperianos 


Figura 5.36 


Figura 5.37 


Como a lei de Gauss, a lei de Ampere e sempre verdadeira (para correntes estacionarias), mas nem sempre util Somente 
quando a simetna do problema permite que voce puxe B para fora da integral / B • dl e que o campo magnetico pode ser 
calcu ado a parttr da let de Ampere. Nas circunstancias em que ela funciona, e de longe o mldo mais rapido conSrio 
voce tern de recorrer a lei de Biot-Savart. As configuraqoes de corrente nas quais a lei de Ampere pode se^ aplicada sao- ’ 

1 . Lmhas retas infinitas (prototipo: Exemplo 5.7). p sao ' 

2. Pianos infinites (prototipo: Exemplo 5.8). 

3. Solenoides infinites (prototipo: Exemplo 5.9). 

4. Toroides (prototipo: Exemplo 5.10). 

O ultimo e uma aplica 9 ao surpreendente e elegante da lei de Ampere e sera abordado no proximo exemolo Comn no. 
Exempt 5.8 e 5.9, a parte dfflcil 8 descobrir a dire (S o do campo (o que agora teremo, feiro, de uma vex ",t d 

uma das quatro formas geometncas); a aplica 9 ao da lei de Ampere em si requerapenas uma linha. P ’ p ada 
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Exemplo 5.10 


Uma bobina toroidal consiste de uin anel circular, ou ‘rosquinha’, em torno do qua! um longo fio e enrolado (Figura 5.38). O 
enrolamento e uniforme e compacto o bastante para que cada volta seja considerada um circuito fechado. 0 corte transversal da 
bobina e irrelevante. Eu o fiz retangular na Figura 5.38 em prol da simplicidade, mas ele poderia muito bem ser circular ou ter 
qualquer formato assimetrico esquisito, como o da Figura 5.39, desde que esse formato permanecesse o mesmo a volta toda do anel. 
Nesse caso, segue-se que o campo magnetico do toroide e circunferencial em todos os pontos, tanto dentro quanto fora da bobina. 

Prova: segundo a lei de Biot-Savart, o campo r devido ao elemento de corrente em r' e 


dB = 


polx* 

47T 


dl f . 


E prefenvel colocar r no piano xz (Figura 5.39), de forma que seus componentes cartesianos sao (x, 0, z), enquanto as coordenadas 
da fonte sao 

r = (s coscp , s sen</> , 2 : ). 


Entao 


si = (x — s cos <// , - s sen <j)\ z — z). 

Como a corrente nao tern componente <f>, I = I s s -f I z z, ou (em coordenadas cartesianas) 


Consequentemente, 


I — (I s cos I s sen (j) r ) I z ). 


I xsi 


X y 

I s cos <j> f I s sen <j) f 

(x — s' coscj)') (—s' sene/)') 


h 

(z-z 1 ) J 


= [sen <f>'(I s (z - z') + s'I z )] x 


+ [I z (x - s' cos ft) - I s cos (j) f (z - z)\ y + [—I 3 x sen <jf] z. 


Mas existe um elemento de corrente simetricamente posicionado em r", com o mesmo s', o mesmo o mesmo dl\ 0 mesmo I s 
e 0 mesmo I z , mas (j)' negativo (Figura 5.39). Como sen muda de sinal, as contributes nas dire^oes xez devidas ar ; e r" 
cancelam-se, deixando somente um termo na diregao y. Portanto, 0 campo em r esta na dire^ao y e, no geral, 0 campo aponta na 
diregao de 0. cqd 

Agora que sabemos que o campo e circunferencial, determinar sua magnitude e de uma facilidade ridicula. Basta aplicar a lei de 
Ampere ao circulo de raio s em torno do eixo do toroide: 


B27TS — polenc. 




Figura 5.38 


Figura 5.39 
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e, portanto, 


B(r) = 


W)W- 

2 ns P ara pontos dentro da bobina, 


onde N e o numero total de voltas. 


0 , 


para pontos fora da bobina, 


(5.58) 


' M por um longo fi0 cil,ndrico de ,aio ° <Fi8u '“ 5 «>- -**» 

(a) a corrente esta uniformemente distribuida sobre a superficie externa do fio. 

(b) a corrente esta distribuida de forma que J e proporcional a a, a distancia ao eixo. 

[ 2T * densidade “ niforme 

a Figure 5.42. O solenoide interno (EETiESEEde' j" se " tidos 0| ” s, “' conl0 *°» 

Encontre B are cad. urea das rrfs regibes: (,) denrro do soienoL I™, ® STT IT" 0 <* * W “ *• 

inferior esta se moveLl^ve“ densidade uniforme * ™ P laca superior e -a na 

(a) Encontre o campo magnetico entre as placas e, tambem, acima e abaixo delas 

(b) Encontre a forga magnetiea por unidade de area na placa superior, incluindo sua diregao e sentrdo 

(c) Com que velocidade v a forga magnetiea equilibraria a forga eletrica?" 

bobina? Mostre que o campo toroidal (5 58) se reduz ao carnno dn sni a ^ a magm ude do cam P° 'nterno e externo dessa 
pode ser eonsiderado essencialmente reto P S ° Ieil ° lde qUand0 ° rai ° d ° anel 6 ta ° g™de que urn segmento 

ET"" 118 N ° C<IC “ 10 * ,,ma COm, "“ e "“ mda >»' ” em geral, resolver ore, Integra, core , 


J enc 


-/ 


J • da. 


O problems e „ne exisre uma inbeid.de de superficies ,ue compEram d. mesm. „uh. d. couiorno. Qua, deias devemos user. 



Figura 5.40 



Figura 5.42 




1 1 . Consulte a nota de rod ape 8. 
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5.3.4 Compara^ao entre magnetostatica e eletrostatica 

O divergente e o rotational do campo eletrostatico sao 

{ V • E — — p ) (lei de Gauss); 
e ° 

V x E = 0, (sem nome). 

Estas sao as equates de Maxwell para a eletrostatica. Juntamente com a condigao de contorno E 0 distante de 
todas as cargas, as equates de Maxwell determinam o campo, se a densidade da carga p for dada; elas contem, essencial- 
mente, a mesma informagao que a lei de Coulomb, mais o principio da superposigao. 0 divergente e o rotacional do campo 
magnetostatico sao 

{ V • B = 0, (sem nome); 

V x B = p 0 J, (lei de Ampere). 

Estas sao as equagoes de Maxwell para a magnetostatica. Aqui tambem, juntamente com a condigao de contorno B -> 0 
longe de todas as correntes, as equagoes de Maxwell determinam o campo magnetico: elas sao equivalentes a lei de Biot-Savart 
(mais a superposigao). As equagoes de Maxwell e a lei de forga 

F — Q(E + v x B) 

constituent a formulagao mais elegante da eletrostatica e da magnetostatica. 

O campo eletrico diverge de uma carga (positiva); a linha do campo magnetico enrola-se em volta de uma corrente 
(Figura 5.44). As linhas dos campos eletricos originam-se em cargas positivas e terminam em cargas negativas; as linhas dos 
campos magneticos nao comegam ou terminam em lugar algum — para tanto seria necessario urn divergente nao nulo. Elas 
formam circuitos fechados ou estendem-se ao infinito. Colocando de outra forma, nao hafontes pontuais para B, como ha para 
E; nao existe analogo para a carga eletrica. Este e o conteudo fisico da expressao V ■ B = 0. Coulomb e outros acreditavam 
que o magnetismo era produzido por cargas magneticas (monopolos magneticos, como sao chamados atualmente), e em 
alguns livros mais antigos voce ainda ira encontrar referencias a uma versao magnetica da lei de Coulomb que da a forga de 
atragao ou repulsao entre elas. Foi Ampere quern primeiro especulou que todos os efeitos magneticos sao atribuidos a cargas 
eletricas em movimento (correntes). Ate onde sabemos, Ampere estava certo; mesmo assim, continua sendo uma questao 
experimental aberta se existem monopolos magneticos na natureza (eles sao obviamente muito raws , ou alguem ja teria 
encontrado urn 12 ), e, de fato, algumas teorias recentes sobre as partfculas elementares os exigem. Para os nossos objetivos, 
porem, B nao tern divergente e nao existem monopolos magneticos. E preciso uma carga eletrica em movimento para prodnzir 
urn campo magnetico, e e preciso outra carga eletrica em movimento para ‘sentir’ urn campo magnetico. 

Tipicamente, as forgas eletricas sao imensamente maiores que as magneticas. Isso nao e algo que se identifica a partir da 
teoria como tal; tern a ver com o tamanho das constantes fundamentals 6o e p,Q. Em geral, 6 somente quando a carga fonte e a 
carga de prova estao se movendo em velocidades comparaveis a velocidade da luz que a forga magnetica se aproxima da forga 
eletrica em termos de intensidade. (Os problemas 5.12 e 5.16 ilustram esta regra.) Como e, entao, que notamos os efeitos 



(a) Campo eletrostatico de (b) Campo magnetostatico 

uma carga pontual de urn fio longo 

Figura 5.44 


12. Uma detecgao aparente (B. Cabrera, Phys. Rev. Lett. 48, 1378 (1982)) nunca foi reproduzida — e nao por falta de tentativas. Para uma encantadora e 
breve historia das ideias sobre o magnetismo, leia o Capftu lo 1 do livro de D. C. Mattis, The Theory of Magnetism (Nova York: Harper and Row, 1965). 
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magneticos? A resposta e que tanto na produ?ao de um campo magnetico (Biot-Savart) quanto na sua detecqao (Lorentz) e 
a corrente (carga vezes velocidade) que entra, e podemos compensar uma velocidade baixa colocando quantidades enormes 
de carga no fio. Normalmente, essa carga geraria simultaneamente uma forqa eletrica tao grande que ela sobrepujaria a for§a 
magnetica. Mas se mantivermos o fio neutro , incorporando nele uma quantidade igual de carga oposta em repouso, o campo 
eletrico se anulara, deixando o campo magnetico independente. Parece muito trabalhoso mas, e claro, e precisamente o que 
acontece em um fio comurn pelo qual passa uma corrente. 


Problema 5.19 (a) Encontre a densidade p das cargas moveis em um peda 90 de cobre, assumindo que cada atomo contribui com um 
eletron livre. [Pesquise as constantes fisicas necessarias.] 

(b) Calcule a velocidade media dos eletrons em um fio de cobre com 1 mm de diametro, pela qual passa uma corrente de 1 A. [Nota: 
esta e literalmente uma velocidade de lesma. Como voce pode, entao, ter uma conversa telefonica de longa distancia?] 

(c) Qual e a for 9 a de atra^ao entre dois fios desses, a 1 cm um do outro? 

(d) Se voce pudesse, de alguma forma, remover os ions positivos estacionarios, qual seria a forga de repulsao eletrica? Quantas vezes 
ela e maior que a for 9 a magnetica? 

Problema 5.20 A lei de Ampere e coerente com a regra geral (Equa 9 ao 1 .46) de que o divergente do rotacional e sempre zero? 
Demonstre que a lei de Ampere, em geral, nao e valida fora da magnetostatica. Esse ‘defeito’ existe nas outras tres equa9oes de 
Maxwell? 

Problema 5.21 Suponha que existissem monopolos magneticos. Como voce modificaria as equa 9 oes de Maxwell e a lei de forqa 
para acomoda-los? Se acredita que ha varias opqoes plausfveis, relacione-as e sugira como voce poderia decidir, experimentalmente, 
qual e a correta. 


5.4 Potencial vetorial magnetico 

5.4.1 O potencial vetorial 

Assim como V x E = 0 nos permitiu introduzir o potencial escalar (V) em eletrostatica, 

E = -VV, 

V • B = 0 tambem nos convida a introdu?ao de um potencial vetorial A em magnetostatica: 


B = V x A. 


(5.59) 


A primeira e autorizada pelo Teorema 1 (da Se$ao 1.6.2), e a segunda, pelo Teorema 2 (a prova do Teorema 2 sera 
desenvolvida no Problema 5.30). A formula^ao do potencial automaticamente cuida de V • B = 0 (ja que o divergente de um 
rotacional e sempre nulo); resta a lei de Ampere: 


VxB = Vx(VxA) = V(V • A) - V 2 A = p 0 J. (5.60) 

Agora, o potencial eletrico tinha em si uma ambiguidade: voce pode acrescentar a V qualquer fun?ao cujo gradiente seja 
zero (o que equivale a dizer qualquer constante), sem alterar a quantidade fisica E. Da mesma forma, voce pode somar ao 
potencial magnetico qualquer fungao cujo rotacional seja nulo (o que equivale a dizer o gradiente de qualquer escalar ), sem 
afetar B. Podemos explorar essa liberdade para eliminar o divergente de A: 


V • A = 0. 


(5.61) 


Para provarque isto e sempre possivel, suponha que nosso potencial original, A c , nao tenha divergente nulo. Se acrescen- 
tarmos a ele o gradiente de A (A = A 0 + VA), o novo divergente sera 


V • A = V • A 0 + V 2 A. 


Podemos, entao, acomodar a Equagao 5.61 se pudermos encontrar uma fungao A que satisfaga 

v 2 a = -v-a 0 . 
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Mas isto e matematicamente identico a equagao de Poisson (2.24), 


v 2 u = - 


p_ 

5 

«0 


com V • A 0 em lugar de p / eo como a ‘fonte’ . E sabemos resolver a equagao de Poisson — esse e todo o objetivo da eletrostatica 
(‘dada a distribuigao de carga, encontre o potencial’). Sobretudo, se p tende a zero no infinite, a solugao e a Equagao 2.29: 


47re 0 

e, da mesma forma, se V • A 0 tende a zero no infinite, entao 



4 



V- A 0 


dr'. 


I 


Se V • A 0 two tende a zero no infinite, temos de usar outros meios para descobrir o A adequado, da mesma forma que 
obtemos o potencial eletrico por outros meios quando a distribuigao de carga se estende ao infinite. Mas o ponto essential 
permanece: E sempre possivelfazer com que o potential vetorial tenha divergente nulo. Colocando de outra forma: a definigao 
de B = V x A especifica o rotational de A, mas nao diz nada sobre o divergente — temos a liberdade de escolher o que 
acharmos melhor, e zero e, geralmente, a escolha mais simples. 

Com esta condigao para A, a lei de Ampere (5.60) torna-se 



(5.62) 


Esta, novamente, e nada mais que a equagao de Poisson — ou melhor, sao tres equagoes de Poisson, uma para cada 
componente cartesiano. 13 Assumindo que J tende a zero no infinite, podemos ditar a solugao: 



Para linhas de corrente e correntes superficiais, 


(5.63) 


A = 


fJto 

47T 


n, Atx 




A = 


r /-<*>'• 

4n I i 


(5.64) 


(Se a corrente nao tender a zero no infinite, temos de encontrar outras maneiras de obter A; algumas delas sao exploradas 
no Exemplo 5.12 e nos problemas ao final da segao.) 

E preciso que se diga que A nao e tao util quanto V. Entre outras coisas, continua sendo um vetor, e embora seja mais facil 
trabalhai com as equagoes 5.63 e 5.64 do que com a lei de Biot-Savart, ainda e necessario preocupar-se com os componentes. 
Seria bom se pudessemos nos safar com um potencial escalar, 


B = -VU, (5.65) 

mas isso e incompatfvel com a lei de Ampere, ja que o rotacional de um gradiente e sempre nulo. (Um potencial magne- 
tostatico escalar pode ser usado se voce se mantiver escrupulosamente no ambito de regides simplesmente conexas e sem 
correntes, mas como ferramenta teorica seu interesse e limitado. Veja o Problema 5.28.) Alem do mais, como as forgas 
magneticas nao realizam trabalho, A nao admite uma interpretagao fisica simples em termos da energia potencial por unidade 
de carga. (Em alguns contextos pode ser interpretado como momento por unidade de carga. 14 ) De qualquer forma, o potencial 
vetorial tern uma importancia teorica substancial, como veremos no Capitulo 10. 


Exemplo 5.11 

Uma casca esferica de raio R, com uma carga superficial de densidade uniforme a, e colocada para girar com uma velocidade angular 
u>. Encontre o potencial vetorial que ela produz no ponto r (Figura 5.45). 

Solugao: pode parecer natural alinhar o eixo polar ao longo de w, mas o fato e que a integragao se torna mais facil se deixarmos que 
r fique no eixo 2 , de forma que w fique inclinada a um angulo tj). Podemos muito bem orientar o eixo x de forma que u> fique no 
piano xz, como mostra a Figura 5.46. Conforme a Equagao 5.64, 


13. Em coordenadas cartesianas, V 2 A = (V 2 A x )x + (V 2 A y )y + (V 2 A z )z, de forma que a Equagao 5.62 se reduz para V 2 A X = - Mo J x . V 2 A y = 
-poJy e V 2 .4 2 = -jMiJz- Em coordenadas curvilmeas, os proprios vetores unitarios sao fungoes da posigao e devem ser diferenciados e, portanto, 
nao e o caso, por exemplo, de V 2 4 r = ~p 0 J r . A maneira mais segura de calcular 0 laplaciano de um vetor, em termos de seus componentes 
curvilmeos, e usar V A = V(V • A) - V x (V x A). Lembre-se tambem de que mesmo que voce calcule integrals tais como a 5.63 usando 
cooidenadas curvilineas, deve primeiro expressar J em termos de seus componentes cartesianos (veja a Segao 1.4.1). 

14. M. D. Semon e J. R. Taylor, Am. J. Phys. 64, 1361 (1996). 





Capi'tulo 5 Magnetostatica 165 


A 


% ' 


Figura 5.45 


nm 


¥ \i 


Figura 5.46 


a « -s/ £ ?v 

gld. I/i " = Se " ' " "■ ^ * " P»"“ ' - ™ co,p„ rigido 

x y Z 

v = «xr'= u sen ip 0 wcosV’ 

R sen O' cos <p’ Rsen 9' sen <p' R cos O' 

= Rw\- (cos V sen sen ->')* + (cos sen cos 0' - sen if cos 0') y + (sen ip sen sen 0') g]. 

Observe que todos esses termos, exceto um, incluem sen f ou cos f. Como 


sen ¥ d<p' — / cos ¥ dp/ = 0, 


a contribui§ao desses termos e nula. Resta, entao 


A(r) = - 


Considerando u = cost?', a integral torna- 


HoR 3 au> sen ip 


f cos O' sen O' 

L ¥~R? + r 2 - 2Rr cos 6' 


de' y. 


/ u _ (R 2 +r 2 + Rru) — — — +1 

7-1 VW+ r*-2Rrv d 3 flV 2 \/^ 2 + r 2 - 2Rru 

-1 

“ ~ 3iJ2 r 2 [(^ + r + — r\ — (i? 2 + r 2 — Rr)(R 4- r)J . 

Sc o ponto r fica dciitto da esfera, entao R v & essa exnrcssan rpHii 1 ? q 70 ™ /q o 2\ , ~ t 

el, . rednz , W Obserando ,„e („ i ^ * *“ *» * < '• 


A(r) = 


HoRa 

3 ( w x r j , para pontos dentro da esfera, 

RoR 4 (t , N 

3 r 3 ■ y r )> P ara pontos fora da esfera. 


u™ m calculada , integral, ,ol,o is coordenada, 'naturals’ da Fignra 5.45, onde u, coincide com o eixo a e o ponto r es.d em 

{ HoRwo „ - 

— - — r sen 9 <p, (r < R), 

a- , 7 . 

Ro R 4 wo sen 0~ ' 

—3 7T- (r > R). 

Curiosamente, o campo dentro dessa casca esferica e uniforme: 


B - V x A - — ^(cosflf- sen 00) = KooRuz = ~/i 0 oRoj. 

d 3 



166 Eletrodinamica 


Exemplo 5.12 


Encontre o potential vetorial de um solenoide infinito com n voltas por unidade de comprimento, raio R e corrente I. 

Solu<jao: desta vez nao podemos usar a Equa?ao 5.64, ja que a propria corrente se estende ao infinito. Mas ha um belo metodo que 
funciona. Observe que 


-/ 


A - d\— / (V x A) • da = / B • da = $, 


(5.69) 


onde $eo fluxo de B atraves do circuito em questao. Isto lembra a lei de Ampere na forma de integral (5.55), 


B dl- /io/enc- 


De fato, e a mesma equa^ao, com B -x A e (xol&nc Se a simetria o permite, podemos determinar A a partir de $ da mesma 
forma que obtivemos B de J e nc, na Se 9 ao 5.3.3. O presente problema (com um campo magnetico longitudinal uniforme fxonl dentro 
do solenoide e sem campo fora) e analogo ao problema da lei de Ampere de um fio grosso que transporta uma corrente uniformemente 
distribuida. 0 potencial vetorial e ‘circunferencial’ (ele imita o campo magnetico do fio); usando um ‘circuito amperiano’ circular 
com raio s dentro do solenoide, temos 


A • d\ — A( 27 ts) — / B da. = jj l onI('tts 2 ) ) 


entao 

\ fJtQfll £ 

A = ^ s <p, para s < R. 

Para um circuito amperiano externo ao solenoide, o fluxo e 


J B * da. = fj,onI(7rR 2 ), 


ja que o campo so se estende ate R. Assim 


A = 


fjbonl R 2 

“2 7 


Se voce tern qualquer duvida quanto a esta resposta, verifique-a\ V 


para s > R. 

x A = B? V • A = 0? Se sim, terminamos. 


(5.70) 


(5.71) 


Tipicamente, a dire?ao de A ira imitar a dire 9 ao da coiTente. Por exemplo, ambas eram azimutais nos Exemplos 5.1 1 e 
5.12. De fato, se todas as correntes fluem na mesma dire 9 ao, entao a Equa 9 ao 5.63 sugere que A tambem deve apontar nessa 
dire 9 ao. Assim, o potencial de um segmento finito de fio reto (Problema 5.22) esta na dire 9 ao da corrente. E claro que se a 
corrente se estende ao infinito, voce nao pode, para inicio de conversa, usar a Equa 9 ao 5.63 (veja os problemas 5.25 e 5.26). 
Alem do mais, voce sempre pode adicionar um vetor constante arbitrario a A — o que e analogo a alterar o ponto de referenda 
para V", e nao afetara o divergente ou o rotacional de A, que e o que importa (na Equa 9 ao 5.63 escolhemos a constante de 
forma que A fosse de zero no infinito). Em principio, voce pode ate usar um potencial vetorial que nao tenha divergente nulo, 
e nesse caso tudo muda. Apesar desses comentarios, o ponto essencial permanece: normalmente , a dire 9 ao de A sera a mesma 
que a dire 9 ao da corrente. 


Problema 5.22 Encontre o potencial vetorial magnetico de um segmento finito de fio reto pelo qual passa a corrente I. [Coloque o 
fio no eixo z, de zi a z 2 , e use a Equa 9 ao 5.64.] Verifique se a sua resposta e coerente com a Equa 9 ao 5.35. 

Problema 5.23 Que densidade de corrente produziria o potencial vetorial, A = k<j> (onde k e uma constante), em coordenadas 
cilmdricas? 

Problema 5.24 Se B e uniforme, mostre que A(r) = -|(r x B) funciona. Ou seja, verifique seVA = 0eVxA = B. Esse 
resultado e unico ou existem outras fungoes com o mesmo divergente e rotacional? 

Problema 5.25 (a) Usando quaisquer meios que possa imaginar (exceto a consulta), encontre o potencial vetorial a uma distancia s 
de um fio reto pelo qual passa uma corrente I. Verifique seV-A = 0eVxA = B. 

(b) Encontre o potencial magnetico dentro do fio, se ele tem raio Re a corrente esta uniformemente distribuida. 

Problema 5.26 Encontre o potencial vetorial acima e abaixo da corrente superficial plana do Exemplo 5.8. 
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Problema 5.27 (a) Verifique se a Equagao 5.63 e coerente com a Equagao 5.61, aplicando o divergente . 

(b) Verifique se a Equagao 5.63 e coerente com a Equagao 5.45, aplicando o rotacional 

(c) Verifique se a Equagao 5.63 e coerente com a Equagao 5.62, aplicando o laplaciano. 

Probleina 5.28 Suponha que voce quer definir urn potencial escalar magnetico U (Equagao 5.65), nas proximidades de urn fio pelo 

qual passa uma corrente. Antes de mais nada, voce precisa se distanciar do proprio fio (la V x B ^ 0); mas isso nao basta. Mostre, 

com a aplicagao da lei de Ampere a um caminho que comega em a e circunda o fio retornando a b (Figura 5.47), que o potencial 
escalar nao pode ter um valor unico (ou seja, C/(a) ± U (b), mesmo que eles representem o mesmo ponto fisico). Como exemplo, 
encontre o potencial escalar para um fio reto infinito. (Para evitar um potencial com miiltiplos valores, e preciso restringir-se as 
regioes simplesmente conexas que permanecem de um lado ou do outro de cada fio, nunca permitindo que se de a volta toda.) 

Problema 5.29 Use os resultados do Exemplo 5.11 para encontrar o campo dentro de uma esfera uniformemente carregada, de carga 
total Q e raio i?, e que esta girando a uma velocidade angular constante cj. 

Problema 5.30 (a) Complete a prova do Teorema 2, Segao 1.6.2. Ou seja, mostre que qualquer campo vetorial F com divergente 
nulo pode ser expresso como o rotacional de um potencial vetorial A. 0 que voce tern de fazer e encontrar A x , A y e A z de forma 
que: (i) dA z /dy - dA y /dz — F x \ (ii) dA x /dz ~ dA z /dx — F y \ e (iii) dA y /dx - dA x /dy — F z . Eis uma maneira de faze-lo: 
escolha A x = 0, e resol va (ii) e (iii) para A y e A z . Observe que as ‘constantes de integragao’ aqui sao elas proprias fungoes de y e 
z — sao constantes apenas com respeito a x. Agora, coloque essas expressoes em (i), e use o fato de que V • F = 0 para obter 

r x ry rx 

A y = F z {x ) y, z) dx; A z = / F x (0,y\z) dy - F y (x ,y, z) dx . 

Jo Jo Jo 

(b) Por diferenciagao direta, verifique se o A que voce obteve na parte (a) satisfaz V x A = F. A tern divergente nulo? [Esta foi 
uma construgao bastante assimetrica e seria surpreendente se tivesse — embora saibamos que existe um vetor cujo rotacional eFe 
cujo divergente e nulo.] 

(c) Como exemplo, considere que F = yx + z y + xz. Calcule A, e confirme que V x A = F. (Para aprofundar a discussao, 
consulte o Problema 5.51.) 


Circuito amperiano 



5.4.2 Resumo: condi^oes de contorno na magnetostatica 


No capftulo 2, foi apresentado um diagrama triangular para resumir as relates entre as tres grandezas fundamentals da 
eletrostatica: a densidade de carga p, o campo eletrico E e o potencial V. Um diagrama semelhante pode ser montado para 
a magnetostatica (Figura 5.48), relacionando a densidade de corrente J, o campo B e o potencial A. Ha um ‘elo perdido’ 
no diagrama: a equa 9 ao para A em termos de B. E improvavel que voce venha a precisar dessa formula, mas, caso esteja 
interessado, consulte os Problemas 5.50 e 5.51. 

Assim como o campo eletrico sofre descontinuidade em uma distribuiqao superficial de carga, tambem o campo magnetico 
e descontlnuo em uma distribuiqao superficial de corrente. So que, nesse caso, e o componente tangencial que muda. Pois, se 
aplicarmos a Equagao 5.48, na forma integral 

j) B • da = 0, 

a uma caixa de pfiulas fimssima que esteja sobre a superficie (Figura 5.49), obteremos 


o i- o-L 

^acima i:> abaixo , 


(5.72) 


Quanto aos componentes tangenciais, um circuito amperiano perpendicular a corrente (Figura 5.50) resultara em 

j)B dl = (ALa - S laixo) / = MoUnc = MO Kl, 
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Figura 5.50 


ou 

5 fcima - 5 Iaixo = MO K. (5.73) 

Portanto, o componente de B, que e paralelo a superficie mas perpendicular a corrente, 6 descontinuo pela quantidade 
Mo K. Um circuito amperiano semelhante paralelo a corrente revela que o componente paralelo e continuo. Esses resultados 
podem ser resumidos em uma unica formula: 


Bacima B a baixo — M 0 (K X n) , 

onde n e um vetor unitario perpendicular a superficie, apontando ‘para cima’. 

Como o potencial escalar em eletrostatica, o potencial vetorial e continuo atraves de qualquer contorno: 


Ancima — A ; 


abaixo 


visto que V ■ A = 0 garante 15 que o componente normal e continuo e V x A = B, na forma 


(5.74) 


(5.75) 


Adi 


B • da = <3>, 


significa que os componentes tangenciais sao continuos (o fluxo atraves de um circuito amperiano de espessura desprezivel e 
nulo). Mas a derivada de A herda a descontinuidade de B: 


«9A ilc 


dn 


$A a baixo 

dn 


-MoK. 


(5.76) 


Problema 5.31 (a) Verifique a Equa 9 ao 5.74 para a configuragao do Exemplo 5.9. 

(b) Verifique as equates 5.75 e 5.76 para a configura^ao do Exemplo 5.11. 

Problema 5.32 Prove a Equa^ao 5.76 usando as equates 5.61, 5.74 e 5.75. [Sugestdo: eu montaria coordenadas cartesianas na 
superficie, com z perpendicular a superficie e y paralelo a corrente.] 


15. Observe que as equafoes 5.75 e 5.76 pressupoem que A tem divergente nulo. 
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5.4.3 Expansao multipolar do potencial vetorial 

Se voce quer uma formula aproximada para o potencial vetorial de uma distribuigao em corrente localizada, valida para 
pontos distantes, uma expansao multipolar e necessaria. Lembre-se: a ideia de uma expansao multipolar e escrever o potencial 
na forma de uma serie de potencias em 1 /r, onde r e a distancia ate o ponto em questao (Figura 5.5 1 ); se r for suficientemente 
grande, a serie sera dominada pela menor contribuigao diferente de zero e os termos maiores podem ser ignorados Como 
constatamos na Segao 3.4.1 (Equagao 3.94), 


1 1 

>i ^/r 2 + (r') 2 - 2 rr' cos O' 


1 


r 



P n ( cos 6'). 


Consequentemente, o potencial vetorial de um circuito de corrente pode ser expresso como 


(5.77) 




Mo l 

47T 



(r')"P n (cos O') dl', 


(5.78) 


ou, mais explicitamente: 


A(r) = 


Mq7 

47T 



r' cos 9' d\' 


+ ^/( r ') 2 Q cos 2 O'- 0 + . 

Como na expansao multipolar de V , chamamos o primeiro termo (que vai como l/r) de termo de monopolo, o segundo 
(que vai como l/r ) de termo de dipolo, o terceiro de quadrupolar, e assim por diante. 

Agora, ocorre que o termo de monopolo magnetico e sempre zero , pois a integral e apenas o vetor deslocamento total em 
torno de um circuito fechado: 

(5.80) 


Isto leflete o fato de que (aparentemente) nao ha monopolos magneticos na natureza (um pressuposto contido na equagao 
de Maxwell V • B = 0, na qual toda a teoria do potencial vetorial se baseia). 

Na ausencia de qualquer contribuigao de monopolo, o termo dominante e o de dipolo (exceto no caso raro em que ele 
tambem se anula): 

Adip(r) = 2?f r ' cosd,dl ' = (5.81) 

Esta integral pode ser reescrita de forma mais esclarecedora, se recorrermos a Equagao 1.108, com c-r: 


Entao 




Adip(r) — 


/iomxr 
4tT f2 ’ 


(5.82) 


(5.83) 



Figura 5.51 
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onde m e o momenta de dipolo magnetico: 

m = / f da = la. 


(5.84) 


Aqui a 6 a ‘tirea vetorial’ do circuito (Problema 1.61); se o circuito e piano, a e a area comum encerrada, com a diregao 
determinada, como de costume, pela regra da mao direita (dedos na diregao da corrente). 


Exemplo 5.13 

Encontre o momento de dipolo magnetico do circuito ‘em forma de suporte de livros’, mostrado na Figura 5.52. Todos os lados tern 
comprimento w, e por ele passa uma corrente I. 

Solugao: este fio poderia ser considerado como a superposigao de dois circuitos pianos quadrados (Figura 5.53). Os lados ‘extras’ 
(AB) anulam-se quando sao colocados juntos, ja que as correntes fluem em sentidos opostos. 0 momento de dipolo magnetico 
liquido e 

m = Iw 2 y + Iw 2 z; 

sua magnitude e \/2/w 2 , e ele aponta ao longo da linha a 45° z = y. 



Figura 5.52 


Figura 5.53 


Fica claro, a partir da Equagao 5.84, que o momento de dipolo magnetico e independente da escolha da origem. Voce talvez 
se recorde de que o momento de dipolo eletrico e independente da origem somente quando a carga total e nula (Segao 3.4.3). 
Como o momento de monopolo magnetico 6 sempre zero, nao e realmente surpreendente que o momento de dipolo seja 
sempre independente da origem. 

Embora o termo dipolar domine a expansao multipolar (a menos que m = 0) e, portanto, oferega uma boa aproximagao 
do verdadeiro potencial, ele nao e, ordinariamente, o potencial exato', havera contribuigdes quadrupolares, octopolares e mais 
altas. Talvez voce se pergunte se e possfvel conceber uma distribuigao de corrente cujo potencial seja ‘puramente’ dipolar — 
para a qual a Equagao 5.83 seja exata'l Bern, sim e nao; como seu analogo eletrico, pode ser feito, mas o modelo e urn tanto 
artificial. Para comegar, e necessario que haja urn circuito infinitesimalmente pequeno na origem; mas, para manter o momento 
de dipolo finito, e necessario exacerbar a corrente ao infinito, mantendo o produto m = la fixo. Na pratica, o potencial de 
dipolo e uma aproximagao adequada sempre que a distancia r exceder em muito o tamanho do circuito. 

0 campo magnetico de urn dipolo (puro) fica mais facil de ser calculado se colocarmos m na origem e deixarmos que 
aponte na diregao 2 (Figura 5.54). Segundo a Equagao 5.83 , 0 potencial no ponto (r, 9, (j>) e 


Adip(r) 


po m, sen 9 - 

~A 2 ^ ‘ 

47t r z 


(5.85) 


e, portanto, 

Bdip(r) = V x A = 0^(2cos#r + sen 99). (5.86) 

Surpreendentemente, isso e estruturalmente identico ao campo de urn dipolo eletrico (Equagao 3.103)1 (De perto, porem, 
o campo de urn dipolo magnetico fisico — urn pequeno circuito de corrente — tern uma aparencia muito diferente do campo 
de um dipolo eletrico fisico — cargas positivas e negativas separadas por uma pequena distancia. Compare as figuras 5.55 
e3.37.) 
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Fi giira 5.54 Figura5.55 


Problema 5.33 Mostre que o campo magnetico de um dipolo pode ser escrito na forma livre de coordenadas: 


Bdip ( r ) = 0i[ 3 ( ra - f ) f -H 


(5.87) 


P ::; Nenia 5 - 34 , Um C ! r K CU ‘ t .° circ . ular de fio ’ com rai0 R ' estd no P lano X V centrado na origem e por ele passa uma corrente I no 
sentido anti-horano, olhando-se do eixo z positivo. 

(a) Qual e o seu momento de dipolo magnetico? 

(b) Qual e o campo magnetico (aproximado) para pontos distantes da origem? 

(c) Mostre que, para pontos no eixo z, sua resposta e coerente com o campo exato (Exemplo 5.6), quando z » R. 

S f Um , diS “ * rai0 R ' “ m * nsidade Sl,perficial de car ® a ». «« girando k velocidade angular 

constante u. Encontre seu momento de dipolo magnetico. ® 

Problema 5.36 Encontre o momento de dipolo magnetico da casca esferica giratoria do Exemplo 5.11. Mostre que para os pontos 
r>R o potencial e o de um dipolo perfeito. ^ p 

Problema 5.37 Encontre o campo magnetico exato a uma distancia z acima do centro de um circuito quadrado de lado w, pelo qual 
passa uma corrente I. Venfique se ele se reduz ao campo de um dipolo, com o momento de dipolo adequado, quando z»w. Q 


Mais problemas do Capftulo 5 


Problema 5.38 Pode ter lhe ocomdo que como as correntes paralelas se atraem, a corrente dentro de um unico fio deve se contrair em 
um fluxo minusculo ao longo do eixo. No entanto, na pratica, a corrente normalmente se distribui bastante uniformemente pelo fio 
Como se explica isso? Se as cargas positivas (densidade p+) estao em repouso e as cargas negativas (densidade p_) movimentam-se a 
velocidade v (e nenhuma delas depende da distancia do eixo), mostre que = - p+7 2 , onde 7 = 1 / JT ^ (v/c)* e c 2 = 1/u e 

Problema a Tt °'f l0C3liZada 3 Car8a de com P ensa 9 a ° ? ' 6 [Observe que, para velocidades t, picas (vejao 
Problema 5 19), as duas densidades de carga permanecem essencialmente inalteradas pela corrente (ja que 7 « 1) Em plasmas no 

entanto, onde as cargas positivas tambem tern liberdade de movimento, o assim chamado efeito de pin ? a pode ser muito significative.] 

Problema 5.39 Uma corrente / flui para a direita atraves de uma barra retangular de material condutor, na presenca de um campo 
magnetico uniforme B que aponta para fora da pagina (Figura 5.56). ^ P 

(a) Se as caigas em movimento forem positivas , em que dire ? ao elas serao defletidas pelo campo magnetico? Essa deflexao resulta 
em acumulo de carga nas superficies superior e inferior da barra, o que por sua vez produz uma for ? a eletrica que contrabalanca a 
for 9 a magnetica. 0 equilibno ocorre quando as duas se anulam, exatamente. (Esse fenomeno e conhecido comoefeito Hall.) 

(b) Encontre a diferen 5 a potencial resultante (voltagem Hall) entre a parte superior e a inferior da barra, em termos de B v (veloci- 

dade das cargas), e dimensoes relevantes da barra. 7 v 

(c) Como sua analise se alteraria se as cargas fossem negativas ? [0 efeito Hall e a maneira classics de determinar o sinal dos 

portadores de cargas moveis em um material.] 81 aos 


16. Paia uma discussao mais aprofundada, consulte D. C. Gabuzda, Am. J. Phys. 61, 360 (1993) 

17. 0 potencial no interior da bam 6 um problema interessante de valor de contomo. Veja M. J. Moeller, J. Evans e G. Elliot, Am. J. Phys. 66, 668 (1998). 
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Figura 5.56 


SS»SttSrr?=^-==; 

P " o case «m que a regido do eampo m.goedco em si ,e m ™ fond® i m gT, qZ l a ^“a" °“ era ' i2 ' ! ° reS '"' a ‘ , ° 

“ 7>’ *™*> P=n»ndic„, nr - 

que pane do centra ira emergir do campo em um camfnho radiof(considerando-s^ que ek escape — ^a velocidadelnicia[ , f Carre ^ a d a 
pel a partfcula, usando a lei de forga de Lorentz.] P 8 ' * * momento angular total adquirido 

""" “ “““ ” rle e sul * “** esK ™* •«* ««** 
^ " m " P,rt “ a — «“*■ * ” * - -** magnelico 

g Mo Qrn A 

in r 2 

W Encomre » acel.rapao de expmssaudo sua -esposi, em ieimos de q„, m, r (a posiqio da particula) e , (s„, velocidade). 

(b) Mostie que a velocidade v = |v| e uma constante do movimento. 

(c) Mostre que a quantidade vetorial 

Qitn(rxv) - f 

- 47T 

“ m *« to “ -» • *»» - — • « e«do de movimemo 

(d) Escolhendo coordenadas esfericas (r, 0 , 0), com o eixo polar (z) ao longo de Q, 

que ISS 2±.TSSV ““ * mOV,m “'° * *“ * "»«- - *»*» * - cone - a, go 

(ii) Calcule Q r, e mostre que a magnitude de Q e 


Q = — 

in 


Qe Qm 


COS 0 



Figura 5.57 
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(iii) Calcule Q ■ 0, mostre que 

d<$> _ k 
~dt ~ 

e determine a constante k. 

(e) Expressando u 2 em coordenadas esfericas, obtenha a equa?ao para a trajetoria na forma 

(ou seja: determine a funsao f(r)). 

(f) Resolva esta equa^o para r (</>). 


Problema 5.44 Use a lei de Biot-Savart (mais convenientemente 
o campo dentro e fora de urn solenoide infinitamente longo de 
uma corrente estacionaria L 


na forma 5.39, apropriada para correntes superficial) para encontrar 
raio R , com n voltas por unidade de comprimento, pelo qual passa 


Problema 5.45 Por urn fio semicircular passa uma corrente estacionaria I (ele deve estar ligado a alguns outros fios para completar o 

Problema 5.46 O campo magnetico no eixo de urn circuito circular de corrente (Equa ? ao 5.38) esta longe de ser uniforme (ele 

dimmu. acentuadamente com o aumento de z). Voce pode produzir urn campo mais uniforme usando dots circuitos desses a uma 
distancia d urn do outro (Figura 5.60). 

(a) Encontre o campo (B) como fun ? ao de z, e mostre que dB/dz e zero no ponto a meio caminho entre eles (z = 0). Agora se 
voce escolher d corretamente, a segunda denvada de B tambem ira se anular no ponto medio. Este arranjo e conhecido como bobina 
ae Helmholtz; e uma maneira conveniente de produzir campos relativamente uniformes em laboratorio. 

SoZ/S] 6 d ^ f ° rma qUe 92B/dZ2 = ° "° P ° nt0 m6di ° 6 £nCOntre ° Camp ° magn " tico resultante no centro - [Resposta: 


Problema 5.47 Encontre o campo magnetico em urn ponto z > R no eixo (a) do disco giratorio e 
Problema 5.6. 


(b) da esfera 


giratoria do 


Problema 5.48 Suponha que voce quer encontrar o campo de urn circuito circular (Exemplo 5.6) em urn ponto r que new esta 

“ ”™ d0 ! F T 5 61, „ E preferlvel eSCOlher “ "» L (0. Z). O ponto 

explLitlrneme B ^ ^ ’ 0) 6 ^ Vai de 0 a 2n ' Monte as lnte S rais a P artlr das quais voce poderia calcular B x , B y c B z e calcule 


Problema 5.49 A magnetostatica trata a ‘corrente fonte’ (a que estabelece o campo) e a ‘corrente de prova' (a que sofre a forca) tao 
assimetncamente que de forma alguma fica obvio que a for ? a magnetica entre os dois circuitos de corrente e coerente com a terceira 
let de Newton. Mostre, come 9 ando com a lei de Biot-Savart (5.32) e com a lei de for ? a de Lorentz (5.16), que a for ? a no circuito 2 
devida ao circuito 1 (Figura 5.62), pode ser escrita como 


f 2 = -^hh 

47T 


//? 


dli • dU. 


(5.88) 


Dessa forma, fica claro que F 2 = -Fi, ja que i muda de sentido quando 
estd obtendo urn termo ‘a mais’, vai ajuda-lo observar que dl 2 i = tfo.) 


os papeis de 1 e 2 sao permutados. (Se parece que voce 



Figura 5.59 


Figura 5.60 


Figura 5.61 
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Figura 5.62 


Problema 5.50 (a) Uma das maneiras de preencher o ‘elo perdido’ da Figura 5.48 e explorar a analogia entre as equagoes que definem 
A (V • A = 0, V x A = B) e as equa 9 oes de Maxwell para B (V * B = 0, VxB = /x 0 J). Evidentemente, A depende de B 
exatamente da mesma maneira que B depende de po J (a saber: a lei de Biot-Savart). Use esta observa 9 ao para escrever a formula 
para A em termos de B. 

(b) o analogo eletrico para o seu resultado em (a) e 


Deduza-o, explorando a analogia apropriada. 

Problema 5.51 Outra maneira de preencher o ‘elo perdido’ na Figura 5.48 e procurar urn analogo magnetostatico para a Equa 9 ao 2.21 . 
O candidato obvio seria 

A(r)= / (B x d\). 

Jo 

(a) Teste esta formula para o caso mais simples possivel — B uniforme (use a origem como seu ponto de referenda). O resultado 
e coerente com o Problema 5.24? Voce pode remediar este problema acrescentando urn fator mas a falha desta equa 9 ao e mais 
profunda. 

(b) Mostre que f(Bx d\) ndo e independente do caminho, calculando |(Bx d\) em torno do circuito retangular mostrado na 
Figura 5.63. 

Ate onde eu sei 19 o melhor que se pode fazer seguindo essas linhas e o par de equa9oes 

(i) V (r) = — r • /q 1 E(Ar) dX, 

(ii) A(r) = -rx f* AB(Ar) dX. 

[A Equa 9 ao (i) equivale a escolher urn caminho radial para a integral da Equa 9 ao 2.21; a equa 9 ao (ii) constitui uma solu 9 ao mais 
‘simetrica’ para o Problema 5.30.] 

(c) Use (ii) para encontrar o potencial vetorial para B uniforme. 

(d) Use (ii) para encontrar o potencial vetorial de urn fio reto infinito pelo qual passa uma corrente estacionaria I. (ii) satisfaz 
automaticamente V • A = 0? [Resposta: (pol /2ns)(z s — sz)] 


w 







a 

b 


I 


Figura 5.63 


19. R. L. Bishop e S. I. Goldberg, Tensor Analysis on Manifolds, Se 9 ao 4.5 (Nova York: Macmillan, 1968). 
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Problema 5.52 (a) Construa o potential escalar U (r) para um dipolo magnetico ‘puro’ m. 

(b) Construa um potencial escalar para a casca esferica giratoria (Exemplo 5.1 1). [Dica: para r > R este e um campo dipolar puro, 
como voce pode ver comparando as equasoes 5.67 e 5.85.] 

(c) Tente fazer o mesmo para o interior de uma esfera giratoria maciga. [Dica: se voce resolveu o Problema 5.29, ja conhece o 
campo; iguale-o a - VC/, e resol va para U. Qual e o problema?] 

Problema 5.53 Assim como V • B = 0 nos permite expressar B como o rotational de um potencial vetorial (B - V x A), tambem 
V • A - 0 nos permite expressar o proprio A como o rotational de um potencial ‘mais alto’: A = V x W. (E esta hierarquia pode 
ser estendida ao infinito.) 

(a) Encontre a formula geral para W (como uma integral de B), que vale quando B 0 no oo. 

(b) Determine W para o caso de um campo magnetico uniforme B. [Dica: veja o Problema 5.24.] 

(c) Encontre W dentro e fora de um solenoide infinito. [Dica: veja o Exemplo 5.12.] 

Problema 5.54 Prove o seguinte teorema de unicidade: se a densidade de corrente J 6 especificada em todo o volume V, e o potencial 
A on o campo magnetico B e especificado na superffcie S que encerra V, entao o campo magnetico em si e univocamente determinado 
em todo V. [Dica: primeiro use o teorema do divergente para mostrar que 


J{(V X U) • (V x V) - U • [V x (V x V)]} dr = ^[U x (V x V)] ■ da, 
para as fun^oes vetoriais arbitrarias U e V.] 

Problema 5.55 Um dipolo magnetico m = -mo z esta situado na origem, em um campo magnetico B = B 0 z que inicialmente e 
unifoime. Mostie que existe uma superffcie esferica, centrada na origem, pela qual nao passam linhas do campo magnetico. Encontre 
o raio dessa esfera e desenhe as linhas de campo, internas e externas. 

Problema 5.56 Uma rosquinha fina e uniforme com carga Q e massa M gira no proprio eixo como mostra a Figura 5.64. 

(a) Encontre a rela§ao entre seu momenta de dipolo magnetico e seu momento angular. Essa e a chamada razao giromagnetica. 

(b) Qual a razao giromagnetica para uma esfera giratoria uniforme? [Isto nao requer novos calculos; simplesmente decomponha a 
esfera em aneis infinitesimais e aplique o resultado da parte (a).] 

(c) Segundo a mecanica quantica, o momento angular do spin de um eletron e ±/i, em que he a. constante de Planck. Qual 6, entao, 
o momento de dipolo magnetico do eletron, em A • m 2 ? [Este valor semiclassico, na realidade, esta errado por um fator de quase 
exatamente 2, A teoria de Dirac sobre o comportamento relativfstico do eletron consertou o 2 e, mais tarde, Feynman, Schwinger e 
Tomonaga fizeram outras corre?6es menores. A determinado do momento de dipolo magn&ico do eletron continua sendo a mais 
admiravel conquista da eletrodinamica quantica e demonstra o que e, talvez, a concordance mais surpreendentemente precisa entre 
teoria e experimentaqao, de toda a ffsica. A proposito, a quantia (eh /2m), onde e 6 a carga do elytron tme sua massa, e chamada 
de magneton de Bohr ] 


Problema 5.57 (a) Prove que o campo magnetico medio, sobre uma esfera de raio R, devido as correntes estacionarias internas a 
esfera, e 


B 


_ jUo 2m 

m€d '° ~4n W’ 


(5.89) 


onde meo momento de dipolo total da esfera. Compare ao resultado eletrostatico, Equa^ao 3.105. [E diffcil, portanto, vou dar o 
ponto de partida: 



Expresse B como (V x A), e aplique o Problema 1.60b. Agora, acrescente a Equaqao 5.63, e calcule primeiro a integral de superffcie, 
mostrando que 



(veja a Figura 5.65). Use a equate) 5.91 se quiser.] 


(b) Mostre que o campo magnetico medio devido as correntes estacionarias externas a esfera 6 o mesmo que o campo que elas 
produzem no seu centro. 



Figura 5.64 
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Figura 5.65 


Problema 5.58 Uma esfera maci^a uniformemente carregada de raio R tern uma carga total Q, e e colocada em rota^ao com 
velocidade angular to em torno do eixo z. 

(a) Qual e o momento de dipolo magnetico da esfera? 

(b) Encontre o campo magnetico medio dentro da esfera (veja o Problema 5.57). 

(c) Encontre o potencial vetorial aproximado em urn ponto (r, 6) onde r > R. 

(d) Encontre o potencial exato em urn ponto (r, 0) fora da esfera e verifique sua coerencia com (c). [Dica: consulte o Exemplo 5.11.] 

(e) Encontre o campo magnetico no ponto (r, 0) dentro da esfera e verifique sua coerencia com (b). 

Problema 5.59 Usando a Equagao 5.86, calcule o campo magnetico medio de um dipolo sobre uma esfera de raio R centrada 
na origem. Calcule primeiro as integrais angulares. Compare sua resposta com o teorema geral do Problema 5.57. Explique a 
discrepancy e indique como a Equagao 5.87 pode ser corrigida para resolver a ambiguidade em r = 0. (Se voce empacar, consulte 
o Problema 3.42.) 

Evidentemente, o verdadeiro campo de um dipolo magnetico e 

B di p ( r ) = |^[3(m ’ f ) f - m l + ^m<5 3 (r). (5.90) 

Compare o analogo eletrostatico, Equa 9 ao 3. 106. [A proposito, o termo da fun^ao delta e responsavel pelo desdobramento hiperfino 
do espectro atomico — veja, por exemplo, D. J. Griffiths, Am. J. Phys. 50, 698 (1982).] 

Problema 5.60 Calculei a expansao multipolar para o potencial vetorial de uma linha de corrente porque e o tipo mais comum e, em 
alguns aspectos, e mais facil de lidar. Para uma corrente volumetrica J: 

(a) Escreva a expansao multipolar analoga a Equa 9 ao 5.78. 

(b) Escreva o potencial de monopolo e prove que ele se anula. 

(c) Usando as equa 9 oes 1.107 e 5.84, mostre que o momento de dipolo pode ser escrito como 

m = i /( r x Jr) dr. (5.91) 

Problema 5.61 Por uma haste fina de vidro de raio R e comprimento L passa uma corrente de densidade superficial uniforme a. Ela 
e posta para girar em torno do proprio eixo a uma velocidade angular u>. Encontre o campo magnetico a distancia s > R, a partir do 
centro da haste (Figura 5.66). [Dica: trate-a como uma pilha de dipolos magneticos.] [Resposta: pouJaLR 3 /4[s 2 4- (L/ 2) 2 j 3/2 ] 



Figura 5.66 



Capitulo 6 


Campos magneticos na materia 


6.1 Magnetizagao 

6.1.1 Diamagnetos, paramagnetos e ferromagnetos 

Se voce perguntar a uma pessoa comum o que e ‘magnetismo’, el a provavelmente ira lhe falar sobre fmas, agulhas de 
bussola e o Polo Norte — nenhum dos quais tern qualquer relagao obvia com cargas em movimento ou fios pelos quais 
passam correntes. E, no entanto, todos os fenomenos magneticos sao devidos a cargas eletricas em movimento. Inclusive, 
se voce pudesse examinar um pedago de material magnetico em escala atomica, encontraria, de fato, correntes minusculas: 
eletrons orbitando em volta dos nucleos e eletrons girando no proprio eixo. Para propositos macroscopicos, essas espiras de 
corrente sao tao pequenas que podem ser tratadas como dipolos magneticos. Normalmente, elas cancelam umas as outras 
devido a orientagao aleatoria dos atomos. Mas quando um campo magnetico e aplicado, ocorre o alinhamento lfquido desses 
dipolos magneticos e o meio torna-se magneticamente polarizado, ou magnetizado. 

Diferente da polarizagao eletrica que e quase sempre na mesma diregao de E, ha materials que adquirem magnetizagao 
paralela a B {paramagnetos ) e outros, oposta a B {diamagnetos). Algumas substancias (cham&das ferromagnetos, em con- 
sideragao ao exemplo mais comum, o ferro) retem a magnetizagao mesmo depois que o campo externo foi removido. Para 
elas, a magnetizagao nao e determinada pelo campo atual, mas por toda a ‘historia’ magnetica do objeto. Imas permanentes 
feitos de ferro sao os exemplos mais conhecidos de magnetismo, embora do ponto de vista teorico eles sejam os mais compli- 
cados. Deixaremos o ferromagnetismo para o fim do capitulo e comegaremos com modelos qualitativos de paramagnetismo e 
diamagnetismo. 

6.1.2 Torques e forgas nos dipolos magneticos 

Um dipolo magnetico sofre um torque em um campo magnetico, da mesma forma que um dipolo eletrico em um campo 
eletrico. Vamos calcular o torque em uma espira de corrente com forma retangular em um campo uniforme B. (Como qualquer 
espira de corrente pode ser construida a partir de retangulos infinitesimais, com todos os lados ‘internos’ anulando-se, como 
indica a Figura 6.1, tambem nao ha perda de generalidade no uso dessa forma. Mas se voce pretende comegar do zero com 
uma forma arbitraria, veja o Problema 6.2.) Centralize a espira na origem e incline-a a um angulo 0 do eixo z em diregao ao 
eixo y (Figura 6.2). Faga B apontar na diregao z. As forgas sobre os dois lados inclinados anulam-se (elas tendem a esticar a 



Figura 6.1 
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espira, mas nao provocam sua rotagao). As formas sobre os lados ‘horizontais’ tambem sao iguais e opostas (de forma que a 
forga liquida na espira e nula), mas elas geram um torque: 

N = aF sen d x. 

A magnitude da for 9 a em cada um desses segmentos e 

F = IbB, 


e, portanto, 


N = I abB send x — mB send x, 


ou 


N = m x B, 


( 6 . 1 ) 


onde m = lab e o momento de dipolo magnetico da espira. A Equa^ao 6.1 da o torque exato para qualquer distribuigao 
localizada de corrente, na presenga de um campo uniforme; em um campo nao uniforme e o torque exato (em torno do centra) 
para um dipolo perfeito de dimensao infinitesimal. 

Observe que a Equa<jao 6. 1 e identica em forma a analoga eletrica, Equagao 4.4: N = p x E. Sobretudo, o torque esta no- 
vamente em uma dire?ao tal que alinha o dipolo paralelamente ao campo. E esse torque que responde pelo paramagnetismo. 
Como todo eletron constitui um dipolo magnetico (imagine-o, se preferir, como uma minuscula esfera de carga em rotagao), 
talvez voce suponha que o paramagnetismo seja um fenomeno universal. Na realidade, as leis da mecanica quantica (espe- 
cificamente o princfpio de exclusao de Pauli) ditam que os eletrons de um determinado atomo juntam-se em pares de spins 
contrarios e isso efetivamente neutraliza o torque da combina 9 ao. Como resultado, o paramagnetismo normalmente ocorre em 
atomos ou moleculas com numero l'mpar de eletrons, onde o membro ‘extra’ sem par fica sujeito ao torque magnetico. Mesrno 
aqui o alinhamento est£ longe de ser complete, ja que as colisoes termicas aleatorias tendem a destruir a ordem. 

Em um campo uniforme, a for 9 a liquida sobre uma espira de corrente e nula: 



xB = 0; 


a constante B sai da integral e o deslocamento lfquido de § d\ em torno de uma espira fechada da zero. Em um campo nao 
uniforme esse nao e mais o caso. Por exemplo, suponha que um fio circular de raio R, pelo qual passa uma corrente I, esta 
suspenso sobre um curto solenoide na regiao ‘marginal’ (Figura 6.3). Aqui B tern um componente radial e ha uma for 9 a liquida 
para baixo sobre a espira (Figura 6.4): 

F = 2-kIRB cos d. (6.2) 

Para uma espira infinitesimal com momento de dipolo m, em um campo B, a ftmja e 


F = V(m-B) 


(6.3) 


(veja o Problema 6.4). Mais uma vez, a formula magnetica e identica a sua ‘gemea’ eletrica, desde que concordemos em 
expressar esta ultima na forma F = V(p • E). 

Se voce esta come 9 ando a ter uma sensa 9 ao de deja vu, talvez sinta mais respeito pelos ffsicos de antigamente, os quais 
pensavam que os dipolos magneticos consistiam de ‘cargas’ magneticas positivas e negativas (‘polos’ norte e sul, como os 
chamavam), separados por uma pequena distancia, exatamente como os dipolos eletricos (Figura 6.5(a)). Eles escreveram uma 
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Figura 6.3 



‘lei de Coulomb’ para a atragao e repulsao desses polos e desenvolveram toda a magnetostatica como uma analogia exata da 
eletrostdtica. Para varios propositos, nao e urn modelo ruim — ele da o campo correto de um dipolo (pelo menos, distante 
da origem), o torque certo em um dipolo (pelo menos, em um dipolo estacionario), e a forga apropriada sobre um dipolo 
(pelo menos, na ausencia de correntes externas). Mas 6 uma ffsica ruim, porque nao existe tal coisa como um unico polo 
norte magnetico ou polo sul. Se voce quebrar ao meio uma barra magnetica, nao ficara com o polo norte em uma mao e o 
polo sul na outra; voce tera dois l'mas completos. 0 magnetismo nao e decorrente de dois monopolos magneticos, mas sim de 
cargos eletricas em movimento\ os dipolos magneticos sao minusculas espiras de corrente (Figura 6.5(c)), e e algo realmente 
extraordinario que as formulas que envolvem m tenham qualquer semelhanga que seja com as formulas correspondentes 
para p. As vezes e mais facil pensar em termos do modelo de ‘Gilbert’ de um dipolo magnetico (monopolos separados) 
em vez do fisicamente correto modelo de ‘Ampere’ (espira de corrente). De fato, essa imagem ocasionalmente fornece uma 
solugao rapida e inteligente para um problema que de outra forma seria trabalhoso (basta copiar o resultado correspondente 
da eletrostatica substituindo p por m, l/e 0 por fi 0 , e E por B). Mas sempre que as caracteri'sticas mais detalhadas do dipolo 
entram em cena, os dois modelos podem resultar em respostas surpreendentemente diferentes. Meu conselho e usar o modelo 
de Gilbert para ‘sentir’ intuitivamente o problema, mas nunca confiar nele para resultados quantitativos. 


N 


m 


11 

i 

P 

m 



c 


(a) Dipolo magnetico (b) Dipolo eletrico (c) Dipolo magnetico 
(modelo de Gilbert) (modelo de Ampere) 


Figura 6.5 


Problema 6.1 Calcule o torque exercido sobre a espira quadrada mostrada na Figura 6.6, devido a espira circular (assuma que r e 
muito maior que a ou b). Se a espira quadrada estiver livre para girar, qual sera a sua orientagao de equilibrio? 



r 


Figura 6.6 
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Problema 6.2 Comegando com a lei de for^a de Lorentz, na forma da Equasao 5.16, mostre que o torque em qualquer distribute 
de corrente estacionaria (nao apenas em uma espira quadrada) em um campo uniforme BeraxB. 


Problema 6.3 Encontre a for^a de atragao entre dois dipolos magneticos, mi e m 2 , orientados como mostra a Figura 6.7, a uma 
distancia r um do outro, (a) usando a Equagao 6.2, e (b) usando a Equa^ao 6.3. 


Problema 6.4 Deduza a Equagao 6.3. [Eis uma maneira: assuma que 0 dipolo e um quadrado infinitesimal de lado 6 (se nao for, 
corte-o em quadrados e aplique 0 argumento a cada um deles). Escolha eixos, como mostra a Figura 6.8, e calcule F — I J(efl x B) 
ao longo de cada um dos quatro lados. Fa^a a expansao de B em uma serie de Taylor — do lado direito, por exemplo, 


B = B(0,e, z 


) = B(0,0, z) +e 


dB 

dy 


( 0 , 0 , 2 ) 


Para um metodo mais sofisticado, veja 0 Problema 6.22.] 

Problema 6.5 Uma corrente uniforme de densidade J = Jo z enche uma chapa apoiada sobre 0 piano yz, de x = -aa^ = +a. 
Um dipolo magnetico m = mo x esta situado na origem. 

(a) Encontre a forga sobre 0 dipolo usando a Equa^ao 6.3. 

(b) Fa 9 a 0 mesmo para um dipolo que aponta na dire^ao y: m — moy. 

(c) No caso eletrostatico as expressoes F = V(p * E) e F = (p * V)E sao equivalentes (prove), mas esse nao e 0 caso para os 
analogos magneticos (explique por que). Como exemplo, calcule (m • V)B para as configura 9 oes em (a) e (b). 


m | 




m 2 


r 

Figura 6.7 



6.1.3 Efeito de um campo magnetico nas orbitas atomicas 

Os eletrons nao tem apenas rotagao\ eles tambem orbitam em torno do nucleo — para facilitar, vamos supor que a orbita 
6 um circulo de raio R (Figura 6.9). Embora tecnicamente esse movimento orbital nao constitua uma corrente estacionaria, 
na pratica o periodo T = 2irR/v 6 tao curto que, a menos que voce pisque muito depressa, ele ira parecer uma corrente 
estacionaria: 

e _ ev 

= T = 2nR 



Figura 6.9 
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Consequentemente, o momento de dipolo orbital (Inti 2 ) 6 


(0 sinal negativo e devido a carga negativa do eletron.) Como qualquer outro dipolo magnetico, este esta sujeito a um 
torque (m x B) quando o atomo e colocado em um campo magnetico. Mas e muito mais diffcil inclinar a orbita toda do que o 
spin, de forma que a contribuigao orbital para o paramagnetismo e pequena. Existe, no entanto, um efeito mais significativo no 
movimento orbital: o eletron e acelerado ou desacelerado , conforme a orientagao de B. Pois, embora a aceleragao centripeta 
v 2 /R seja normalmente mantida apenas pelas forgas eletricas, 1 


1 e 2 v 2 

A^R? =me ~R: 


(6.5) 


na presenga de um campo magnetico existe uma forga adicional, — e(v x B). Por pura hipotese, digamos que B seja perpen- 
dicular ao piano da orbita, como mostra a Figura 6.10; entao 


1 e 2 
47T£o R 2 


+ evB = m e 


R' 


Nessas condigoes, a nova velocidade v e maior que v: 


-d /_2 2 \ /_ \/_ \ 

evB = ~r^ v ~ v ' = ~r( v + ~ 

ou, assumindo que a mudanga Av — v - v seja pequena, 


Av = 


eRB 

2m e 


(6.6) 


(6.7) 


Quando B e ativado, entao o eletron e acelerado. 2 

Mudanga na velocidade orbital significa mudanga no momento de dipolo (6.4): 


1 e 2 i? 2 

Am — -~e(Av)Rz — B. 

2 4m» 


(6.8) 


Observe que a mudanga em m e oposta ao sentido de B. (Um eletron circulando no outro sentido teria um momento de 
dipolo apontando para cima, mas tal orbita seria desacelerada pelo campo, de forma que a mudanga continua sendo oposta 
a B.) Normalmente, as orbitas do eletron tem orientagao aleatoria e os momentos de dipolo orbitais se anulam. Mas, na 
piesenga de um campo magnetico, cada atomo adquire um pouquinho de momento de dipolo extra' e esses incrementos sao 
todos antiparalelos ao campo. Esse e o mecanismo responsavel pelo diamagnetismo. E um fenomeno universal que afeta 
todos os atomos. No entanto, ele e tipicamente muito mais fraco que o paramagnetismo e, portanto, e observado principalmente 
em dtomos com numero par de eletrons, nos quais o paramagnetismo esta normalmente ausente. 

Ao deduzir a Equagao 6.8 assumi que a orbita permanece circular, com seu raio original R. Nao posso dar uma justificativa 

para isso no estagio atual. Se o atomo fica estacionario enquanto o campo e ligado, entao meu pressuposto pode ser provado 

mas isso nao e magnetostatica , e os detalhes terao de esperar pelo Capftulo 7 (veja o Problema 7.49). Se o atomo for deslocado 


AB 


B 

AB 



Figura 6.10 


1. Para evitar confusao com o momento de dipolo magnetico m, escreverei a massa do eletron com o subscrito: m e . 

2. Eu disse anteriormente (Equagao 5.1 1) que os campos magneticos nao realizam trabalho e sao incapazes de acelerar uma partfcula. Reafirmo isso. No 
entanto, como veremos no Capftulo 7, um campo magndtico variavel induz um campo e/etrico e e este ultimo que, nesse caso, acelera os eletrons. 
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para dentro do campo, a situagao fica enormemente mais complicada. Mas nao se preocupe — quero apenas lhe dar uma 
descrigao qualitativa do diamagnetismo. Assuma, se preferir, que a velocidade permanece a mesma enquanto o raio se 
modifica — a formula (6.8) e alterada (por um fator 2), mas a conclusao permanece a mesma. A verdade 6 que este modelo 
classico e fundamentalmente falho (o diamagnetismo e um fenomeno quantico), e portanto nao ha muito sentido em refinar 
os detalhes. 3 0 que e importante e o fato empirico de que em materiais diamagneticos, os momentos de dipolo induzidos 
apontam no sentido oposto ao campo magnetico. 

6.1.4 Magnetizagao 

Na presenca de um campo magnetico, a materia se torna magnetizado', isto e, um exame microscopico revelaria que 
ela contem muitos dipolos minusculos, com um alinhamento h'quido ao longo de determinada diregao. Ja discutimos dois 
mecanismos que respondem por essa polarizagao magnetica: (1) paramagnetismo (os dipolos associados ao spin de eletrons 
sem par sofrem um torque que tende a alinha-los paralelamente ao campo) e (2) diamagnetismo (a velocidade orbital dos 
eletrons e afetada de forma a alterar o momento de dipolo orbital em um sentido oposto ao campo). Seja qual for a causa, 
descrevemos o estado de polarizagao magnetica pela grandeza vetorial 

M = momento do dipolo magnetico por unidade de volume. (6.9) 

M e a magnetizagao; ela tem um papel analogo a polarizagao P em eletrostatica. Na segao a seguir nao vamos nos 
preocupar com a causa da magnetizagao — pode ser o paramagnetismo, o diamagnetismo ou ate o ferromagnetismo — 
consideraremos M como dado, e calcularemos o campo que essa magnetizagao em si produz. 

A proposito, voce pode ter se surpreendido ao saber que outros materiais alem do famoso trio ferromagnetico (ferro, nfquel 
e cobalto) sao sim afetados por um campo magnetico. Voce nao pode, e claro, levantar um pedago de madeira ou aluminio 
com um ima. 0 motivo 6 que o diamagnetismo e o paramagnetismo sao extremamente fracos: para conseguir detecta-los e 
preciso um experimento delicado e um magneto poderoso. Se voce suspendesse um pedago de material paramagnetico sobre 
um solenoide, como na Figura 6.3, o sentido da magnetizagao induzida seria para cima e o da forga, portanto, seria para 
baixo. Em contrapartida, o sentido da magnetizagao de um objeto diamagnetico seria para baixo e o da forga, para cima. Em 
geral, quando uma amostra e colocada em regiao de campo nao uniforme, o paramagneto e atraxdo para o campo, enquanto 
o diamagneto e repelido por ele. Mas as forgas em si sao extremamente fracas — em um arranjo experimental ti'pico, a forga 
em uma amostra comparavel de ferro seria 10 4 ou 10 5 vezes maior. Por isso foi razoavel calcularmos o campo dentro de um 
pedago de fio de cobre, digamos, no Capftulo 5, sem nos preocuparmos com os efeitos da magnetizagao. 


Problema 6,6 Dos seguintes materiais, quais voce espera que sejam paramagneticos? E diamagneticos? Aluminio, cobre, cloreto 
de cobre (CuCh), carbono, chumbo, nitrogenio (N 2 ), sal (NaCl), sodio, enxofre e agua. (Na realidade, 0 cobre e ligeiramente 
diamagnetico', fora isso, sao todos 0 que seria de se esperar.) 


6.2 O campo de um objeto magnetizado 

6.2.1 Correntes de magnetizagao 

Suponha que temos um pedago de material magnetizado; 0 momento de dipolo magnetico por unidade de volume, M, e 
dado. Que campo esse objeto produz? Bern, 0 potencial vetorial de um unico dipolo m e dado pela Equagao 5.83: 


potnxi 


47T 1 2 


( 6 . 10 ) 


No objeto magnetizado, cada elemento de volume dr' traz um momento de dipolo M dr 1 , de forma que 0 potencial vetorial 
total e (Figura 6.1 1) 



M(r') x £ 


dr 1 . 


(6.11) 


3. S. L. O’Dell e R. K. P. Zia, Am. J. Phys. 54, 32, (1986); R. Peierls, Surprises in Theoretical Physics, Segao 4.3 (Princeton, N.J.: Princeton University 
Press, 1979); R. P. Feynman, R. B. Leighton e M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, Vol. 2, Segao 34-36 (Nova York: Addison- Wesley, 1966). 
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Em princfpio, isso basta. Mas como no caso eletrico (Se?ao 4.2.1), a integral pode ser moldada de uma forma mais 
esclarecedora, explorando-se a identidade 


V'- = — 


n, ^ 


Com isso, 




M(r') x ( V 


7 ,1 


dr' . 


A integra?ao por partes usando a regra de produto 7 resulta em 


A(r) = £ S^J J[V' x M(r')] dr 1 - J V' x 


M(r') 


dr' 


0 Problema 1 .60(b) nos convida a expressar esta ultima como uma integral de superficie, 

A(r) = ^ / -[V' x M(r')] dr 1 + ^ / -[M(r') x da']. 
Air J Att J >i 


( 6 . 12 ) 


0 primeiro termo parece o potencial de uma corrente volumetrica, 


J m = V x M, 


enquanto o segundo parece o potencial de uma corrente superficial, 


Km = M x n, 


(6.13) 


(6.14) 


onde n e o vetor unitario normal. Com essas defini^oes, 



Jw(r') 


dr' + 





(6.15) 


0 que isso significa e que o potencial (e, portanto, tambem o campo) de um objeto magnetizado e o mesmo que seria 
produzido por uma corrente volumetrica de densidade J M = V x M em todo o material, aliado a uma corrente superficial 
de densidade Km = M x n, no contorno. Em vez de integrar as contribuigSes de todos os dipolos infinitesimals, como na 
Equa?ao 6. 1 1, primeiro determinamos essas correntes de magnetiza^ao, e depois encontramos os campos que elas produzem, 
da mesma forma que calculariamos o campo de quaisquer outras correntes volumetricas e superficiais. Observe o paralelo 
notavel com o caso eletrico: la o campo de um objeto polarizado era o mesmo que o de uma carga volumetrica ligada 
p p = - V ■ P mais uma carga superficial ligada a v = P • n. 


Exemplo 6.1 

Encontre o campo magnetico de uma esfera uniformemente magnetizada. 

Solu^ao: escolhendo o eixo z ao longo da dire 9 ao de M (Figura 6.12), temos 

J M = V x M = 0, Km — M x n — M sen 9<p. 

Agora, uma casca esferica em rota^ao, com carga superficial de densidade uniforme a, corresponde a uma densidade superficial de 
corrente 


K = crv = aojRsenO <f>. 
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Segue-se, portanto, que o campo de uma esfera uniforinemente magnetizada e identico ao campo de uma casca esferica em rotasao, 
com a identificagao oRu> — > M. Reportando-me ao Exemplo 5.11, concluo que 


2 

B = -p 0 M, 

dentro da esfera, enquanto o campo fora da esfera e o mesmo que o de urn dipolo puro, 


( 6 . 16 ) 


m - ^7ri? 3 M. 

O 

Observe que o campo intemo e uniforme, como o campo eletrico dentro de uma esfera uniformemente polarizada (Equagao 4.14), 
embora as formulas de fato para os dois casos sejam curiosamente diferentes (| em lugar de -i). Os campos externos tambem sao 
analogos: dipolo puro nos dois casos. 


Problema 6.7 Um cilindro circular infinitamente longo tern magnetizagao uniforme M paralela ao seu eixo. Encontre o campo 
magnetico (devido a M) dentro e fora do cilindro. 

Problema 6.8 Um longo cilindro circular de raio R tern magnetizagao M = ks 2 <fi , onde k e uma constante, se a distancia a partir 
do eixo e^eo vetor unitario azimutal usual (Figura 6. 13). Encontre o campo magnetico devido a M, para pontos internos e externos 
ao cilindro. 


z 



Figura 6.13 
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Problema 6.9 Urn cilindro circular curto de raio a e comprimento L tem magnetizagao ‘congelada’ e uniforme M paralela ao eixo. 
Encontre a corrente de magnetizagao e esboce o carnpo magnetico do cilindro. (Faga tres graficos: urn para L > a, urn para L « a, 
e urn para L ss a.) Compare essa barra magnetica com a barra de eletreto do Problema 4.11. 

Problema 6.10 Uma haste de ferro de comprimento L e corte transversal quadrado (de lado a) recebe uma magnetizagao longitudinal 
umforme M, e em seguida e dobrada na forma de urn cfrculo no qual fica um pequeno vao (de largura w), como mostra a Figure 6. 14. 
Encontre o carnpo magnetico no centra do vao, assumindo que w < a <C L. [Dica: trate como a superposigao de um toroide 
complete mais uma espira quadrada com corrente inversa.] 



Figura 6.14 


6.2.2 Interpretagao ffsica de correntes de magnetizagao 

Na ultima segao constatamos que o carnpo de um objeto magnetizado e identico ao carnpo que seria produzido por uma 
certa distribuigao de correntes ‘ligadas’, Jj^e Km- Quero mostrar a voce como essas correntes surgem fisicamente. Este 
argumento sera heuristico a dedugao rigorosa ja foi dada. A Figura 6. 1 5 mostra uma chapa de material uniformemente 
magnetizado, com dipolos representados por espiras minusculas. Observe que todas as correntes ‘internas’ se anulam: sempre 
que uma vai para a direita, outra que lhe e contfgua vai para a esquerda. No entanto, na beirada nao ha espira adjacente que 
faga a anulagao. A coisa toda, entao, equivale a uma unica faixa de corrente / que flui pelo contorno (Figura 6.16). 

0 que e essa corrente em termos de M? Digamos que cada uma das minusculas espiras tem area a e espessura t (Fi- 
gura 6.17). Em termos da magnetizagao M, seu momento de dipolo e m = Mat. Em termos da corrente circulante I, no 
entanto, m = la. Portanto, I = Mt, de forma que a densidade superficial de corrente e Km - I/t = M. Usando o vetor 
unitario n (Figura 6. 16), a diregao de Km e convenientemente indicada pelo produto vetorial: 

Ka^ = M x n. 

(Esta expressao tambem registra o fato de que nao ha corrente nas superficies superior e inferior da chapa; aqui M e 
paralela a n, portanto, o produto vetorial se anula.) 

Essa corrente ligada de superffcie e exatamente o que obtivemos na Segao 6.2.1. Ela e um tipo peculiar de corrente no 
sentido de que nenhuma carga individual faz a viagem toda — pelo contrario, cada carga se movimenta apenas em uma espira 
minuscula ^ cn * ro um uni 00 atomo. Mesrno assim, o efeito liquido e uma corrente macroscopica que passa sobre a superffcie 
do objeto magnetizado. Ela e chamada de corrente ‘ligada’ para nos lembrarmos de que cada carga esta ligada a um atomo 

em particular, mas e uma corrente perfeitamente genufna e produz um carnpo magnetico da mesma forma que qualquer outra 
corrente. 

Quando a magnetizagao nao e uniforme, as correntes internas nao mais se anulam. A Figura 6.18a mostra dois pedagos 
adjacentes de material magnetizado, com uma seta maior no que esta a direita, indicando mais magnetizagao nesse ponto. Na 
superffcie onde eles se encontram ha uma corrente lfquida na diregao x, dada por 



Figura 6.15 


Figura 6.16 


Figura 6.17 
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lx = [M z (y + dy) - M z (y)) dz = 

A densidade volumetrica de corrente correspondente e, portanto, 


dMz 

dy 


dy dz. 




dMz 

dy 


Similarmente, a magnetizagao nao uniforme na diregao y contribuiria com -dM y /dz (Figura 6.18b), portanto, 

dM z dM v 


(Jm) x = 


dy 


dz 


Em geral, entao, 

Jm = V x M, 

o que novamente 6 coerente com o resultado da Segao 6.2. 1 . A proposito, como qualquer outra corrente estacionaria, J m deve 
obedecer a lei de conservagao 5.31 : 

V • J m = 0. 

E obedece? Sim, pois o divergente de um rotacional e sempre nulo. 


6.2.3 O campo magnetico dentro da materia 

Como no campo eletrico, o campo magnetico microscopico de fato dentro da materia flutua desenfreadamente de um 
ponto a outro, a cada instante. Quando falamos sobre ‘o’ campo magnetico dentro da materia, estamos nos referindo ao campo 
macroscopico: a media sobre regioes grandes o bastante para conter muitos atomos. (A magnetizagao M e ‘suavizada’ no 
mesmo sentido.) E esse campo macroscopico que obtemos quando os metodos da Segao 6.2.1 sao aplicados a pontos dentro 
do material magnetizado, como voce mesmo pode comprovar no problema a seguir. 


Problema 6.11 Na Segao 6.2. 1 , comegamos com o potencial de um dipolo perfeito (Equagao 6. 10), embora, na realidade estejamos 
lidando com dipolos/z'vi'co.v. Mostre, pelo metodo da Segao 4.2.3, que mesmo assirn obtemos o campo macroscopico correto. 


6.3 O campo auxiliar H 

6.3.1 Lei de Ampere em materiais magnetizados 

Na Sec^ao 6.2 constatamos que o efeito da magnetiza 5 ao e estabelecer correntes de magnetizagao Jm = VxM dentro do 
material e K m = M x n na sua superficie. 0 campo devido a magnetizagao do meio e apenas o campo produzido por essas 
correntes de magnetizagao. Estamos agora prontos para juntar tudo: o campo atribuido as correntes de magnetizagao mais 
o campo devido a tudo o mais — que eu chamarei de corrente livre (N.R.T.: tambem chamada de corrente de condugao). 
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A corrente livre pode fluir atraves de fios incorporados a substantia magnetizada ou, se ele for condutor, atraves do proprio 
material. De qualquer forma, a corrente total pode ser expressa como 


J = J m + J;- 


(6.17) 


Nao ha nada de novo em termos de fisica na Equagao 6.17; e simplesmente uma convenience separar a corrente nessas 
duas partes porque elas chegaram onde estao por meios muito diferentes: a corrente livre esta ali porque alguem ligou urn 
fio a uma bateria — ela envolve a condugao da carga; a corrente ligada esta ali devido a magnetizagao — e o resultado da 
conspiragao de muitos dipolos atomicos alinhados. 

Diante das Equagoes 6.13 e 6.17, a lei de Ampere pode ser escrita como 

— (V x B) = J = J, + J M = J, + (V x M), 

Ho 

ou, juntando os dois rotacionais: 

V x ( — B - M ) = J ; . 

\Ho J 

A grandeza entre parenteses e designada pela letra H: 


H - — B - M. 

Ho 


(6.18) 


Em termos de H, entao, a lei de Ampere e 


ou, na forma integral, 


V xH = J|, 


H • d\ = /; 


(6.19) 

( 6 . 20 ) 


onde Ii enc e a corrente livre total que passa pela curva amperiana. 

0 papel de H na magnetostatica e analogo ao de D na eletrostatica: como D nos permitiu expressar a lei de Gauss em 
termos de carga livre apenas, H nos permite expressar a lei de Ampere em termos de corrente livre — e corrente livre e 
o que controlamos diretamente. A corrente de magnetizagao, como a carga de polarizagao, vem de carona — o material 
e magnetizado e isso resulta em correntes de magnetizagao; nao podemos liga-las ou desliga-las independentemente, como 
podemos fazer com as correntes de condugao. Na aplicagao da Equagao 6.20 so temos de nos preocupar com a corrente livre, 
que conhecemos porque a colocamos ali. Sobretudo quando a simetria o permite, podemos calcular H imediatamente a partir 
da Equagao 6.20 com os metodos usuais da lei de Ampere. (Por exemplo, os Problemas 6.7 e 6.8 podem ser feitos em uma 
linha, observando-se que H = 0.) 


Exemplo 6.2 

Uma longa haste de cobre de raio R conduz uma corrente (livre) I uniformemente distribui'da (Figura 6.19). Encontre H dentro e 
fora da haste. 

Solugao: o cobre e levemente diamagnetico, de forma que os dipolos irao se alinhar opostos ao campo. Isso resulta em uma corrente 
de magnetizagao antiparalela a I dentro do fio e paralela a 7 ao longo da superffcie (veja a Figura 6.20). Quanto a grandeza dessas 
correntes de magnetizagao, ainda nao estamos em posigao de dizer — mas para calcular H basta saber que todas as correntes sao 
longitudinais e, portanto, B, M, e consequentemente tambem H, sao ‘circunferenciais’. Aplicando a Equagao 6.20 a uma curva 
amperiana de raio s < R, 

H(2ns) = I lm =I^ t 

entao 

H= 2^ S< ^ (»<*)> (6-21) 

dentro do fio. Enquanto isso, fora do fio 

H = 27TS ^ ( S ^ R )' (6.22) 

Nessa ultima regiao (como sempre no espa^o vazio) M = 0, entao 

B = MoH = ifs * (s - R) ' 

o mesmo que para urn fio nao magnetizado (Exemplo 5.7). Dentro do fio B nao pode ser determinado neste estagio, ja que nao temos 
como conhecer M (embora na pratica a magnetizagao do cobre seja tao leve que para a maioria dos objetivos podemos ignora-la 
totalinente). 
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Curva amperiana 




Figura 6.19 


Figura 6.20 


Pelo que se viu, H e uma grandeza muito mais util que D. Em laboratorio, voce frequentemente vai ouvir as pessoas 
falando de H (mais ate do que de B), mas nunca vai ouvir alguem falando de D (so de E). E o motivo e o seguinte: para 
montar urn eletromagneto pode-se passar uma determinada corrente (livre) por uma bobina. A corrente e o que voce le no 
mostrador e ela determina H (ou, pelo menos, a integral de linha de H); B depende dos materials especificos que voce usou 
e, ate mesmo, se houver ferro presente, do historico do seu magneto. Por outro lado, se voce quiser criar urn campo eletrico, 
nao ira grudar uma carga conhecida nas placas de urn capacitor de placas paralelas; em vez disso, voce ira conecta-las a uma 
bateria de voltagem conhecida. E a diferenqa de potencial que voce ve no mostrador, e ela determina E (ou, pelo menos, a 
integral de linha de E); D depende dos detalhes do dieletrico que voce esta usando. Se fosse facil medir a carga e diffcil medir 
o potencial, voce encontraria experimentalistas falando sobre D em lugar de E. Portanto, a relativa familiaridade de H, em 
contraste com D, resulta de consideragoes puramente praticas; teoricamente, estao todos em pe de igualdade. 

Muitos autores chamam H, e nao B, de ‘campo magnetico’. Depois eles tern de inventar uma nova palavra para B: ‘densi- 
dade de fluxo’, ou ‘indugao’ magnetica (uma escolha absurda, ja que esse termo tem pelo menos dois outros significados em 
eletrodinamica). De qualquer forma, B e inquestionavelmente a grandeza fundamental, de forma que continuarei a chama-la 
de ‘campo magnetico’, como todo mundo faz na linguagem falada. H nao tem urn nome logico: chame simplesmente de ‘H ’. * * * 4 


Problema 6.12 Um cilindro infinitamente longo de raio R, tem magnetizagao ‘congelada’ paralela ao eixo, 

M = bz, 

onde k e uma constante e s e a distancia ao eixo. Nao ha corrente livre em lugar algum. Encontre o campo magnetico dentro e fora 
do cilindro por dois metodos diferentes: 


4. Para os que discordam, cito A. Sommerfeld, Electrodynamics (Nova York: Academic Press, 1952), p. 45: ‘O infeliz termo ‘campo magnetico’ para H 
deve ser evitado o mdximo possfvel. Nos parece que esse termo levou a erro ninguem menos que o proprio Maxwell...’ 
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(a) Como na Scjao 6.2, localize todas as correntes ligadas e calcule o campo que elas produzem. 

(b) Use a lei de Ampere (na forma da Equa?ao 6.20) para encontrar H, e em seguida obtenha B a partir da Equagao 6. 18. (Observe 
que o segundo metodo e muito mais rapido e evita qualquer referenda explicita as correntes ligadas.) 

Problema 6.13 Suponha que o campo dentro de urn peda 9 o grande de material magnetico 6 B 0 , de forma que H 0 = (1/^ 0 )B 0 - M. 

(a) Uma pequena cavidade esferica e escavada do material (Figura 6.21 ). Encontre o campo no centra da cavidade, em termos de B 0 
e M. Encontre tambem H no centra da cavidade, em termos de H 0 e M. 

(b) Fa 9 a o mesmo para uma cavidade longa em forma de agulha disposta paralelamente a M. 

(c) Fa 9 a o mesmo para uma cavidade fina em forma de bolacha, perpendicular a M. 

Assuma que as cavidades sao pequenas o bastante para que M, Bo e Ho sejam praticamente constantes. Compare ao Problema 4 . 1 6 . 
[Dica. escavar uma cavidade e a mesma coisa que sobrepor um objeto com o mesmo formato, mas magnetiza 9 ao oposta.] 



(a) Esfera (b) Agulha (c) Bolacha 


Figura 6.21 


6.3.2 Um paralelo enganoso 

A Equa 9 §o 6.19 se parece exatamente com a lei original de Ampere (5.54), exceto que a corrente total e substitufda pela 
corrente livre, e B e substitufdo por /JqH. No entanto, como no caso de D, preciso alerta-lo para nao enxergar alem da conta 
nessa analogta. Ela nao diz que /t 0 H e ‘exatamente como B, diz somente que sua fonte e J, em vez de J’. Pois o rotacional 
sozinho nao determina um campo vetorial — voce precisa conhecer tambem o divergente. E embora V • B = 0, o divergente 
de H em geral nao e nulo. Inclusive, a partir da Equa 9 ao 6. 1 8 

V H = -V M. ( 6 23) 

Somente quando o divergente de M da zero, o paralelo entre B e /j 0 H e verdadeiro. 

Se voce acha que estou sendo meticuloso, considere o exemplo da barra magnetica — um cilindro curto de ferro com 
magnetiza 9 ao uniforme e permanente M paralela ao seu eixo. (Veja os Problemas 6.9 e 6. 14.) Neste caso nao ha corrente livre 
em lugar algum e uma aplica 9 ao ingenua da Equa 9 ao 6.20 pode leva-lo a supor que H = 0 e, portanto, B = ; , 0 M dentro 
do magneto eB = 0 fora dele, o que nao faz sentido. E bem verdade que o rotacional de H se anula em toda parte, mas o 
divergente nao. (Voce pode ver onde V'M/0?) Conselho : quando lhe pedirem para encontrar B ou H em um problema 
envolvendo materials magneticos, primeiro procure por simetria. Se o problema incluir simetria cilfndrica, plana, solenoide ou 
toroide, voce podera obter H diretamente a partir da Equa 9 ao 6.20 pelos metodos usuais da lei de Ampere. (Evidentemente, 
nesses casos V • M e automaticamente nulo, ja que a corrente livre sozinha determina a resposta.) Se o requisito simetria 
estivei ausente, voce tera de pensar em outra abordagem e, sobretudo, nao devera assumir que H e zero simplesmente porque 
nao ve corrente livre. 



190 


Eletrodinamica 


6.3.3 Concedes de contorno 


As concludes de contorno na magnetostatica da Segao 5.4.2 podem ser reescritas em termos de H e da corrente livre. A 
partir da Equagao 6.23, segue-se que 


^acima ^abaixo a< 


■^abaixo)' 


enquanto a Equagao 6. 19 diz 


H 


H 


= K/ x n. 


abaixo 


(6.24) 


(6.25) 


Na presenga de materials, isso e as vezes mais util dos que as condigSes de contorno correspondentes para B (Equagoes 5.72 
e 5.73): 


B. 


ni __ n 
abaixo 


acima - L ' abaixo 


B acima “ B abaixo = «)(K X h). 


(6.26) 

(6.27) 


Talvez voce queira conferir com o Exemplo 6.2 ou o Problema 6. 14. 


Problema 6.14 Para a barra magnetica do Problema 6.9, faga esbogos cuidadosos de M, B e H, supondo que L e cerca de 2a. 
Compare ao Problema 4. 17. 

Problema 6.15 Se Ji — 0 em toda parte, o rotacional de H se anula (Equagao 6. 19), e podemos expressar H como o gradiente de urn 
potencial escalar W : 

H = - VW. 

Segundo a Equagao 6.23, entao, 

VV=(V-M), 

de forma que W obedece a equagao de Poisson, com V • M como a ‘fonte\ Isso abre a possibilidade de usar todo o mecanismo do 
Capftulo 3. Como exemplo, encontre o campo dentro de uma esfera uniformemente magnetizada (Exemplo 6.1) pela separagao de 
variaveis. [Dica: V • M — 0 em toda parte exceto a superficie (r = R), de forma que Wsatisfaz a equagao de Laplace nas regioes 
r < Re r > R\ use a Equagao 3.65 e, a partir da Equagao 6.24, encontre a condigao de contorno apropriada para W.] 


6.4 Meios lineares e nao lineares 


6.4.1 Suscetibilidade e permeabilidade magneticas 

Em materiais paramagneticos e diamagneticos, a magnetiza?ao e sustentada pelo campo; quando B e removido, M desa- 
parece. Inclusive, para a maioria das substancias, a magnetizagao e proportional ao campo, desde que o campo nao seja forte 
demais. Por coerencia de notagao com o caso eletrico (Equagao 4.30), eu deveria expressar a proporcionalidade assim: 

M - — XmB (incorreto!). (6.28) 

Mo 

Mas o costume determina que ela seja escrita em termos de H, em vez de B: 


M = XmH. 


(6.29) 


A constante de proporcionalidade x m e chamada de suscetibilidade magnetica; e uma grandeza sem dimensao que varia 
de uma substancia para outra — positiva em paramagnetos e negativa em diamagnetos. Seus valores tipicos estao em torno de 
10 -5 (veja a Tabela 6.1). 

Os materiais que obedecem a Equagao 6.29 sao chamados de meios lineares. Em vista da Equagao 6.18, 


B — mo(H + M) — ^o(l + Xm)H, 
para meios lineares. Assim, B e tambem proporcional a H: 5 


(6.30) 


B = mH, 


(6.31) 


5. Fisicamente, portanto, a Equagao 6.28 diria exatamente o mesmo que a Equagao 6.29, exceto que a constante Xm teria um valor diferente. A Equagao 
6.29 6 um pouco mais conveniente porque os experimentalistas acham mais facil trabalhar com H do que com B. 
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Tabela 6.1 Suscetibilidades magneticas (a menos que especificado de outra forma, os valores sao para 1 
atm, 20° C). Fonte: Handbook of Chemistry and Physics, 67 s ed. (Boca Raton: CRC Press, Inc., 1986). 


Material Suscetibilidade 

Material Suscetibilidade 

Diamagneticos: 

Bismuto -1,6 xlO -4 

Ouro -3,4 xlO -5 

Prata -2,4 xlO -5 

Cobre -9, 7 x 10 -6 

Agua -9, 0 x 10 -6 

Dioxido de carbono -1, 2 x 10 -8 
Hidrogenio -2,2 x 10~ 9 

Paramagneticos: 

Oxigenio 1,9 xlO -6 

Sodio 8, 5 x 1CT 6 

Alumfnio 2, 1 x 10 -5 

Tungstenio 7, 8 x 10~ 5 

Platina 2, 8 x 10“ 4 

Oxigenio lfquido (-200° C) 3, 9 x 10~ 3 

Gadolfnio 4,8xl0 _1 


onde 

H=fi 0 (l + Xm). (6.32) 

lie a chamada permeabilidade do material. 6 No vacuo, onde nao ha materia para magnetizar, a suscetibilidade Xm e zero e 
a permeabilidade e /iq. Por isso, /iq e chamada de permeabilidade do espaqo livre. 


Exemplo 6.3 


Urn solenoide infinito (n voltas por unidade de comprimento, corrente I) esta cheio de material linear com suscetibilidade * m . 
Encontre o campo magnetico dentro do solenoide. 

Solu^ao: como B e devido em parte a correntes ligadas (que ainda nao conhecemos), nao podemos calcula-lo diretamente. No 
entanto, este e urn daqueles casos simetricos nos quais podemos obter H a partir da corrente livre apenas usando a lei de Ampere na 
forma da Equagao 6.20: 

H = nl z 


(Figura 6.22). Segundo a Equagao 6.31, entao, 

B = Mo(l + Xm)nI z. 

Se o meio e paramagnetico, o campo fica ligeiramente mais forte; se for diamagnetico, o campo flea urn pouco reduzido. Isso reflete 
o fato de que a corrente superficial ligada 


Km = M x n = Xm(H xn) = XmnI <j) 

esta no mesmo sentido que /, no primeiro caso (x m > 0), e no sentido oposto, no segundo (x m < 0). 


I 



<k-. -b 


g - i . > 

, - > 
> 


4— - b 



<i> 


Figura 6.22 


Voce pode supor que os meios lineares escapem a falha no paralelo entre B e H; como M e H passam a ser proporcionais 
a B, nao se segue que seus divergentes, como o de B, devem sempre se anular? Infelizmente ndo\ no contorno entre dois 
materiais de permeabilidades diferentes, o divergente de M pode, de fato, ser infinito. Por exemplo, na extremidade de um 


6. Se voce fatorar po. o que sobra 6 a chamada permeabilidade relativa: = 1 + = M / Mo . Alias, formulas para H em termos de B (Equacao 6.31 

no caso dos meios lineares) sao chamadas de relagoes constitutivas, da mesma forma que aquelas para D em termos de E. 
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cilindro de material paramagnetico linear, M e zero em um dos lados, mas nao no outro. Para a superffcie gaussiana na forma 
de ‘caixa de pilulas’ mostrada na Figura 6.23, § M ■ da ^ 0 e, portanto, conforme o teorema do divergente, V ■ M nao pode 
se anular em toda a parte com ele. 

A proposito, a densidade volumetrica de corrente de magnetizagao em um material linear homogeneo e proporcional a 
densidade de corrente livre : 

J m = V x M — V x (x m H) — X m J /• (6.33) 

Sobretudo, a menos que a corrente livre de fato flua atraves do material, toda a corrente de magnetizagao estara na 
superffcie. 



Superficie gaussiana na 
forma de ‘caixa de pilulas’ 


M = 0 


Vacuo 


Figura 6.23 


Problema 6.16 Um cabo coaxial consiste de dois tubos cilfndricos muito longos, separados por material isolante de suscetibilidade 
Xm, Uma corrente I passa pelo condutor interno e retorna ao longo do externo; em cada caso a corrente se distribui uniformemente 
sobre a superficie (Figura 6.24). Encontre o campo magnetico na regiao entre os tubos. Como verificagao, calcule a magnetizagao e 
as correntes ligadas, confirmando que (juntamente, e claro, com as correntes livres) elas geram o campo correto. 

Problema 6.17 Uma corrente I passa por um fio longo e reto de raio a. Se o fio for feito de material linear (digamos cobre, ou 
alumfnio) com suscetibilidade Xm, e a corrente for uniformemente distribufda, qual sera o campo magnetico a uma distancia 5 do 
eixo? Encontre todas as correntes de magnetizagao. Qual e a corrente de magnetizagao Uquida que passa pelo fio? 

Problema 6.18 Uma esfera de material magnetico linear e colocada em um campo magnetico Bo que inicialmente e uniforme. 
Encontre o novo campo dentro da esfera. [Dica: veja o Problema 6. 15 ou o Problema 4.23.] 

Problema 6.19 Com base no modelo ingenuo apresentado na Segao 6. 1 .3, estime a suscetibilidade magnetica de um metal diamag- 
netico como o cobre. Compare sua resposta com o valor empirico da Tabela 6.1, e comente qualquer discrepancia. 



Figura 6.24 


6.4.2 Ferromagnetismo 

Em um meio linear, o alinhamento dos dipolos atomicos e mantido por um campo magnetico imposto de fora para dentro. 
Os ferromagnetos — que sao enfaticamente nao lineares 7 — nao requerem canipos externos para manter a magnetizagao: o 
alinhamento e ‘congelado’. Como o paramagnetismo, o ferromagnetismo envolve os dipolos magneticos associados aos spins 
dos eletrons sem par. A nova caracterfstica que torna o ferromagnetismo tao diferente do paramagnetismo e a interagao entre 


7. Neste caso e capcioso falar em suscetibilidade ou permeabilidade de um ferromagneto. Os termos sao usados para esses materials, mas eles se referem 
ao fator de proporcionalidade entre um incremento diferencial em H e a alteragao diferencial resultante em M (ou B); alem do mais, nao sao constantes , 
mas fungoes de H. 
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dipolos proximos: em um ferromagneto, cada dipolo ‘gosta’ de apontarna mesma diregao que seus vizinhos. 0 motivo dessa 
preferencia diz respeito, essencialmente, a mecanica quantica e nao vou tentar explica-lo aqui; basta saber c]ue a correlagao e 
tao forte que alinha virtualmente 100 por cento dos spins dos eletrons sem par. Se voce pudesse de alguma forma ampliar um 
P eda 9° de ferro para ‘ver’ os dipolos individuals como setas minusculas, veria algo como a Figura 6.25, com todos os spins 
apontando na mesma diregao. 

Mas se isso e verdade, por que todas as ferramentas e pregos nao sao (mas poderosos? A resposta e que o alinhamento 
ocorre em areas relativamente pequenas chamadas doimnios. Cada dommio contem bilhoes de dipolos, todos alinhados (esses 
dommios sao de fato vistveis sob o microscopio, quando se usa tecnicas de revelagao adequadas — veja a Figura 6.26), mas 
a orientagao dos dommios em si e aleatoria. Uma chave inglesa comum contem uma quantidade enorme de dommios e seus 
campos magneticos se anulam, de forma que a ferramenta, como um todo, nao e magnetizada. (Na realidade, a orientagao 
dos dommios nao e completamente aleatoria; dentro de um determinado cristal pode haver um alinhamento preferencial ao 
longo do eixo. Mas havera tantos dommios apontando em uma diregao quanto na outra, de forma que nao ha magnetizagao 
em grande escala. Alem do mais, os proprios cristais tern orientagao aleatoria em qualquer pedago de metal de tamanho 
consideravel.) 

Como, entao, voce produziria um fma permanente, como os que sao vendidos nas lojas de brinquedos? Quando voce 
coloca um pedago de ferro em um campo magnetico forte, o torque N - m x B tende a alinhar os dipolos paralelamente ao 
campo. Como eles gostam de hear paralelos aos seus vizinhos, a maior parte dos dipolos ira resistir ao torque. No entanto, no 
contorno entre os dois dommios, ha a competigao dos vizinhos e o torque colocara o seu peso a favor do dommio paralelamente 
mais proximo ao campo. Esse dommio ira ganhar alguns adeptos a custa dos que tiverem orientagao menos favoravel. 0 efeito 
lfquido do campo magnetico, entao, e alterar os contornos dos dommios. Os dommios paralelos ao campo aumentam e os 
demais diminuem. Se o campo for forte o bastante um dos dommios assumira o todo e o ferro sera considerado ‘saturado’. 




Dommios ferromagneticos. (Foto cortesia de R. W. DeBlois) 


Figura 6.26 
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Ocorre que este processo (a mudan§a dos contornos de donrinios em resposta a um campo externo) nao e totalmente 
reversfvel: quando o campo e desligado, havera um retorno parcial aos dominios com orientafao aleatoria, mas ele estara 
longe de ser total; restara a preponderance de dominios na direqao original. 0 objeto torna-se, entao, um ima permanente. 

Uma maneira simples de fazer isso na pratica e enrolar um fio no objeto que sera magnetizado (Figura 6.27). Passe uma 
corrente I pelo fio; isso produz um campo magnetico externo (que aponta a esquerda no diagrama). A medida que voce 
aumenta a corrente, o campo aumenta, os contornos dos dominios se movimentam e a magnetiza^ao aumenta. Com o tempo 
voce chegara ao ponto de saturaqao em que todos os dipolos estao alinhados e novos incrementos na corrente nao tern efeito 
sobre M (Figura 6.28, ponto b). 

Agora suponha que voce reduz a corrente. Em vez de refazer o caminho de volta para M = 0, ocorre um retorno apenas 
parcial a dominios com orientaqao aleatoria. M diminui, mas mesmo com a corrente desligada, resta alguma magnetiza§ao 
residual (ponto c). A chave inglesa tornou-se um ima permanente. Se voce quiser eliminar a magnetizafao remanescente, tera 
de passar pelo fio uma corrente no sentido contrario (uma / negativa). Nesse caso, o campo externo aponta para a direita e, 
a medida que I aumenta (negativamente), M cai a zero (ponto d). Se voce aumentar I ainda mais, logo chegara a saturafao 
no outro sentido — todos os dipolos estarao apontando para a direita (e). Nesse estagio, desligar a corrente deixara a chave 
inglesa com uma magnetiza§ao permanente para a direita (ponto /). Para terminal* a historia, ligue /, novamente, no sentido 
positivo: M volta a zero (ponto g) e, com o tempo, volta ao ponto de saturaqao mais a frente (6). 

0 caminho que tra^amos chama-se ciclo de histerese. Observe que a magnetizaqao da chave inglesa depende nao somente 
dos campos aplicados (ou seja, de /), mas tambem do seu ‘historico’ magnetico previo. 8 Por exemplo, em tres momentos 
diferentes no nosso experimento a corrente tornou-se nula (a, ce /) e, no entanto, a magnetizafao foi diferente em cada um 
deles. De fato, e costume tra?ar ciclos de histerese como graficos de B versus H, em vez de M versus I. (Se nosso fio 
assemelhar-se a um solenoide longo com n voltas por unidade de comprimento, entao H — n/, de forma que H e I sao 
proporcionais. Enquanto isso, B = po(H + M), mas na pratica M e enorme se comparada a H , de forma que para todos os 
fins praticos B e proporcional a M.) 

Para deixar as unidades coerentes (teslas), coloquei (poH) horizontalmente no grafico (Figura 6.29); observe, porem, que 
a escala vertical e 10 4 vezes rnaior que a horizontal. A grosso modo, poll e o campo que nossa bobina produziria na ausencia 
do ferro; Beo resultado de fato e em compara§ao a /i 0 H e gigantesco. Uma pequena corrente vai longe quando se tern 
materials ferromagneticos em volta. E por isso que qualquer um que queira fazer um eletromagneto poderoso ira enrolar 
a bobina em volta de um nucleo de ferro. Nao e preciso muito em termos de campo externo para alterar os contornos dos 
dominios, e assim que isso acontece voce tern todos os dipolos do ferro trabalhando a seu favor. 

Um ultimo comentario com rela§ao ao ferromagnetismo: lembre-se de que tudo decorre do fato de que os dipolos dentro 
de um determinado dominio alinham-se paralelamente uns aos outros. Movimentos termicos aleatorios competem com esse 
ordenamento, mas desde que a temperatura nao fique muito alta, eles nao conseguem desalinhar os dipolos. Nao e surpresa, 
porem, que temperaturas muito altas destruam o alinhamento. O que e surpreendente e que isso ocorre a uma temperatura 
precisa (770° C, para o ferro). Abaixo dessa temperatura (chamada de ponto de Curie), o ferro e ferromagnetico; acima, ele 
e paramagnetico. 0 ponto de Curie e como o ponto de ebulifao ou ponto de fusao, no sentido de que nao ha trans^ao gradual 
entre o comportamento ferromagnetico e o paramagnetico, como nao ha entre a agua e o gelo. Essas mudan 5 as abruptas nas 
propriedades de uma substancia e que ocorrem a temperaturas precisamente definidas sao conhecidas na mecanica estatistica 
como transi^oes de fase. 



Figura 6.27 Figura 6.28 


8. Etimologicamente, a palavra histerese nada tem a ver com a palavra historia — ou com a palavra histeria. Ela vem de um verbo grego que significa 
‘atrasar’. 
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Problema 6.20 Como voce faria a desmagnetizagao de urn ima permanente (como a chave inglesa que discutimos, no ponto c do 
ciclo de histerese)? Ou seja, como voce o restauraria ao seu estado original, com M = 0 em / = 0? 


Problema 6.21 

(a) Mostre que a energia de urn dipolo magnetico em um campo magnetico B e dada por 


U = - m B. 


(6.34) 


[Assuma que a magnitude do momento de dipolo e fixa, e que tudo o que voce tern a fazer e coloca-lo no lugar e roda-lo ou gira-lo 
ate sua orientagao final. A energia necessaria para manter a corrente fluindo e um outro problema que iremos abordar no Capitulo 7.] 
Compare a Equagao 4.6. 

(b) Mostre que a energia de interagao de dois dipolos magneticos separados por um deslocamento r e dada por 


u = ^(mrm2-3(mrf)(m 2 -f)]. 


(6.35) 


Compare a Equagao 4.7. 

(c) Expresse sua resposta para (b) em termos dos angulos 61 e (h na Figura 6.30, e use o resultado para encontrar a configura^ao 
estavel que dois dipolos adotariam se mantidos a uma distancia fixa, mas deixados livres para girar. 

(d) Suponha que voce tem uma grande cole?ao de agulhas de bussola montadas em pinos a intervalos regulares ao longo de uma 
Iinha reta. Em que diregao elas apontariam (assumindo-se que o campo magnetico da Terra pode ser desprezado)? [Um arranjo 
retangular de agulhas de bussola tambem se alinha espontaneamente e isso e as vezes usado como demonstrafao do comportamento 
‘ferromagnetico’ em grande escala. Mas e de certa forma um embuste, ja que esse mecanismo e puramente classico e muito mais 
fraco do que as formas de interagao de troca da mecanica quantica que sao na realidade responsaveis pelo ferromagnetismo.] 




0 


2 


Figura 6.30 


Mais problemas do Capitulo 6 

Problema 6.22 No Problema 6.4 voce calculou a for$a em um dipolo atraves da ‘for?a bruta’. Eis uma abordagem mais elegante. 
Primeiro expresse B(r) como uma expansao de Taylor em torno do centro da espira: 

B(r)SSB(r 0 ) + [(r-ro)- Vo]B(ro), 

onde r 0 6 a posi?ao do dipolo e Vo denota diferenciagao com relagao a r 0 . Coloque isso na lei de for?a de Lorentz (Equa 9 ao 5. 16) 
para obter 


F = 7 (hdlx [(r- Vo)B(ro)]. 
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Ou, numerando as coordenadas cartesianas de 1 a 3: 

Fi = I ^ Cijk s (j) T[ dlj > [Vo t i?fc(ro)] > 

onde Cijk e o simbolo de Levi-Civita (+1 se ijk = 123, 231, ou 312; -1 se ijk = 132, 213, ou 321; caso contrario, 0), em termos 
do qual o produto vetorial pode ser expresso (A x B); — fc==1 tijkAjBk. Use a Equa^ao 1. 108 para calcular a integral. Observe 

que 

3 

^ ^ tjjktljm = &il$km &irn&kli 
.7 = 1 

onde 6ij e o delta de Kronecker (Problema 3.45). 

Problema 6.23 Observe o seguinte paralelo: 

f V • D = 0, V x E = 0, eoE = D - P, (nao ha carga livre); 

| V • B = 0, V x H = 0, /ioH = B — /xoM, (nao ha corrente livre). 

Assim, a transcrigao D -x B, E -4 H, P fj, oM, eo //o torna um problema eletrostatico em urn problema magnetostatico analogo. 

Use esta observa^ao juntamente com seu conhecimento de resultados eletrostaticos para rededuzir 

(a) o campo magnetico dentro de uma esfera uniformemente magnetizada (Equa 9 ao 6.16); 

(b) o campo magnetico dentro de uma esfera de material magnetico linear em um campo magnetico que inicialmente e uniforme 
(Problema 6.18); 

(c) o campo magnetico medio sobre uma esfera, devido a correntes estacionarias dentro da esfera (Equa^ao 5.89). 

Problema 6.24 Compare as Equates 2. 15, 4.9 e 6. 1 1 . Observe que se p, P e M sao uniformes , a mesma integral esta envolvida nos 
tres: 



Portanto, se voce conhece o campo eletrico de um objeto uniformemente carregado , pode imediatamente escrever o potencial escalar 
de um objeto uniformemente polarizado, e o potencial vetorial de um objeto uniformemente magnetizado com o mesmo formato. 
Use esta observa^o para obter V dentro e fora de uma esfera uniformemente polarizada (Exemplo 4.2) e A dentro e fora de uma 
esfera uniformemente magnetizada (Exemplo 6.1). 

Problema 6.25 Um brinquedo conhecido consiste de imas permanentes em forma de rosquinha (magnetizado paralela ao eixo), que 
deslizam sem atrito em uma haste vertical (Figura 6.31). Trate os imas como dipolos, com massa m<t e momento de dipolo m. 

(a) Se voce colocar os imas na haste com os lados correspondentes voltados um para o outro, o ima de cima ‘flutuara’ — a for^a 
magnetica para cima anulara a for^a gravitacional para baixo. A que altura (. z ) ele flutua? 

(b) Se voce acrescentar um terceiro fma (paralelo ao de baixo), qual sera a razao entre as duas alturas? (Determine o valor de fato 
com tres algarismos significativos.) 

[Resposta: (a) [3 pom 2 /2 tt mdg) l ^ A \ (b) 0,8501] 

Problema 6.26 Na interface entre um material magnetico linear e outro, as linhas do campo magnetico curvam-se (veja a Figura 6.32). 
Mostre que tg # 2 / tg#i = P 2 /P 1 , assumindo que nao ha corrente livre no contorno. Compare a Equado 4.68. 



Figura 6.31 


Figura 6.32 
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Problema 6.27 Um dipolo magnetico m esta embutido no centra de uma esfera (de raio R) de material magnetico linear (com 
permeabilidade p). Mostre que o campo magnetico dentro da esfera (0 < r < R) 6 


2(j» 0 - /x) m 
(2jtt 0 + p)R 3 


Qual e o campo fora da esfera? 


Problema 6.28 Foi-lhe pedido para emitir parecer tecnico sobre uma solicita 9 ao de auxflio a pesquisa que se propoe a determinar se 
a magnetiza 9 ao do ferro e devida aos dipolos de ‘Ampere’ (espiras de corrente) ou aos dipolos de ‘Gilbert’ (monopolos magneticos 
separados). 0 experimento envolvera em um cilindro de ferro (de raio R e comprimento L = 10 R), uniformemente magnetizado 
ao longo da dire 9 ao do eixo. Se os dipolos forem do tipo Ampere, a magnetiza 9 ao sera equivalente a uma corrente superficial ligada 
Km = M <p-, se eles forem do tipo Gilbert, a magnetiza 9 ao sera equivalente a densidade superficial dos monopolos cr M = ±M nas 
duas extremidades. Infelizmente, essas duas configuragoes produzem campos magneticos identicos em pontos externos. No entanto, 
os campos infernos sao radicalmente diferentes — no primeiro caso B esta na mesma dire 9 ao geral que M, enquanto no segundo fica 
a grosso modo oposto a M. 0 solicitante se propoe a medir esse campo interno escavando uma pequena cavidade e encontrando o 
torque sobre uma pequena agulha de bussola colocada ali dentro. 

Assumindo que as dificuldades tecnicas obvias possam ser superadas e que a questao em si valha a pena ser estudada voce seria a 
favor de financial- esse experimento? Em caso positivo, que formato de cavidade voce recomendaria? Se nao, o que ha de errado com 
a proposta? [Dica: consulte os problemas 4. 1 1 , 4. 1 6, 6.9 e 6. 1 3.] 


Capi'tulo 7 

Eletrodinamica 


7.1 For^a eletromotriz 

7.1.1 Lei de Ohm 

Para fazer uma corrente fluir, voce tem de empurrar as cargas. A velocidade com que elas se movem, em resposta a 
um determinado empurrao, depende da natureza do material. Para a maioria das substancias, a densidade de corrente J e 
proporcional a forget por unidade de carga , f: 

3 = erf. (7.1) 

0 fator de proporcionalidade a (que nao deve ser confundido com a densidade superficial de carga) e uma constante 
empirica que varia de um material para outro; e a chamada condutividade do meio. Na realidade, os manuais geralmente 
relacionam a redproca de a, chamada de resistividade: p = 1/a (que nao deve ser confundida com a densidade de carga — 
sinto muito, mas estamos ftcando sem letras gregas suficientes e essa e a notagao padrao). Alguns valores tfpicos estao 
relacionados na Tabela 7.1. Observe que ate mesmo os isolantes sao ligeiramente condutores, embora a condutividade do 
metal seja astronomicamente maior — por um fator de 10 22 aproximadamente. De fato, para a maioria dos fins, os metais 
podem ser considerados como condutores perfeitos, com a = oo. 

Em prinefpio, a forga que move as cargas para produzir a corrente pode ser de qualquer natureza — qufmica, gravita- 
cional ou formigas treinadas puxando com cordas minusculas. Para o nosso objetivo, no entanto, e geralmente uma forga 
eletromagnetica que realiza a tarefa. Neste caso, a Equagao 7. 1 torna-se 

J = a(E + v x B). (7.2) 

Normalmente, a velocidade das cargas e tao pequena que o segundo termo pode ser ignorado: 


J = crE. 


(7.3) 


Tabela 7.1 Resistividades em ohms-metro (todos os valores sao para 1 atm, a 20° C). 


Material 

Resistividade 

Material 

Resistividade 

Condutores: 


Semicondutores: 


Prata 

1,59 x 1(T 8 

Agua salgada (saturada) 

4,4 x 10 -2 

Cobre 

1,68 x 10~ 8 

Germanio 

4,6 x 10" 1 

Ouro 

2,21 x 1(T 8 

Silicio 

2,5 x 10 3 

Alurmnio 

2,65 x 10 -8 

Isolantes: 


Ferro 

9,61 x 10" 8 

Agua (pura) 

2, 5 x 10 5 

Mercurio 

9,58 x 10 -7 

Madeira 

10 8 - 10 u 

Nicromo 

1,00 x 10- 6 

Vidro 

10 10 - 10 14 

Manganes 

Grafite 

1,44 x 10- 6 

1,4 x 10" 5 

Quartzo (fundido) 

~ 10 16 


Fonte: Handbook of Chemistry and Physics, 782 e d. (Boca Raton: CRC Press, Inc., 1997). 
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Ja sei. voce ficou confuso porque eu disse aue F - n a <- 

m2° ndriaS (J = 0) ' A,6W d ° m3is ’ P ara con dutores peJtosE J Z ZT* ^ ^ MaS iSS ° P ara «“»» 
p atica, os metais sao condutores tao bons que neles o camnn • - ° mesmo °J ue a corrente esteja fluindo Na 

A»n,. rotineiramente tratantos os fios «s 7osoZf ZLT^ T < fcprez tvel 

em conti apartida, sao feitos de materials mat condutores. P ° r “ enlp o) como 'qwpotenciais. Os resistores. 


Exemplo 7.1 

Solucaot o que ocorre e que o can,™ ale,, a , ' e V - <« passando? 

densidade de corrente tambdm ( uniform,, portai,^" ° * *° (p,omi •» «* «■«« Segue-se da Equaga, 7,3 que „ 


1 = JA = oEA = ~ 


V. 



Figura 7.1 


Exemplo 7.2 


diferenga de pc', St qTcSSSSlSm ^ ^ & * S f » re ” "«<** • »ma 

aolu^ao: o campo entre os cilindros e 


E = 


onde A e a carga por unidade de comprimento do cilindro interne 2 A corrente e, portanto, 


/ = / J • da = 


a J E ■ da = —\L. 

(A integral d .sobre qualquer supertrcie envolvendo 

V : 


entao 


'/ E ' <l= 2^ l "(i 


i = ^lL v 

In (6/a) 
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Como esses exemplos mostram, a corrente total que flui entre um eletrodo e outro e proporcional a diferensa de potencial 
entre eles: 


V = IR. 


(7.4) 


Esta, e claro, e a versao mais conhecida da lei de Ohm. A constante de proporcionalidade R e chamada de resistencia; 
6 uma fungao da geometria do arranjo e da condutividade do meio entre os eletrodos. (No Exemplo 7.1, R = ( LjaA ); no 
Exemplo 7.2, R = In (b/a)/2iro-L.) A resistencia e medida em ohms (0): um ohm e um volt por ampere. Observe que a 
proporcionalidade entre V e I e consequencia direta da Equa^ao 7.3: se quiser dobrar V, voce simplesmente dobra a carga 
em toda parte — mas isso duplica E, que duplica J, que duplica I. 

Para correntes estacionarias e condutividade uniforme, 


V ■ E = -V • J = 0 (7.5) 

o 

(Equa^ao 5.31), a densidade de carga e zero; toda carga desbalanceada permanece na superficie. (Provamos isso faz tempo 
para o caso das cargas estacionarias, usando o fato de que E = 0; evidentemente continua sendo verdadeiro quando as cargas 
podem se mover.) Segue-se, sobretudo, que a equa 5 ao de Laplace continua verdadeira para materiais ohmicos homogeneos 
pelos quais passe uma corrente estacionaria, de forma que todas as ferramentas e truques do Capftulo 3 estao dispomveis para 
se calcular o potencial. 


Exemplo 7.3 

Afirmei que o campo no Exemplo 7. 1 6 uniforme. Vamos prova-lo. 

Solu^ao: dentro do cilindro V obedece-se a equagao de Laplace. Quais sao as cond^oes de contorno? Na extremidade esquerda, o 
potencial e constante — podemos muito bem designa-lo como igual a zero. Na extremidade direita o potencial tambem 6 constante — 
vamos chama-lo de Vo- Na superficie do cilindro, J • n = 0, caso contrario a carga estaria vazando para o espa 90 circundante (que 
consideramos nao condutor). Portanto E • n = 0, e consequentemente dV/dn - 0. Com V ou sua derivada normal especificada 
em todas as superficies, o potencial e univocamente determinado (Problema 3.4). Mas e fdcil imaginar um potencial que obedece a 
equa^ao de Laplace e se encaixa nessas condifoes de contorno: 



onde ^ € medido ao longo do eixo. O teorema de unicidade garante que esta e a solu 9 ao. O campo correspondente e 


E = — W = --j-z, 

L 

que e de fato uniforme. c.q.d. 

Compare ao problema considemvdmente mais dificil que surge se o material condutor e reniovido, deixando apenas uma placa de 
metal em cada extremidade (Figura 7.3). Evidentemente, no caso em questao, a carga se distribui sobre a superficie do fio de forma 
a produzir um campo uniforme perfeito internamente. 1 



Suponho que nao existe formula da fisica mais conhecida do que a lei de Ohm e, no entanto, ela nao e verdadeiramente 
uma lei, no sentido da lei de Gauss ou da lei de Ampere; ela e mais uma ‘regra geraF que se aplica bem a rnuitas substancias. 
Voce nao vai ganhar um premio Nobel se encontrar uma exce?ao. Inclusive, pensando bem, e ate surpreendente que a lei de 


1. Calcular essa carga superficial nao e facil. Veja, por exemplo, J. D. Jackson, Am. J. Phys. 64, 855 (1996). E tambem nao e uma questao simples 
determinar o campo externo ao fio — veja o Problema 7.57. 
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Ohm funcione. Afinal, um dado campo E produz uma forca nP fcnh.-A 

a carga ira se acelerar. Mas se as cargas estao se acelerando, por que a^orrente nan 6 ’ C ° nf ° rme 3 segunda lei de Newton, 
vez maior enquanto o campo esliver ligado? A lei de Ohm diz i:,elt. ““memo com o tempo, licando cada 

constaate, „ que sttgere ama veloddi constants. Is ^ C ° nS,a ”‘ e ““ 

a 

constantemente entre eles, voce e obrigado a recomecar do zero em cad^ 3 T ** de f ° rma que embora acele ™do 
constante, apesar do fato de que (exceto pelas paradas Derioriicas ah ^ ™ SUa ve ^ oc ^ ac * e media, entao, sera uma 
de ama quadra d A e a saa «“ * ° -prime* 


e, portanto, a velocidade media e 


t = 


± 

u media = ~at 
£ 




Mas espere! Isso tambem nao esta certo! Pois diV nne a - 

portanto, a corrente deve ser proporcional a rail quadrada do camno^ e pr ° P ° rC10naI a raiz quadrada da acelera?ao e que, 
pratica, ja estao se movendo com bastante T M hist<5ria: as ^ a s na 

dire^ao aleatoria e sua media A '“<*• »" « ™'ocidades tdrmicas iem 

mindscula (Problema 5.19,. Portanto, o tempo entrl colishes d^a^^fdade^muito m^Vurt^do^ue^updnha^most'de fato^ 


e, portanto, 

^media ~ ~ at — — . 

^ 2^terinica 

Se existent n moleculas por unidade de volume e f eletrnns livroc ^ , 

densidade de corrente e ' S por molecu l a > cada um com carga q e massa m, a 

J = »/ 9 v mMi , = -5M.Z = fjVV_'l E 

2v «rmica m \2mv t6 rmjca / ' (7.6) 

basicos e prevScorretamente que a^cordutividade ^roporcionaU densidade ^ 0 ”^ Ut * v * dade ’ 2 mas eic indica os ingredientes 
dimtnui com o aumento da temperatura. P ? d das cargas em movimento e que (ordinariamente) 

feitoporuSlttg^ 


P —VI = pR. 


Esta e a lei de aquecimento de Joule. Com 1 em amperes e R em ohms, P 6 expresso 


(7.7) 


em watts (joules por segundo). 


de condutividade a * C ° nCentncas ’ de raios a e b > respect, vamente, sao separadas por material mal condutor, 

W Se elas foteta man, Idas a am, dilemma de pote.cia, V, que eouente passatd de am, pat, , 

[ 0 ) Qua! e a resistencia entre as cascas? 

corrente que ^^^1,^^ Ex P lore esta ^serva 9 ao para determinar a 

umadaoutm (F i gU ra, 4b) , seadife _ 


ductim to the Quantum Theory, 3S ed.! qUa " tiCa * COndutividade ' Ve J a - P«r exemplo, D. Park em Intro- 
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(a) (b) 


Figura 7.4 


Problema 7.2 Um capacitor C foi carregado a um potencial Vo. No tempo t = 0 ele e ligado a um resistor R, e comefa a descarregar 
(Figura 7.5a). 

(a) Determine a carga do capacitor como fun^o de tempo, Q(t). Que corrente passa peio resistor, /(£)? 

(b) Qual era a energia original armazenada no capacitor (Equate 2.55)? Integrando a Equagao 7.7, confirme que o calor fornecido 
ao resistor e igual a energia perdida pelo capacitor. 

Agora imagine carregar o capacitor conectando-o (e tambem o resistor) a uma bateria de voltagem fixa Vo, no tempo t — 0 
(Figura 7.5b). 

(c) Determine novamente Q(t) e I(t). 

(d) Encontre a energia total que sai da bateria ( f V 0 I dt). Determine o calor fornecido ao resistor. Qual a energia final armazenada 
no capacitor? Que fra^ao do trabalho feito pela bateria aparece como energia no capacitor? [Observe que a resposta e independente 
de R\] 

Problema 7.3 

(a) Dois objetos de metal sao embutidos em material fracamente condutor, cuja condutividade e a (Figura 7.6). Mostre que a 
resistencia entre eles esta relacionada a capacitancia do arranjo por 


(b) Suponha que voce conectou uma bateria entre 1 e 2 e carregou ambos a uma diferenga de potencial Vo. Se voce, agora, desconectar 
a bateria, a carga ira gradualmente escoar. Mostre que V(t) = V 0 e~ t/T , e encontre a constante de tempo, r, em termos de e 0 e a. 

Problema 7.4 Suponha que a condutividade do material que separa os cilindros no Exemplo 7.2 nao e uniforme; especificamente, 
a(s) = k/s , para alguma constante k . Encontre a resistencia entre os cilindros. [Dica: como a e uma fun^ao da posi^ao, a 
Equa 9 ao 7.5 nao vale, a densidade de carga nao e zero no meio resistivo e E nao vai como 1/s. Mas sabemos que para correntes 
estacionarias 16 a mesma atraves de cada superficie cilindrica. Agora e com voce.] 



Figura 7.5 


Figura 7.6 




Capitulo 7 Eletrodinamica 203 


7.1.2 For^a eletromotriz 

Se voce pensar em um circuito eletrico ti'pico (Figura 7.7) — digamos, uma bateria ligada a uma lampada — surge uma 
questao desconcertante: na pratica, a corrente e a mesma a volta toda , a qualquer momento; por que isso acontece se a unica 
forga motriz obvia esta dentro da bateria? Na hora voce poderia esperar que isso gerasse uma grande corrente na bateria e 
nenhuma na lampada. Quern esta empurrando no restante do circuito e como e que esse alguem empurra de uma forma exata 
que resulta na mesma corrente em cada segmento? E mais: dado que as cargas em um fio ti'pico movem-se (literalmente) a 
passo de lesma (veja o Problema 5.19), por que nao leva meia hora para a notfcia chegar ate a lampada? Como todas as cargas 
sabem movimentar-se no mesmo instante? 

Resposta: se a corrente nao e a mesma a volta toda (por exemplo, durante a primeira fragao de segundo depois que a chave 
6 fechada), entao a carga esta se acumulando em algum lugar e — aqui esta a questao crucial — o campo eletrico dessa carga 
que se acumula esta em uma diregao tal que regulariza o fluxo. Suponha, por exemplo, que a corrente que entra na curva da 
Figura 7.8 e maior do que a corrente que sai. A carga, entao, acumula-se no ‘cotovelo’, e isso cria um campo que aponta na 
diregao contraria a dobra. Esse campo se opde a corrente que esta entrando (desacelerando-a) e estimula a corrente que esta 
saindo (acelerando-a) ate que essas correntes se igualem, ponto no qual nao ocorre mais acumulo de carga e o equilfbrio se 
estabelece. E um lindo sistema que se autocorrige de forma automatica para manter a corrente uniforme. E ele faz isso com 
tanta rapidez que, na pratica, voce pode afirmar com seguranga que a corrente e a mesma a volta toda do circuito, mesmo nos 
sistemas que oscilam em frequences de radio. 

A conclusao de tudo isso e que existem, na realidade, duas forgas envolvidas na movimentagao de uma corrente por um 
circuito: a fonte f s , que normalmente esta confinada a uma parte do circuito (a bateria, digamos), e a forga eletrostatica, que 
serve para normalizar o fluxo e comunicar a influencia da fonte as partes distantes do circuito: 


f - f s + E. 


(7.8) 


O agente ffsico responsavel por f, pode ser qualquer uma de varias coisas: em uma bateria e a forga qui'mica; em um 
cristal piezoeletrico a pressao mecanica e convertida em impulso eletrico; em um termopar e o gradiente de temperatura que 
executa a tarefa; em uma celula fotoeletrica e a luz, e em um gerador de Van de Graaff os eletrons sao literalmente depositados 
em uma esteira rolante e levados adiante. Seja qual for o mecanismo, seu efeito final e determinado pela integral de linha de f 
em volta do circuito: 



(7.9) 


(Como f E • dl = 0 para campos eletrostaticos, nao importa se voce usa f ou f s .) £ e a chamada forga eletromotriz, ou 
fern, do circuito. E um termo ruim, ja que nao se trata de forma alguma de forga — 6 a integral de uma forga por unidade de 
carga. Algumas pessoas preferem a palavra eletromogao, mas fern ja esta de tal forma arraigada que acho melhor ficar com 
ela. 

Em uma fonte ideal de fern (uma bateria sem resistencia, 3 por exemplo), a forga liquida sobre as cargas e nula (Equagao 7. 1 
com a = oo), de forma que E = — f s . A diferenga de potencial entre os terminals (a e b ) e, portanto, 


V = - f E-dl = 



f s -dl = £ 


(7.10) 



Figura 7.7 



Figura 7.8 


3. As baterias de verdade tem uma certa resistencia interna, r, e a diferenga de potencial entre seus terminals e£- Ir , quando a corrente I cstd passando. 
Para uma discussao esclarecedora sobre o funcionamento das baterias, veja D. Roberts, Am. J. Phys. 51, 829 (1983). 
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(podemos estender a integral a volta toda porque f s = 0 fora da fonte). A fun?ao da bateria, portanto, e estabelecer e manter 
uma diferen 9 a de voltagem igual a for$a eletromotriz (uma bateria de 6 V, por exemplo, tem o terminal positivo 6 V acima do 
terminal negativo). 0 campo eletrostatico resultante movimenta a corrente no restante do circuito (observe, porem, que dentro 
da bateria f s movimenta a corrente no sentido oposto a E). 

Como e a integral de linha de f s , £ pode ser interpretada como o trabalho feito por unidade de cargo, pela fonte — de 
fato, em alguns livros a for^a eletromotriz e definida dessa forma. No entanto, como voce vera na proxima se?ao, ha algumas 
sutilezas implfcitas nessa interpreta^ao, de forma que prefiro a Equa^ao 7.9. 


Problema 7.5 Uma bateria de fem £ e resistencia interna r esta ligada a uma resistencia de ‘carga’ variavel, R. Se voce quiser 
fornecer o maximo possfvel de pot6ncia para a resistencia de ‘carga’, que resistencia R deve escolher? (Voce nao pode, e claro, 
alterar £ e r.) 

Problema 7.6 Uma espira retangular de fio esta situada de forma que uma extremidade (altura h ) fica entre as placas de urn capacitor 
de placas paralelas (Figura 7.9), com orientagao paralela ao campo E. A outra extremidade fica bem para fora, onde o campo e 
essencialmente nulo. Qual e a fem dessa espira? Se a resistencia total e R, que corrente passa? Explique. [Alerta: esta 6 uma pergunta 
capciosa, portanto tenha cuidado; se voce inventou uma maquina de moto-perpetuo, ela provavelmente tem algum problema.] 



Figura 7.9 


7.1.3 fem devida ao movimento 

Na se^ao anterior foram relacionadas varias fontes possfveis de for? a eletromotriz em urn circuito, sendo as baterias as 
mais conhecidas. Mas nao mencionei a mais comum de todas: o gerador. Os geradores exploram a for^a eletromotriz, 
devida ao movimento e que surge quando voce movimenta urn fio atraves de urn campo magnetico. A Figura 7.10 mostra 
urn modelo primitivo para urn gerador. Na regiao sombreada ha urn campo magnetico uniforme B, apontando para dentro da 
pagina, e o resistor R representa seja o que for (talvez uma lampada ou uma torradeira) pelo qual estamos querendo passar 
a corrente. Se a espira toda for puxada para a direita a velocidade v, as cargas do segmento ab serao afetadas por uma for?a 
magnetica cujo componente vertical qvB impulsiona a corrente a volta toda no sentido horario. A fem e 

£ = j) fmag • dl = vBh, (7.11) 

onde /tea largura da espira. (Os segmentos horizontais be e ad nao contribuem, ja que a for?a aqui e perpendicular ao fio.) 

Observe que a integral que voce usa para calcular £ (Equa^ao 7.9 ou 7.11) aplica-se a urn instante no tempo — tire 
um ‘instantaneo’ da espira, por assim dizer, e trabalhe a partir daf. Assim, dl, para o segmento ab da Figura 7.10, aponta 



Figura 7.10 
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diretamente para cima, embora a espira esteja se movimentando para a direita. Nao ha o que discutir — e simplesmente a 
forma como a fem e definida — mas e importante que fique claro. 

Sobretudo, embora a forga magnetica seja responsavel por estabelecer a fem, ela certamente nao esta realizando qualquer 
trabalho — formas magneticas nunca realizam trabalho. Quern, entao, esta fornecendo a energia que aquece o resistor? 
Resposta: a pessoa que esta puxando a espira! Com a corrente fluindo, cargas no segmento ab tern uma velocidade vertical 
(chame-a de u) alem da velocidade horizontal v que elas herdam do movimento da espira. Da mesma forma, a forga magnetica 
tern um componente quB para a esquerda. Para contrabalangar isso, a pessoa que esta puxando o fio tern de exercer uma forga 
por unidade de carga 

/puxar — 

para a direita (Figura 7.1 1). Essa forga e transmitida para a carga pela estrutura do fio. Enquanto isso, a particula esta de 
fato movendo-se na diregao da velocidade resultan te w, e a distancia que ela percorre e (h/ cos #). 0 trabalho realizado por 
unidade de carga, portanto, 

{uB) ^ h 


1 


fpuxar * d 1 


COS# 


sen# = vBh = £ 


(sen# sendo resultado do produto escalar). Ao que se revela, entao, o trabalho realizado por unidade de carga e exatamente 
igual a fem, embora as integrals sejam tomadas ao longo de caminhos totalmente diferentes (Figura 7.12) e formas completa- 
mente diferentes estejam envolvidas. Para calcular a fem voce integra em volta da espira em um determinado instante , mas 
para calcular o trabalho realizado voce acompanha a carga no seu movimento em volta do circuito; a contribuigao de f puxar para 
a fem e nula porque e perpendicular ao fio, enquanto f mag nao contribui para o trabalho porque e perpendicular ao movimento 
da carga. 4 

Existe uma maneira particularmente interessante de expressar a fem gerada em uma espira que se move. Considere que <I> 
e o fluxo de B atraves da espira: 

$ = j B • da. (7.12) 

Para a espira retangular da Figura 7.10, 

$ - Bhx. 


A medida que a espira se movimenta, o fluxo diminui: 

dt 


Bh 


dx 

dt 


- Bhv . 


(0 sinal negativo se deve ao fato de que dx/dt e negativo.) Mas essa e precisamente a equa^ao da fem (Equagao 7.1 1); 
evidentemente a fem gerada na espira e menos a taxa de mudanga do fluxo atraves da espira: 


d$ 
dt ' 


(7.13) 


Esta e a regra do fluxo para a fem devida ao movimento. Alem dessa deliciosa simplicidade, ela tern a virtude de aplicar~se 
a espiras nao retangulares movendo-se em diregoes arbitrarias atraves de campos magneticos nao uniformes: inclusive, a 
espira nao precisa sequer manter uma forma fixa. 


v 




b c 



(a) Integragao para calcular 
£ (siga o fio em um 
instante no tempo). 


(b) Caminho de integragao para 
calcular o trabalho realizado 
(siga a carga em volta da espira) 


Figura 7.11 


Figura 7.12 


4. Para discussoes mais detalhadas, veja E. P. Mosca, Am. J. Phys. 42, 295 (1974). 
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Prova: a Figura 7.13 mostra uma espira de fio no tempo t e tambem urn curto espago de tempo dt depois. Suponha 
que calculemos o fluxo no momento t, usando a superffcie S, e o fluxo no momento t + dt, usando a superficie 
que consiste de S mais a ‘faixa’ que liga a nova posigao da espira a antiga. A mudanga de fluxo, entao, e 


ri$ = <D(t + dt) - <t>(t) = <E faixa 



B • da. 


Concentre sua atengao no ponto P: no tempo dt ele se move para P' . Considere v a velocidade do fio, e u 
a velocidade de uma carga que desce pelo fio; w = v + u e a velocidade resultante de uma carga em P. 0 
elemento infinitesimal de area na faixa pode ser expresso como 


da = (v x dl) dt 


(veja a insergao na Figura 7.13). Portanto 


f = /b-(vx<H). 

Como w = (v + u) e u e paralela a dl, isso tambem pode ser expresso como 


^ = j B • (w x dl). 

Agora o produto escalar triplo pode ser reescrito: 

B • (w x dl) = — (w x B) • dl, 


entao 

d$ f 

H =-fwxB).A 

Mas (wxB)ea forga magnetica por unidade de carga, f mag , entao 


e a integral de f mag e a fern 


d$ . „ 

* = - if ' 


e. * 

dt 


mag 


dl, 


c.q.d. 


Existe uma ambiguidade de sinal na definigao de fern (Equagao 7.9): em que sentido ao redor da espira deve ser feita a 
integragao? Existe uma ambiguidade compensatoria na definigao de fluxo (Equagao 7.12): qual e o sentido positivo para da? 
Na aplicagao da regra do fluxo, a coerencia dos sinais e governada (como sempre) pela sua mao direita: se os seus dedos 
definem o sentido positivo em volta da espira, entao o seu polegar indica o sentido de da. Se a fem resultar negativa, significa 
que a corrente fluira no sentido negativo em torno do circuito. 


Superflcie S 



Faixa 


Amplia^ao de da 


( t + dt) 


Figura 7.13 
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A regra do fluxo e urn atalho elegante para se calcular ferns devidas ao movimento. Ela nao contem qualquer novidade em 
ffsica. Ocasionalmente voce encontrara problemas que nao poderao ser tratados com a regra do fluxo; para esses sera preciso 
voltar a propria lei de forga de Lorentz. 


Exemplo 7.4 


Urn disco de metal de raio a gira com velocidade angular uj em torno de um eixo vertical, atraves de urn campo uniforme B. Urn 
circuito e feito conectando-se uma extremidade de um resistor ao eixo e a outra a um contato deslizante que toca a borda externa do 
disco (Figura 7. 14). Encontre a corrente no resistor. 

Solugao: a velocidade de um ponto no disco a uma distancia s do eixo e v - us, de forma que a forga por unidade de carga e 
fmag = vxB = oosBs. A fern e, portanto, 


£ = 



/mag d,S — LuB 



uoBa 2 

2 


e a corrente e 


£ coBa 2 
R = 2 R 


0 problema com a regra do fluxo e que ela presume que a corrente flui atraves de um caminho bem definido, enquanto neste exemplo 
a corrente se espalha sobre todo o disco. Nao flea sequer claro o que o ‘fluxo atraves do circuito’ significaria neste contexto. Mais 
complicado ainda e o caso das correntes de Foucault. Tome um pedaijo de (digamos) aluminio e balance-o em um campo magnetico 
nao uniforme. Correntes serao geradas no material e voce sentira uma especie de ‘arraste viscoso’ — como se voce estivesse puxando 
o bloco dentro de melago (essa e a for 9 a que chamei de f puX ar na discussao sobre fern devida ao movimento). As correntes de Foucault 
sao notoriamente dificeis de calcular, 5 mas faceis e impressionantes de demonstrar. Talvez voce tenha visto o experimento classico 
no qual um disco de aluminio montado como um pendulo em um eixo vertical balan 9 a passando entre os dois polos de um fma 
(Figura 7.15a). Quando entra na regiao do campo, ele.de repente desacelera. Para confirmar que as correntes de Foucault sao 
responsaveis, repete-se o processo usando um disco com varias fendas cortadas, para evitar o fluxo de correntes de grande escala 
(Figura 7.15b). Dessa vez o disco balan 9 a livremente, sern que o campo seja um obstaculo. 





Figura 7.15 


Problema 7.7 Uma barra de metal de massa m desliza sem atrito sobre dois trilhos condutores paralelos a uma distancia / um do 
outro (Figura 7.16). Um resistor R, esta conectado entre os trilhos e um campo magnetico uniforme B, que aponta para dentro da 
pagina, preenche toda a regiao. 

(a) Se a barra se move para a direita a velocidade v y qual e a corrente no resistor? Em que dire 9 ao ela flui? 

(b) Qual e a for 9 a magnetica sobre a barra? Em que dire 9 ao? 

(c) Se a barra cougar com velocidade i>o no tempo t — 0, e for deixada para deslizar, qual sera sua velocidade em um tempo 
posterior tl 

(d) A energia cinetica initial da barra era, e claro, \mv 0 2 . Verifique se a energia fornecida ao resistor e exatamente \mv a 2 . 


5. Veja, por exemplo, W. M. Saslow, Am. J Phys ., 60, 693 (1992). 
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Figura 7.16 


Problema 7.8 Uma espira quadrada de fio (de lado a) esta em uma mesa a uma distancia s de um fio muito longo e reto, pelo qual 
passa uma corrente /, como mostra a Figura 7,17. 

(a) Encontre o fluxo de B atraves da espira. 

(b) Se alguem puxar a espira afastando-a do fio, a uma velocidade u, que fem sera gerada? Em que sentido (horario ou anti-horario) 
fiui a corrente? 

(c) E se a espira for puxada para a direita a velocidade v , em vez de afastada? 

Problema 7.9 Um numero infinito de superficies diferentes pode se encaixar em uma determinada linha de contorno e, no entanto, 
na definiqao do fluxo magnetico atraves de uma espira, $ — f B • da, nao especifiquei qual a superficie a ser usada. Justifique essa 
aparente omissao. 

Problema 7.10 Uma espira quadrada (de lado a) e montada em uma haste vertical e gira a velocidade angular c o (Figura 7.18). Um 
campo magnetico uniforme B aponta para a direita. Encontre £(t) para esse gerador de corrente alternada. 

Problema 7.11 Uma espira quadrada e recortada de uma folha grossa de aluminio. Ela e em seguida posicionada de forma que a 
sua parte superior esteja em um campo magnetico uniforme B, e deixada em queda sob a a^ao da gravidade (Figura 7.19). (No 
diagrama, o sombreado indica a regiao do campo; B aponta para dentro da pagina.) Se o campo magnetico e 1 T (um campo padrao 
em laboratories), encontre a velocidade terminal da espira (em m/s). Encontre a velocidade da espira como funqao do tempo. Quanto 
tempo ela demora (em segundos) para alcazar, digamos, 90 por cento da velocidade terminal? O que aconteceria se voce cortasse 
uma pequena fenda no anel, interrompendo o circuito? [Observagao: o resultado nao depende das dimensoes da espira; determine 
os numeros de fato, nas unidades indicadas.] 


a 


T 


/ 


Figura 7.17 



Figura 7.18 



Figura 7.19 


7.2 Indu^ao eletromagnetica 

7.2.1 Lei de Faraday 

Em 1831, Michael Faraday relatou uma serie de experimentos, inclusive tres que (com alguma agressao a historia) podem 
ser caracterizados como se segue: 

Experimento 1 . Ele puxou uma espira de fio para a direita atraves de um campo magnetico (Figura 7.20a). Uma corrente 
passou pela espira. 
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Figura 7.20 


Experimento 2. Ele moveu o ima para a esquerda, mantendo a espira parada (Figura 7.20b). Novaniente, uma corrente 
passou pela espira. 


Experimento 3. Com ambos, a espira e o ima em repouso (Figura 7.20c), ele mudou a intensidade do campo (Faraday usou 
um eletromagneto e variou a corrente na bobina). Novamente, uma corrente passou pela bobina. 


A primeira experiencia, e claro, e um exemplo de fem devida ao movimento, convenientemente expressa pela regra do 

fluxo: 

P __d® 

dt ' 

Nao creio que ira surpreende-lo saber que exatamente a mesma fem surge no Experimento 2 — tudo o que realmente 
importa e o movimento relativo do magneto e da espira. De fato, a luz da relatividade especial tern de ser assim. Mas Faraday 
nao sabia nada sobre relatividade, e na eletrodinamica classica essa reciprocidade simples e uma coincidencia, com implica- 
?oes notaveis. Pois se a espira se move, e uma forga magnetica que estabelece a fem, mas se a espira estiver estacionaria , a 
forga nao pode ser magnetica — cargas estacionarias nao sao afetadas por forgas magneticas. Nesse caso, o que e responsa- 
vel? Que tipo de campo exerce forga sobre cargas em repouso? Bern, os campos eletricos o fazem, e claro, mas neste caso, 
aparentemente nao ha qualquer campo eletrico a vista. 

Faraday teve uma inspiragao engenhosa: 

Um campo magnetico que varia induz um campo eletrico. 

E esse campo eletrico ‘induzido’ o responsavel pela fem do Experimento 2. 6 De fato, se (como Faraday descobriu empi- 
ricamente) a fem for novamente igual a taxa de mudanga do fluxo, 

„ / n d<f> 

£ = fE-dl=-~, (7.14) 

entao E esta relacionado a alteragao em B pela equagao 


E-dl 


7 


5B 

~dt 


da. 


(7.15) 


Esta e a lei de Faraday na forma de integral. Podemos converte-la para a forma diferencial aplicando o teorema de Stokes: 


V x E = 


dB 
~dt ' 


(7.16) 


Observe que a lei de Faraday se reduz a velha regra / E • dl = 0 (ou, na forma diferencial, V x E = 0) no caso estatico 
(B constante) como, e claro, deveria. 

No Experimento 3 o campo magnetico varia por motivos totalmente diferentes, mas segundo a lei de Faraday, um campo 
eletrico sera novamente induzido, dando origem a uma fem -d$/dt. De fato, podemos subordinar os tres casos (e tambem 
qualquer de suas combinagoes) a uma especie de regra universal do fluxo: 


Sempre (e seja qual for o motivo) que o fluxo magnetico atraves de uma espira variar, uma fem 



surgira na espira. 


(7.17) 


6. Voce pode argumentar que o campo magndtico do Experimento 2 nao esta realmente variando — apenas se movendo. O que eu quero dizer e que se voce 
estiver em um lugarfixo, o campo varia a medida que o magneto passa. 
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Muitas pessoas chamam isso de ‘lei de Faraday’. Talvez eu seja exigente demais, mas acho isso confuso. Existem, 
na realidade, dois mecanismos subjacentes a Equaqao 7.17, que sao totalmente diferentes e identificar ambos como ‘lei de 
Faraday’ e mais ou menos como dizer que como dois gemeos identicos tem a mesma aparencia, devemos chama-los pelo 
mesmo nome. No primeiro experimento de Faraday, o que esta em aqao e a lei de forqa de Lorentz; a fern e magnetica. 
Mas nos outros dois 6 urn campo eletrico (induzido pela variacao do campo magnetico) que atua. Sob essa otica, e de fato 
surpreendente que os tres processos resultem na mesma formula para a fern. Inclusive, foi precisamente esta ‘coincidencia’ o 
que levou Einstein a teoria especial da relatividade — ele buscou um entendimento mais profundo do que, na eletrodinamica 
classica, e um acidente peculiar. Mas isso sera mostrado no Capitulo 12. Por enquanto reservaremos o termo ‘lei de Faraday’ 
para campos eletricos induzidos pela variaqao de campos magneticos e nao considero o Experimento 1 como um caso da lei 
de Faraday. 


Exemplo 7.5 

Um magneto cilindrico longo de comprimento L e raio a tem magnctizacao uniforme M paralela ao eixo. Ele passa em velocidade 
constante v atraves de um anel circular de diametro ligeiramente maior (Figura 7.21). Desenhe o grafico da fern induzida no anel, 
como funqao de tempo. 

Soluqao: o campo magnetico e o mesmo de um longo solenoide com corrente superficial K m = M cj>. Portanto, o campo interno 
e B = /ioM, exceto proximo as extremidades, onde ele comeqa a se abrir. 0 fluxo atraves do anel e zero quando o magneto esta 
distante; ele aumenta e atinge o maximo fioMita 2 na passagem da primeira extremidade e cai de volta a zero a medida que a segunda 
extremidade deixa o anel (Figura 7.22a). A fern e a derivada (negativa) de $ com relaqao ao tempo, de forma que consiste de dois 
picos, como mostra a Figura 7.22b. 



Figura 7.21 


\x 0 Mna 2 



Ficar de olho nos sinais na lei de Faraday pode ser uma verdadeira dor de cabeqa. No Exemplo 7.5 gostariamos de saber 
em que sentido a corrente induzida flui em torno do anel. Em principio, a regra da mao direita se aplica (consideramos $ 
positiva para a esquerda, na Figura 7.21, de forma que o sentido positivo para a corrente no anel e anti-horario se visto da 
esquerda; como o primeiro pico da Figura 7.22b e negativo, o primeiro pulso de corrente flui no sentido hordrio, e o segundo 
no sentido anti-horario). Mas ha uma regra util chamada lei de Lenz, cujo unico objetivo e ajudar a acertar os sentidos: 7 

A natureza abomina mudanqas no fluxo. 

A corrente induzida fluira num sentido tal que o fluxo que ela produz tende a anular a mudanqa. (A medida que a 
extremidade dianteira do magneto no Exemplo 7.5 penetra no anel, o fluxo aumenta, de forma que a corrente no anel tem de 


7. A lei de Lenz tambem se aplica as ferns devidas ao movimento, mas para estas e geralmente mais facil obter o sentido da corrente a partir da lei de forga 
de Lorentz. 
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gerar um campo para a direita — ela, portanto, flui no sentido horario) Observe que e a variagao no fluxo, e nao o fluxo em 
si, o que a natureza abomina (quando a extremidade posterior do magneto deixa o anel, o fluxo cai , de forma que a corrente 
induzida flui no sentido anti-horario , na tentativa de restaura-lo). A induqao de Faraday e uma especie de fenomeno ‘inertial’: 
uma espira condutora ‘gosta’ de manter atraves de si um fluxo eonstante; quando voce tenta alterar o fluxo, a espira reage 
enviando uma corrente que circula em um sentido de forma a frustrar os seus esfo^os. (Ela nao e totalmente bem-sucedida ; 
o fluxo produzido pela corrente e tipicamente apenas uma fraqao minuscula do original. Tudo o que a lei de Lenz vai lhe 
informar e o sentido do fluxo.) 


Exemplo 7.6 

A demonstra^ao do ‘anel saltadorL Se voce enrolar uma bonina solenoide em torno de um micleo de ferro (o ferro esta ali para 
potencializar o campo magnetico), colocar um anel de metal em cima e liga-la na tomada, o anel ira sal tar a uma altura de varios 
centimetros (Figura7.23). Por que? 

Solugao: antes que voce ligasse a corrente, o fluxo atraves do anel era nulo. Depois um fluxo apareceu (para cima, no diagrama), e a 
fern gerada no anel levou a uma corrente (no anel) que, segundo a lei de Lenz, foi em um sentido tal que seu campo tendeu a cancelar 
esse novo fluxo. Isso significa que a corrente na espira e oposta a corrente no solenoide. E como correntes opostas se repelem, o ane! 
salta. 8 


^\r 


anel 



solenoide 


Problema 7.12 Um longo solenoide de raio a e acionado por uma corrente alternada, de forma que o campo interno e senoidal: 
B (t) = Bo cos(cut) z. Uma espira circular de fio, de raio a/2 e resistencia R , e colocada dentro do solenoide disposta coaxialmente. 
Encontre a corrente induzida na espira, como fungao de tempo. 

Problema 7.13 Uma espira de fio, quadrada e com lados de comprimento a, esta no primeiro quadrante do piano xy , com um dos 
vertices na origem. Nessa regiao ha um campo magnetico B (y, t) = ky 3 t 2 z (onde k e uma eonstante), nao uniforme e dependente 
do tempo. Encontre a fern induzida na espira. 

Problema 7.14 Como demonstragao em uma palestra, solta-se uma barra magnetica cilindrica e curta para que caia por um tubo 
vertical de aluminio de diametro ligeiramente maior e com cerca de 2 metros de comprimento. Ela demora varios segundos para 
ressurgir na parte inferior do tubo, enquanto um pedaqo de ferro identico, porem nao magnetizado percorre o mesmo trajeto em uma 
fra 9 ao de segundo. Explique por que o magneto cai mais devagar. 


7.2.2 O campo eletrico induzido 

0 que a descoberta de Faraday nos diz e que existem, na realidade, dois tipos distintos de campos eletricos: os que sao 
atribuidos diretamente as cargas eletricas e os que estao associados a mudangas nos campos magneticos. 9 Os primeiros podem 


8. Para mais detalhes sobre o anel saltador (e o correlate ‘anel flutuante’), veja C. S. Schneider e J. P. Ertel, Am. J. Phys . 66, 686 (1998). 

9. Voce poderia, suponho, introduzir uma palavra totalmente nova para denotar o campo gerado pela variagao de B. A eletrodinamica, entao, abarcaria 
tres campos: campos E, produzidos por cargas eletricas [V • E = (l/e 0 )p, V x E = 0]; campos B, produzidos por correntes eletricas [V • B = 
0, V x B - p 0 3]\ e campos G, produzidos pela variagao dos campos magneticos [V • G = 0, V x G = - dB/dt ]. Como E e G exercem forgas 
da mesma maneira [F = q( E + G)], e melhor considerar sua soma como uma entidade unica e chamar a coisa toda de ‘campo eletrico’. 
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ser calculados (no caso estatico) atraves da lei 
a lei de Faraday, 


de Coulomb; os ultimos podem ser encontrados explorando-se a analogia entre 


V x E = - 


dB 

~dt' 


e a lei de Ampere, 


VxB = p 0 3. 


E claro que o rotacional sozinho nao basta para determinar um campo — voce tem de especificar tambem o divergente. 
Mas desde que E seja um campo puro de Faraday, devido exclusivamente a varia?ao de B (com p - 0), a lei de Gauss diz que 


V • E = 0, 


enquanto para os campos magneticos, e claro, 


VB = 0 


sempre. Assim o paralelo esta completo e concluo que os campos eletricos induzidos de Faraday sao determinados por 
-(dB/ dt) exatamente da mesma forma que os campos magnetostaticos sao determinados por /t 0 J. 

Sobretudo, se a simetria permitir, podemos usar todos os truques associados a lei de Ampere na forma de integral, 


B • d\ — Pol a 


so que desta vez 6 a lei de Faraday na forma de integral: 


E-dl = 


dt 


(7.18) 


A taxa de varia$ao do fluxo (magnetico) atraves da espira amperiana desempenha o papel que anteriormente era atribufdo 
^ PO 7enc ■ 


Exemplo 7.7 


Um campo magn6tico uniforme B(i), que aponta diretamente para cima, preenche a regiao circular sombreada da Figura 7.24. Se B 
varia com o tempo, qual e o campo eletrico induzido? 

Solu^ao: E aponta na dire?ao circunferencial, exatamente como o campo magnetico dentro de um fio longo e reto com densidade de 
corrente uniforme. Desenhe uma espira amperiana de raio s, e aplique a lei de Faraday: 




E.d = £ (2» s ) = -^ = ^ Ks(()) = _ 


Portanto 


2 dt 


ITS 


idB 
dt ' 


Se B esta aumentando , E esta no sentido horario , se visto de cima. 

B(0 



Espira amperiana de raio s 


Figura 7.24 
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Exemplo 7.8 


Uma linha de carga com densidade A esta grudada na beirada de uma roda de raio b, que e entao suspensa horizontalmente, como 
mostra a Figura 7.25, de forma a rodar livremente (os raios sao feitos de material nao condutor — madeira, talvez). Na regiao central 
ate o raio a ha urn campo magnetico uniforme B 0 , que aponta para cima. Agora, alguem desliga o campo. O que acontece? 

Solu^ao: a varia?ao do campo magnetico ira induzir urn campo eletrico, enrolando-se (ou circundando) no eixo da roda. Esse campo 
eletrico exerce uma for?a sobre as cargas na beirada e a roda come?a a girar. Conforme a lei de Lenz, ela ira girar em uma dire$ao 
tal que seu campo tenda a restaurar o fluxo para cima. 0 movimento, entao, sera no sentido anti-horario, se visto de cima. 


Quantitativamente, a lei de Faraday diz que 


/ 


E • dl = - 


dt 



Ora, o torque em urn segmento de comprimento dl e (r x F), ou bXE dl. 0 torque total na roda e, portanto, 


N = b\ 


Edl = -bXxa 2 ^-, 

dt 


e o momento angular transmitido a roda e 


/ Ndt = —Xira 2 b ( dB — Xna 2 bBo. 

J Jb 0 

Nao importa quao rapido ou devagar voce desliga o campo; a velocidade angular final da roda sera a mesma, de qualquer jeito. (Se 
voce estiver imaginando de onde veio esse momento angular, estara se adiantando! Aguarde o proximo capftulo.) 

Uma ultima palavra sobre este exemplo: e o campo eletrico que provoca a rotafao. Para convence-lo disso eu deliberadamente ajeitei 
as coisas de forma que o campo magnetico seja sempre zero no local da carga (na beirada). A experimentadora pode lhe dizer que 
nao incluiu nenhum campo eletrico — a unica coisa que ela fez foi desligar o campo magnetico. Mas quando ela fez isso, urn campo 
eletrico automaticamente apareceu e foi esse campo eldtrico que girou a roda. 



Preciso alerta-lo agora para uma pequena fraude que mancha muitas das aplica?6es da lei de Faraday: a indu?ao eletro- 
magndtica, e claro, ocorre somente quando os campos magneticos estao variando. No entanto, gostarfamos de usar o aparato 
da magnetostdtica (lei de Ampere, de Biot-Savart e tudo o mais) para calcular esses campos magneticos. Tecnicamente, 
qualquer resultado derivado dessa forma e apenas aproximadamente correto. Mas, na pratica, o erro e normalmente despre- 
ztvel, a menos que o campo flutue de forma extremamente rapida ou voce esteja interessado em pontos muito distantes da 
fonte. Mesmo o caso de urn fio cortado com tesoura (Problema 7.18) e estdtico o suficiente para se aplicar a lei de Ampere. 
Esse regime, no qual as regras da magnetostatica podem ser usadas para calcular o campo magnetico do lado direito da lei de 
Faraday, e chamado de quase-estatico. Falando genericamente, e somente quando chegamos as ondas eletromagneticas e a 
radia?ao que temos de nos preocupar seriamente com o colapso da magnetostatica em si. 
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Exemplo 7.9 


Por um fio reto infinitamente longo passa uma corrente que varia lentamente I(t). Determine o campo eletrico induzido como fungao 
da distancia s ao fio. 10 


Solugao: na aproximagao quase-estatica, o campo magnetico e (pol /2ns), e circunda o fio. Como o campo B de um solenoide, aqui 
E e paralelo ao eixo. Para a ‘espira amperiana’ retangular da Figura 7.26, a lei de Faraday resulta em: 


E • dl 


E(s 0 )l-E{s)l = 

Mo/ dl f s 1 , 

“ 2 nTt * dS 

J S 0 


= HUrf ( |ns - lns °) 


Assim, 


E( S ) 


Mo dl 

^ii' ns+K . 


(7.19) 


onde K 6 uma constante (o que equivale a dizer que e independente de s — mesmo assim, pode ser uma fungao de t). 0 valor de 
fato de K depende de todo o historico da fungao I(t) — veremos alguns exemplos no Capitulo 10. 


A Equagao 7.19 traz a sugestao peculiar de que E explode a medida que s tende ao infinito. Isso nao pode ser verdade... O 
que esta errado? Resposta: ultrapassamos o limite da aproximagao quase-estatica. Como veremos no Capitulo 9, as ‘notlcias’ 
eletromagneticas viajam a velocidade da luz, e a grandes distancias B depende nao da corrente agora, mas da corrente como ela era 
algum tempo antes (na verdade, toda uma serie de tempos anteriores, ja que diferentes pontos no fio estao a distancias diferentes). Se 
r e o tempo que I leva para mudar substancialmente, entao a aproximagao quase-estatica deve ser verdadeira apenas para 


s < ct, ( 7 . 20 ) 

e, portanto, a Equagao 7.19 simplesmente nao se aplica para s extremamente grande. 



Espira amperiana 


I 


Figura 7.26 


Problema 7.15 Por um solenoide longo de raio aen voltas por unidade de comprimento, passa uma corrente com dependencia 
temporal I(t) na diregao </). Encontre o campo eletrico (magnitude, diregao e sentido) a uma distancia s do eixo (tanto dentro como 
fora do solenoide), por aproximagao quase-estatica. 

Problema 7.16 Uma corrente alternada I = Io cos (cot) passa por um fio longo e reto, retornando atraves de um tubo condutor 
coaxial de raio a. 

(a) Em que diregao o campo eletrico induzido aponta (radial, circunferencial ou longitudinal)? 

(b) Assumindo que o campo tente a zero a medida que s -> oo, encontre E(s, t). [Incidentalmente, esta nao e de forma alguma a 
maneira como os campos eletricos realmente se comportam nos cabos coaxiais, pelos motivos expostos na nota de rodape 10. Veja a 
Segao 9.5.3, ou J. G. Cherveniak, Am. J. Phys., 54, 946 (1986), para um tratamento mais realista.] 

Problema 7.17 Em torno de um solenoide longo de raio a, com n voltas por unidade de comprimento, passa uma espira de resistencia 
R, como mostra a Figura 7.27. 

(a) Se a corrente no solenoide esta aumentando a uma taxa constante (dl /dt = k), que corrente passa pela espira e em que sentido 
(esquerda ou direita) ela passa pelo resistor? 

(b) Se a corrente I no solenoide e constante, mas o solenoide for tirado da espira e recolocado no sentido oposto, qual a carga total 
que passara pelo resistor? 


10. Este exemplo 6 artificial, nao somente no sentido usual de que envolve fios infinitos, mas em um aspecto mais sutil. Ele assume que a corrente e a 
mesma (em qualquer instante dado) em todo o comprimento do fio. Esse e um pressuposto seguro para fios curtos em circuitos eletricos tipicos, mas nao 
(na pratica) para fios longos (linhas de transmissao), a menos que voce inclua um mecanismo de acionamento distribuido e sincronizado. Mas nao se 
preocupe, o problema nao pergunta como voce produziria tal corrente, mas apenas que campos resultariam se voce o fizesse. (Variagoes deste problema 
sao discutidas em M. A. Heald, Am. J. Phys. 54, 1 142 (1986), e referencias ali citadas.) 
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Figura 7.27 


Problema 7.18 Uma espira quadrada de lado a e resistencia i? esta a uma distancia s de urn fio reto infinito pelo qual passa uma 
corrente I (Figura 7.28), Alguem corta o fio, de forma que I cai a zero. Em que sentido a corrente induzida flui pela espira quadrada 
e qual a carga total que passa por urn dado ponto da espira durante o tempo em que essa corrente flui? Se voce nao gosta do modelo 
com a tesoura, diminua a corrente gradualmente : 

j( v _ f (1 - a£)/, para 0 < t < 1/a, 

' ' ” y 0, paraf > 1/a. 

Problema 7.19 Uma bobina toroidal tern corte transversal retangular com raio interno a, raio externo a 4- w e altura h. Ela tern urn 
total de N voltas compactas e a corrente aumenta a uma taxa constante ( dl/dt = k). Se w e h forem ambos muito menores que a, 
encontre o campo eletrico no ponto z acima do centro do toroide. [Dica: explore a analogia entre os campos de Faraday e os campos 
magnetostaticos e consulte o Exemplo 5.6.] 


a 



Figura 7.28 


7.2.3 Indutancia 


Suponha que voce tem duas espiras de fio em repouso (Figura 7.29). Se passar uma corrente estacionaria I\ pela espira 
1, ela produzira um campo magnetico Bi. Algumas das linhas do campo passam pela espira 2; considere $2 0 fluxo de Bi 
passando por 2. Talvez voce tenha dificuldade para realmente calcular Bi, mas um olhar sobre a lei de Biot-Savart, 


b, = f 

4tt 


dl\ x * 


revela um fato significative) sobre esse campo: ele e proportional a corrente I\. Portanto, o fluxo que passa pela espira 2 
tambem o e: 

$2 = J Bi • d&2- 

Assim 

$2 = M 2 ih, (7.21) 

onde M 2 \ e a constante de proporcionalidade; ela e conhecida como a indutancia mutua das duas espiras. 

Existe uma formula bonitinha para a indutancia mutua que voce pode deduzir expressando o fluxo em termos do potencial 
vetorial e recorrendo ao teorema de Stokes: 


$ 2 


Bi • da 2 = 


J (V x Ai) ■ dc 12 


/ 


Ai • d\ 2 - 
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Ora, segundo a Equa?ao 5.64, 


e entao 


Evidentemente 



(7.22) 


Esta e a formula de Neumann; ela envolve uma integral de linha dupla — uma integragao em torno da espira 1 e outra em 
torno da espira 2 (Figura 7.30). Nao e muito util para calculos praticos, mas revela duas coisas importantes sobre a indutancia 
mutua: 


1. M 2 i e uma quantidade puramente geometrica relacionada aos tamanhos, formas e posi?6es relativas das duas espiras. 

2. A integral da Equagao 7.22 permanece inalterada se mudarmos os papeis das espiras 1 e 2; segue-se que 

M 21 = M 12 . (7.23) 

Esta e uma conclusao surpreendente: sejant quaisforem osformatos e posigdes das espiras, ofluxo atraves de 2 quando 
passamos uma corrente I por 1 e identico ao fluxo atraves de I quando passamos a mesma corrente l por 2. Podemos 
muito bem deixar de lado os subscritos e chamar ambas de M. 


d \ 2 



Exemplo7.10 

Um solenoide curto (de comprimento i e raio a, com m voltas por unidade de comprimento) esta no eixo de um solenoide muito 
longo (de raio b, n 2 voltas por unidade de comprimento) como mostra a Figura 7.31 . A corrente I passa pelo solenoide curto. Qual 
e o fluxo atraves do solenoide longo? 

Solu?ao: como o solenoide interno e curto, ele tern um campo muito complicado; alem do mais, coloca uma quantidade diferente 
de fluxo em cada volta do solenoide extemo. Seria uma tarefa infeliz calcular o fluxo total dessa forma. No entanto, se explorarmos 
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Figura 7.31 


a igualdade das indutancias mutuas, o problema torna-se muito facil. Olhe a situa?ao de forma inversa: passe a corrente I pelo 
solenoide externo e calcule o fluxo pelo interno. 0 campo dentro do solenoide longo e constante: 

B = (iori2l 

(Equa^ao 5.57), de forma que o fluxo atraves de uma unica volta do solenoide curto e 

Bita — ixvnilna . 

Hd nil voltas no total, de forma que o fluxo total atraves do solenoide interno e 

$ = (jLo'KofmnzlL 

Esse e tambem o fluxo que uma corrente I no solenoide curto faria passar atraves do solenoide longo , que foi o que nos propusemos 
a descobrir. A proposito, a indutancia mutua, neste caso, e 

M — (u,Q7ra 2 nin2L 


Suponha que voce varie a corrente da espira 1. 0 fluxo atraves da espira 2 ira variar de forma correspondente e a lei de 
Faraday diz que essa alterafao de fluxo induzira uma fern na espira 2: 


* - -f- - 


(7.24) 


(Citando a Equa?ao 7.21 — que se baseia na lei de Biot-Savart — estou tacitamente supondo que as correntes se alteram 
lentamente o bastante para que a configurai^ao seja considerada quase-estatica.) Que coisa notavel: sempre que voce altera a 
corrente da espira 1, uma corrente induzida passa pela espira 2 — embora nao haja fios ligando-as! 

Pensando bem, uma corrente que varia nao so induz uma fem nas espiras proximas, como tambem induz uma fern na 
propria espira fonte (Figura 7.32). Mais uma vez o campo (e, portanto, tambem o fluxo) e proporcional a corrente: 


$ = LI. 


(7.25) 


A constante de proporcionalidade L e chamada de autoindutancia (ou simplesmente de indutancia) da espira. Como 
acontece com M , ela tambem depende da geometria (tamanho e forma) da espira. Se a corrente varia, a fem induzida na 
espira e 


e = 



(7.26) 


A indutancia e medida em henries (H); um henry equivale a urn volt-segundo por ampere. 



Figura 7.32 
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Exemplo 7.11 


Encontre a autoindutancia de uma bobina toroidal com corte transversal retangular (raio interno a, raio externo b , altura h\ com urn 
total de N voltas. 

Solugao: o campo magnetico dentro do toroide e (Equagao 5.58) 

g _ PqNI 
2its 

0 fluxo que passa por uma unica volta (Figura 7.33) e 


/ 


B ■ dsi = 


poNI 

2tt 


h I -ds = 


poNIh 

2n 


In 


0 fluxo total e N vezes isso, de forma que a autoindutancia (Equagao 7.25) e 

j2 l 


£ _ PoN h ^{b 


2tt 


-)• 


(7.27) 




a 


s 

b 





ds 


Eixo 


Figura 7.33 


A indutancia (como a capacitancia) e uma quantidade intrinsecamente positiva. A lei de Lenz, que e guiada pelo sinal 
negativo da Equa?ao 7.26, determina que a fem tenha urn sentido tal que se oponha a qualquer variagao na corrente. Por esta 
razao ela e chamada de for^a contraeletromotriz. Sempre que tentar alterar a corrente de um fio, voce tera de lutar contra 
essa for?a contraeletromotriz. Portanto, a indutancia desempenha nos circuitos eletricos um papel de certa forma semelhante 
ao da massa nos sistemas mecanicos: quanto maior L, mais diffcil e variar a corrente, da mesma forma que quanto maior a 
massa, mais diffcil e variar a velocidade de um objeto. 


Exemplo 7.12 

Suponha que uma corrente I esta passando por uma espira quando alguem, de repente, corta o fio. A corrente cai ‘instantaneamente’ 
a zero. Isso gera uma forga contraeletromotriz colossal, pois embora I seja pequena, dl fdt e enorme. E por isso que frequentemente 
sai uma fafsca quando voce desliga um ferro ou uma torradeira — a indugao eletromagnetica esta desesperadamente tentando manter 
o fluxo da corrente, mesmo tendo que saltar a abertura do circuito. 

Nada assim tao dramatico acontece quando voce liga a tomada de uma torradeira ou de um ferro. Nesse caso, a indugao se opoe ao 
aumento repentino da corrente, determinando em vez disso um aumento suave e contfnuo. Suponha, por exemplo, que uma bateria 
(que fornece uma fem constante So) esta ligada a um circuito de resistencia R e indutancia L (Figura 7.34). Que corrente passa? 



R 


Figura 7.34 
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Solu^ao: a fem total neste circuito e a fornecida pela bateria, somada a que resulta da autoindutancia. A lei de Ohm, entao, diz que 1 1 

So ~L% = IR. 

at 

Esta e uraa equa^ao diferencial de primeira ordem para I como fun 9 ao de tempo. A solu 9 ao geral, como voce pode facilmente 
deduzir por si mesmo, e 

I(t) = % + ke-W L », 

H 

onde k e uma constante a ser determinada pelas condi^oes iniciais. Particularmente, se o circuito for Migado’ no tempo t = 0 (e, 
portanto, 1(0) = 0), entao o valor de k € — £o /R, e 


I(t) = ^ [l - e (R/L)t } • (7.28) 

0 grafico desta fun 9 ao esta na Figura 7.35. Se nao houvesse indutancia no circuito, a corrente teria saltado imediatamente para £ 0 /R. 
Na pratica, todo circuito tem alguma autoindutancia e a corrente aproxima-se de So /R assintoticamente. A grandeza t = L/Rt 
chamada de constante de tempo; ela lhe diz quanto tempo a corrente leva para atingir uma fra 9 ao substancial (por volta de dois 
ter9os) do seu valor final. 



Figura 7.35 


Problema 7.20 Uma pequena espira de fio (de raio a) esta a uma distancia z acima do centro de uma espira maior (de raio 6), como 
mostra a Figura 7.36. Os pianos das duas espiras sao paralelos e perpendiculares ao eixo comum. 

(a) Suponha que a corrente I passa pela espira maior. Encontre o fluxo que passa atraves da espira menor. (A espira menor e tao 
pequena que voce pode considerar o campo da espira grande como praticamente constante.) 

(b) Suponha que a corrente / passa pela espira pequena. Encontre o fluxo atraves da espira maior. (A espira menor e tao pequena 
que voce pode trata-la como urn dipolo magnetico.) 

(c) Encontre as indutancias mutuas e confirme que Mn = A/ 21 . 


Problema 7.21 Uma espira quadrada, de lado a, esta a meio caminho entre dois fios longos que estao no mesmo piano e a uma 
distancia 3a um do outro. (Na realidade, os fios longos sao os lados de uma grande espira retangular, mas os lados curtos estao tao 
distantes que podem ser desprezados.) Uma corrente no sentido horario / na espira quadrada aumenta gradualmente: dl/dt = k 
(uma constante). Encontre a fem induzida na espira grande. Em que sentido a corrente induzida fluira? 



Figura 7.36 


11. Observe que -L(dl/dt) vai para 0 lado esquerdo da equagao — faz parte da fem que (junto com £ 0 ) estabelece a voltagem atraves do resistor 
(Equa?ao 7.10). 
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Problema 7.22 Encontre a autoindutancia por unidade de comprimento de um solenoide longo de raio R , com n voltas por unidade 
de comprimento. 

Problema 7.23 Tente calcular a autoindutancia da espira em forma de ‘grampo de cabelo’ mostrada na Figura 7.37. (Despreze a 
contribuigao das extremidades; a maior parte do fluxo vem da parte longa e reta.) Voce vai se deparar com um problema que e 
caracteristico de muitos calculos de autoindutancia. Para obter uma resposta definitiva, assuma que o fio tern um raio minusculo e, e 
ignore qualquer fluxo que passa pelo fio em si. 

Problema 7.24 Uma corrente alternada Jo cos(u;t) (amplitude 0,5 A, frequencia 60 Hz) flui por um fio reto que passa ao longo do 
eixo de uma bobina toroidal com corte transversal retangular (raio interno 1 cm, raio externo 2 cm, altura 1 cm, 1.000 voltas). A 
bobina esta ligada a um resistor de 500 O. 

(a) Pela aproximagao quase-estatica, qual a fern induzida no toroide? Encontre a corrente I r (t) no resistor. 

(b) Calcule a forga contraeletromotriz na bobina, devida a corrente I r (f). Qual e a razao entre as amplitudes dessa forga contraele- 
tromotriz e a fern ‘direta’ em (a)? 

Problema 7.25 Um capacitor C e carregado ate um potencial V e ligado a um indutor L, como mostra esquematicamente a Fi- 
gura 7.38. No tempo t — 0 a chave S e fechada. Encontre a corrente no circuito, como fungao de tempo. Como a sua resposta se 
altera se um resistor R for incluido em serie com C t LI 



cl 


) 


i 

Figura 7.37 




Figura 7.38 


7.2.4 A energia em campos magneticos 

E necessaria uma certa quantidade de energia para que uma corrente comece a fluir por um circuito. Nao estou falando 
sobre a energia fornecida aos resistores e convertida em calor — essa e irrecuperavelmente perdida no que se refere ao 
circuito e pode ser grande ou pequena, dependendo de por quanto tempo voce deixa a corrente passar. Mais exatamente, 
o que me interessa e o trabalho que voce precisa realizar para veneer a forga contraeletromotriz e colocar a corrente em 
curso. E uma quantidade fixa e recuperavel : voce a obtem de volta quando a corrente e desligada. Nesse meio-tempo, ela 
representa a energia latente no circuito; como veremos em instantes, pode ser considerada como a energia armazenada no 
campo magnetico. 

O trabalho realizado sobre uma unidade de carga, contra a for$a contraeletromotriz, durante uma volta em torno do circuito 
6 -S (o sinal negativo registra o fato de esse trabalho ser feito por voce contra a fern; nao e o trabalho realizado pela fern). A 
quantidade de carga por unidade de tempo que passa pelo fio e I. Portanto, o trabalho total realizado por unidade de tempo e 


dW 

dt 


= -SI = LI d l 

dt, 


Se come 9 armos com corrente zero e formos aumentando ate um valor final I, o trabalho realizado 
equa?ao no tempo) e 

W = -LI 2 . 

2 


(integrando a ultima 


(7.29) 


Nao depende de quanto tempo demoramos para colocar a corrente em movimento, mas apenas da geometria da espira (na 
forma de L) e da corrente final I. 

Ha uma maneira mais interessante de expressar W, que tern a vantagem de ser prontamente generalizada para correntes 
superficiais e volumetricas. Lembre-se de que o fluxo $ atraves da espira e igual a LI (Equa?ao 7.25). Por outro lado, 



Capftulo 7 Eletrodinamica 


221 


onde C e o perfmetro da espira e <S e qualquer superficie delimitada por C. Assim, 



e, portanto, 

W = l -I j A • dl. 

A nota 9 ao vetorial pode muito bem ser transferida para I: 



(7.30) 


Desta forma, a generalizagao para correntes volumetncas fica obvia: 



(7.31) 


Mas podemos fazer ainda melhor e expressar W inteiramente em termos do campo magnetico: a lei de Ampere, V x B = 
fioJ, nos permite eliminar J: 

W = / A • ( V x B) dr. (7.32) 

A integra 9 ao por partes nos permite passar a derivada de B para A; a regra de produto 6, especificamente, diz que 


V • (A x B) = B ■ (V x A) - A • (V x B), 


entao 


Consequentemente, 


A • (V x B) = B • B - V • (A x B). 


W 



J V • (A x B) dr 



(7.33) 


onde Sea superficie que delimita o volume V. 

Ora, a integra 9 ao na Equa 9 ao 7.31 deve ser feita sobre todo o volume ocupado pela corrente. Mas qualquer regiao maior 
que essa tambem servira, ja que fora dela J e zero, de qualquer maneira. Na Equa 9 ao 7.33, quanto maior a regiao que 
escolhermos, maior sera a contribuigao da integral de volume e menor a contribu^ao da integral de superficie (isso faz 
sentido: a medida que a superficie se afasta da corrente, A e B diminuem). Sobretudo, se concordamos em integrar em todo o 
espa 90 , a integral de superficie ira a zero e ficaremos com 


W 


J todo o 


B 2 dr. 


espa?o 


(7.34) 


Diante desse resultado, dizemos que a energia fica ‘armazenada no campo magnetico’, na quantidade (B 2 / 2p 0 ) por 
unidade de volume. Essa 6 uma maneira interessante de pensar, embora alguem que esteja olhando a Equa 9 ao 7.31 talvez 
prefira dizer que a energia fica armazenada na distribuigao de corrente , na quantidade |(A • J) por unidade de volume. A 
distingao e uma questao contabil; a grandeza importante e a energia total W, e nao vamos nos preocupar onde a energia esta 
‘localizada’ (se e que esta em algum lugar). 

Talvez voce ache estranho que gasta-se energia para estabelecer um campo magnetico — afinal, os campos magneticos 
em si nao realizam trabalho. A questao e que produzir um campo magnetico onde antes nao havia nenhum requer alterar o 
campo, e um campo B que varia, segundo Faraday, induz um campo eletrico. Este ultimo, e claro, pode realizar trabalho. No 
im'cio nao ha E, e no fim nao ha E; mas entre um e outro, enquanto B esta crescendo, existe E, e e contra isso que o trabalho e 
realizado. (Agora voce ve por que nao pude calcular a energia armazenada em um campo magnetostatico no Capftulo 5.) Sob 
esta otica, e extraordinaria a semelhan 9 a entre as formulas de energia magnetica e suas contrapartes eletrostaticas: 

W elet = l -J(Vp)dT= e j JbHt , 


(2.43 e 2.45) 
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Wniag — 2 


(A- 


J) dr = -U f 

2^0 J 


B 2 dr. 


(7.31 e 7.34) 


Exemplo 7.13 


Por um longo cabo coaxial passa uma corrente I (a corrente flui pela superficie do cilindro intemo de raio a, e retorna ao longo do 
cilindro externo, de raio b) como mostra a Figura 7.39. Encontre a energia magnetica armazenada em um trecho de comprimento l. 

Solu^ao: segundo a lei de Ampere, o campo entre os cilindros 6 

27 rs^ 

Nos demais lugares o campo e zero. Portanto, a energia por unidade de volume e 

1 f H oA 2 _ Ho I 2 

2/io \ 27 TS/ StT 2 S 2 ’ 

A energia em uma casca cilindrica de comprimento l, raio s c espessura ds , entao, e 

Integrando de a ate 6, temos: 

W = sfl to (‘y 

47 r \aj 

Alias, isto sugere uma maneira bastante simples de calcular a autoindutancia do cabo. Segundo a Equa 9 ao 7.29, a energia tambdm 
pode ser expressa como \LI 2 . Comparando as duas expressoes, 12 


L — 



Este metodo para calcular a autoindutancia e especialmente util quando a corrente nao esta confinada a um unico caminho, mas 
espalha-se por alguma superficie ou volume. Nesses casos, diferentes partes da corrente podem circular quantidades diferentes de 
fluxo e pode ficar muito complicado obter L diretamente da Equa 9 ao 7.25. 



Figura 7.39 


Probiema 7.26 Encontre a energia armazenada em uma se 9 ao de comprimento l de um solenoide longo (raio R, corrente /, n 
voltas por unidade de comprimento), (a) usando a Equa 9 ao 7.29 (voce calculou L no Probiema 7.22); (b) usando a Equa 9 ao 7.30 
(calculamos A no Exemplo 5.12); (c) usando a Equa 9 ao 7.34; (d) usando a Equa 9 ao 7.33 (considere como volume o tubo cilfndrico 
do raio a < R ao raio b > R). 

Probiema 7.27 Calcule a energia armazenada na bobina toroidal do Exemplo 7.1 1, aplicando a Equa 9 ao 7.34. Use a resposta para 
verificar a Equa 9 ao 7.27. 

Probiema 7.28 Por um cabo longo passa em um sentido uma corrente uniformemente distribufda sobre a sua se 9 ao transversal 
(circular). A corrente retorna ao longo da superficie (ha um revestimento isolante muito fino separando as correntes). Encontre a 
autoindutancia por unidade de comprimento. 

Probiema 7.29 Suponha que o circuito na Figura 7.40 ficou conectado por um longo tempo quando, de repente, no tempo t — 0, a 
chave S e acionada, isolando da bateria. 

(a) Qual e a corrente em qualquer tempo subsequente tl 

(b) Qual e a energia total fornecida ao resistor? 

(c) Mostre que ela e igual a energia originalmente armazenada no indutor. 


12. Note a semelhan 9 a com a Equa 9 ao 7.27 — nesse sentido, um toroide retangular e um cabo coaxial curto, encurvado. 
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Bq 


L 

R 


Figura 7.40 


Problema 7.30 Duas minusculas espiras de fio, com areas ai e a 2 , estao situadas a um deslocamento 4 uma da outra (Figura 7.41). 

(a) Encontre a indutancia mutua. [Dica: trate-as como dipolos magneticos e use a Equagao 5.87.] A sua formula e coerente com a 
Equagao 7.23? 

(b) Suponha que uma corrente h esta passando pela espira 1 e nos propomos a ligar uma corrente h na espira 2. Quanto trabalho tern 
de ser realizado contra a fern mutuamente induzida para manter a corrente h fluindo pela espira 1? A luz deste resultado comente a 
Equagao 6.35. 



Figura 7.41 


7.3 Equates de Maxwell 

7.3.1 A eletrodinamica antes de Maxwell 

Ate agota encontramos as seguintes leis que especificam o divergente e o rotacional dos campos eletricos e magneticos: 


(i) V • E = -p 
eo 

(lei de Gauss), 

(ii) V • B = 0 

(sem nome), 

SI* 

1 

II 

X 

t> 

(leide Faraday), 

(iv) V x B = /i 0 J 

(lei de Ampere). 


Essas equagoes representam o estado da teoria eletromagnetica ha mais de um seculo, quando Maxwell comegou seu 
tiabalho. Elas nao eram escritas de forma tao compacta naquela epoca, mas seu conteudo, em termos de fisica, era familiar. 
Ora, ocorre que ha uma tncoerencia fatal nessas formulas. Ela tem relagao com a velha regra de que o divergente do rotacional 
e sempre nulo. Se voce aplicar o divergente ao numero (iii), tudo da certo: 

V.(Vx E ) = V.(-f)=-| ( VB). 

0 lado esquerdo e zero porque o divergente de um rotacional e nulo; o lado direito e zero em virtude da equagao (ii). Mas 
quando voce faz a mesma coisa ao numero (iv), ocorre um problema: 


V • (V x B) = no(V ■ J); 


(7.35) 
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o lado esquerdo tem de ser zero, mas o lado direito, em geral, nao e. Para correntes estacionarias, o divergente de J e nulo, 
mas, evidentemente, quando vamos alem da magnetostatica, a lei de Ampere nao pode estar certa. 

Existe outra maneira de ver que a lei de Ampere tende a falhar para correntes nao estacionarias. Suponha que estejamos 
no processo de carregar urn capacitor (Figura 7.42). Na forma integral, a lei de Ampere e 


B ■ d\ = /i 0 / e , 


Quero aplica-la a espira amperiana mostrada no diagrama. Como determino / enc ? Bern, e a corrente total que passa pela 
espira, ou mais precisamente, a corrente que penetra a superffcie cujo contorno e a espira. Neste caso, a superffcie mais 
simples esta no piano da espira — o fio penetra essa superffcie de forma que I enc = /. Otimo, mas e se eu desenhasse a 
superffcie em forma de balao da Figura 7.42? Nenhuma corrente passa por essa superffcie e eu concluo que / enc = 0! Nunca 
tivemos este problema em magnetostatica porque o conflito so surge quando a carga esta se acumulando em algum lugar (neste 
caso, nas placas do capacitor). Mas para correntes nao estacionarias (como esta) ‘a corrente encerrada por uma espira’ e 
uma nogao mal definida, ja que depende totalmente de qual superffcie voce usa. (Se isto lhe parece meticuloso demais — ‘e 
obvio que se deve usar a superffcie plana’ — lembre-se de que a espira amperiana pode ter uma forma retorcida qualquer que 
nem sequer flea em um piano.) 

E claro que nao tfnhamos o direito de esperar que a lei de Ampere fosse verdadeira fora da magnetostatica; afinal, n6s a 
derivamos da lei de Biot-Savart. No entanto, no tempo de Maxwell, nao havia motivo experimental para duvidar de que a lei 
de Ampere tivesse uma validade mais ampla. A falha era puramente teorica e Maxwell a corrigiu com argumentos puramente 
teoricos. 



Figura 7.42 


7.3.2 Como Maxwell corrigiu a lei de Ampere 

0 problema esta do lado direito da Equagao 7.35, que deveria ser zero, mas nao e. Aplicando a equagao de continuidade 
(5.29) e a lei de Gauss, o termo transgressor pode ser reescrito: 

T7 T 9 — ( d E 


Talvez lhe ocorra que combinar e 0 (dE/dt) com J, na lei de Ampere, eliminaria na medida exata o divergente extra: 




(7.36) 


(0 proprio Maxwell tinha outros motivos para querer acrescentar este termo a lei de Ampere. Para ele, resgatar a equagao 
de continuidade foi um resultado muito mais feliz do que a motivagao principal. Mas hoje reconhecemos que este argumento 
e muito mais convincente do que o de Maxwell, o qual se baseava em um modelo do eter, hoje desacreditado.) 13 

Essa modificagao nao altera nada no que se refere a magnetostatica: quando E e constante, continuamos tendo V x B = 
Mo*J- De fato, o termo de Maxwell 6 diffcil de ser detectado nos experimentos eletromagneticos comuns, onde ele tem de 
competir com J para ser reconhecido; esse e o motivo pelo qual Faraday e outros nao conseguiram descobri-lo em laboratorio. 
No entanto, ele tem um papel crucial na propagagao das ondas eletromagneticas, como veremos no Capftulo 9. 


1 3. Para o histdrico desse assunto, veja A. M. Bork, Am. J. Phys. 31, 854 (1963). 
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Maxwdl ,em ura ceno apel ° - «*> «*-*» 

| Um campo eletrico variavel induz um campo magnetico. | 

Maxwell chamava esse termo extra de corrente de deslocamento: 


>d = eo 


5E 

dt ' 


(7.37) 

E um nonie enganoso, ja que e 0 (dE/ dt) nada tern a ver com corrente, exceto por se somar a I na lei de Amn,v,> v • 
agora como a corrente de deslocamento resolve o paradoxo do capacitor carregando (Figura 7 4« & “ jlTtln 

:r™^ ximas (nso as *-***- ~ ^ L;,et:::rc 

E=- a = —9. 

e o 60 A 5 


onde Q e a carga na placa e A e a sua area. Assim, entre as placas 


8E 

~dt 


Ora, a Equa?ao 7.36, na forma integral, diz 


1 dQ 
eo A dt 


to A 


I. 


j) B • dl — /io/enc + MqCQ 


dE 

dt 


■ da. 


(7.38) 


on“rr * hr, 1 * por «» ** ■—» • •*««. « *«» de 

primeiro caso el, venha de uma corrente gettuma, e no segnndMa co“drrSl?„,r baS “ emb " a 


roblema 7.31 Por um fio grosso de raio a passa uma corrente constante 
Um intervalo estreito no fio, de largura w « a, forma um capacitor de 
campo magnetico no intervalo a uma distancia s < a do eixo. 


/, distribufda uniformemente sobre sua se ? ao transversal, 
placas paralelas, como mostra a Figura 7.43! Encontre o 


associadas ? «f “alup^&ifdas pkcaT^ra umS^ de r f ° rma 2 eVitar “ com P lica ? 6es 

conectam ao centre das placas (Figura 7 44a) Novimentp P ode 0 mais reallsta » imagine fios finos que se 

e w « a. Assuma que o ent m 2 as p STfiZT, * ° 1*°. d ° 6 3 das 

ela 6 nula em t = 0 P qUC 3 C3rg3 SUperfic,al se J a uniforme ’ a q” a >quer tempo dado e que 


(a) Encontre o campo eletrico entre as placas como fungao de t 

(c) Repita a parte (b), mas desta vez use a superffcie cilfndrica da Figura 7 44b aueeih^h m P vt» •. . ,. . 

a esquerda atraves da placa e termina fora do capacitor Observe n„h, . , 1 ex tremidade direita e se estende para 

ha duas contributes para J enc .“ P ^ qUe 3 de deslocamento atraves dessa superffcie e zero e que 


Problema 7.33 Consulte o Problema 7.16, para o qual a resposta correta e 

®(M) = sen (ict) In j %. 

(a) Encontre a densidade de corrente de deslocamento J d . 


14. Este problema suscita uma pergunta interessante e quase filosofica* medindn R nn hivw' • - , 
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Figura 7.44 


(b) Integre-a para obter a corrente de deslocamento total, 


h = 


j 3d ■ da. 


(c) Compare Id e /. (Qual e a razao entre elas?) Se o cilindro externo tivesse, digamos, 2 mm de diametro, quao alta a frequencia 
teria de ser para que Id fosse 1 por cento de /? [Este problema foi planejado para mostrar por que Faraday nunca descobriu as 
correntes de deslocamento e por que normalmente e seguro ignora-las, a menos que a frequencia seja extremamente alta.] 


7.3.3 Equates de Maxwell 

Na se$ao anterior demos os toques finais as equates de Maxwell: 


(i) V • E = —p 

eo 

(lei de Gauss), 

o 

II 

CQ 

l> 

(sem nome), 

m) V x E = 

1 dt 

(lei de Faraday), 

5E 

iv) VxB = [IqJ + (ioeo-— 

dt 

(lei de Ampere com a corre^ao de Maxwell). 


Juntamente com a lei de forya. 

F = </(E + v x B), (7.40) 

elas resumem todo o conteudo teorico da eletrodinamica classica 15 (exceto por algumas propriedades especiais da materia que 
vimos nos capitulos 4 e 6). Mesmo a equa^ao de continuidade, 


V J = - 


dp 

dt' 


(7.41) 


15. Como qualquer equacao diferencial, as equates de Maxwell tem de ser suplementadas por condigdes de contorno adequadas. Como estas sao tipica- 
mente ‘6bvias’ conforme o contexto (por exemplo, E e B sao nulos a grandes distancias de uma distribui$ao localizada de carga), fica facil esquecer que 
elas tem um papel essencial. 
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ao“ talro fl»r malem4 ' iCa < “ 1 C °" Ser ™ 9 “ Carga ' P ° de Scr deduzida das * Maxwell apIi can do-se o diverged 

P. e « Cr r:r t6eS f d ' M “ Wdl da tla ' JlCIO,,al ' 0 1 ue que elas especificam o divergente e o rotational de 

e Dessa torma, retorqam a noqao de que os campos elclricos podem ser produzidos unto por cargos to) maim pela 

variaqao dos campos magnerreos (SB/dt), e os campos magneticos podem ser produzidos lama por correal 

r Z° *» ^cos mm. Na realidade isso d urn laaio eagaaoso porque, eacaLdo os ft « 

9B/51 sao em s, decorreates de cargas e correales. Creio qae e logicaaiente preferfvel escrever 


V - E = — p, 
^0 


(ii) V • B = 0, 


/..., _ ^ <9B 

(m) V x E + — = 0 , 

dE 


(7.42) 


(iv) V x B - mo ~ = /i 0 J, ^ 

com os campos (E e B) a esquerda e as foales (p e J) a direila. Essa noraqao enfariza que (odos os campos elet, omagadticos 
sao, em ultima instancia, atnbuidos a cargas e correntes. As equates de Maxwell mostram como as cargas produzem camnor 
iecipiocamente, a lei de torca mostra como os campos afetam as cargas. ^ ’ 


Problema 7.34 Suponha que 


E(r,t) = - 


(a fun?ao teta e definida no Problema 1.45b). Mostre que < 


47T6Q r : 


-0(vt - r) r ; B(r, t) - 0 


p. _ , . : esses campos satisfazem todas as equacoes de Maxwell e determinp n p T 

Descreva a situa 9 ao ffsica que da surgimento a esses campos. P 6 J 


7.3.4 Carga magnetica 

anulamt “ raa agra< “ Vel eq " a96eS * Ma,(WeI1 ' da “ desIaca P»icularmente no espaqo livre, oade p e j 


V • E = 0, 

V B = 0, 


VxE = — , 
dt ’ 


V x B = p 0 e 0 


5E 

~dt’ 


simetia'^enTreEeB^ estrf if 7 7°'°^ ° P "™ ^ de equa?6eS transfo ™ a ~ se no segundo e vice-versa. Mas 

! C CStragada Pd ° term0 da car § a na lei de Gauss e pelo termo da corrente na lei de Ampere Voce nao 

dvdssem^r ^ imaginar P ° r qUe aS quantldades correspondentes estao ‘faltando’ emVB = 0eVxE = -dB /dt. E se 


essa 

nao 


(i) V-E=-pe, 

^0 


(iii) = 

at 


(ii) V B - p oPm> (i v ) V x B = p 0 J e + p oeo 


dE 

dt ’ 


(7.43) 


Entao Pm representaria a densidade de ‘carga’ magnetica, e p e , a densidade de carga eletrica; J m seria a corrente da cann 
gnetica, e J e , a corrente da carga eletrica. Ambas as cargas seriam conservadas: §C 


7 • J m — 


dp 


m 


dt ’ 


V J P 


Ope 
* dt ‘ 


(7.44) 


pnmeira decorre da aplicagao do divergente a (iii), e a segunda, tomando-se o divergente de (iv). 
m urn certo sentido, as equates de Maxwell imploram pela existencia da carga magnetica — ela se encaixaria tao bem i 
E, no entanto, a despeito de uma busca diligente, ate hoje nenhuma foi encontrada. 17 Ate onde sabemos p. e zero em tod a 
par e, como tambem J m ; B mo estd no mesmo p i que E: exislem fontes estacionarias para E (cargas elteils), mas nao para 

’Ss “I ST - ' * * - * — » — »•»«. — . ~~ o que US, 

17. Para uma bibliografia abrangente, veja A. S. Goldhaber e W. P. Trower, Am. J. Phys. 58, 429 (1990). 
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B. (Isso se reflete no fato de que as expansoes multipolares magneticas nao tem termo de monopolo e os dipolos magneticos 
consistem de espiras de corrente, e nao de ‘polos’ norte e sul separados.) Aparentemente, Deus simplesmente nao fez nenhuma 
carga magnetica. (Alias, na teoria quantica da eletrodinamica e mais do que simplesmente uma pena, em termos esteticos, que 
a carga magnetica aparentemente nao exista: Dirac mostrou que a existencia da carga magnetica explicaria por que a carga 
eletrica e quantizada. Veja o Problema 8.12.) 


Problema 7.35 Assumindo que a ‘lei de Coulomb’ para cargas magneticas (q rn ) seja 


p _ dO QrniQm2 g 

~ 4tt * 2 


(7.45) 


calcule a lei de forga para urn monopolo q m movendo-se com velocidade v atraves dos campos eletrico e magnetico E e B. [Para urn 
comentario interessante, veja W. Rindler, Am. J. Phys. 57, 993 (1989).] 


Problema 7.36 Suponha que urn monopolo magnetico q m passe atravds de uma espira de fio sem resistencia e com autoindutancia 
L. Que corrente 6 induzida na espira? [Este e urn dos metodos usados para encontrar monopolos em laboratorio. Veja B. Cabrera, 
Phys. Rev. Lett. 48, 1378 (1982).] 


7.3.5 Equates de Maxwell na materia 

As equates de Maxwell na forma 7.39 sao completas e corretas como estao. No entanto, quando voce esta trabalhando 
com materials sujeitos a polarizagao eletrica e magnetica, existe urn modo mais conveniente para escreve-las. Dentro da 
materia polarizada havera acumulos de cargas e correntes ‘ligadas’ sobre as quais voce nao exerce qualquer controle direto. 
Seria bom reformular as equates de Maxwell de forma que fizessem referenda explfcita somente as fontes que controlamos 
diretamente: as cargas e correntes ‘livres’. 

Ja aprendemos com o caso estatico que uma polarizagao eletrica P produz uma densidade de carga de polarizagao 


p p — V • P 


(7.46) 


(Equagao 4.12). Da mesma forma, uma polarizagao magnetica (ou ‘magnetizagao’) M resulta em uma corrente de magneti- 
zagao 

Jm = V x M ( 7 . 47 ) 


(Equagao 6. 1 3). Existe somente uma nova caracterlstica a considerar no caso nao estatico: qualquer vonacdo na polarizagao 
eletrica implica urn fluxo de carga (de polarizagao) (chame-o de J p ), que deve ser inclufdo na corrente total. Pois suponha que 
examinemos urn pedacinho de material polarizado (Figura 7.45). A polarizagao introduz uma densidade de carga o p = P em 
uma extremidade e -o p na outra (Equagao 4.1 1). Se P aumentar urn pouco, a carga em cada extremidade aumentara, gerando 
uma corrente lfquida 


da, p dP 

i! - = w ^ 


A densidade de corrente, portanto, e 



(7.48) 


Essa corrente de polarizagao nao tem qualquer relagao com a corrente de magnetizagao J M - Esta ultima esta associada 
a magnetizagao do material e envolve o spin e o movimento orbital dos eletrons; J p , em contrapartida, e o resultado do 
movimento linear da carga quando a polarizagao se altera. Se P aponta para a direita e esta aumentando, entao todas as cargas 



Figura 7.45 
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positivas movimentam-se um pouquinho para a direita e todas as cargas negativas para a esquerda; o efeito cumulative e a 
corrente de polanza?ao J ?) . Nessa conexao, temos de verificar se a Equa?ao 7.48 e coerente com a equa?ao de continuidade: 

A 

. S ‘" 1 : 3 equa?ao de continuidade 6 satisfeita; inclusive, J p e essencial para explicar a conserva 9 ao da carga de polariza- 
?ao. (A proposito, uma magnetizagao variavel nao leva a qualquer acumulo analogo de carga ou corrente. A corrente de 
magnetiza?ao J TO = V x M varia em resposta a mudan 9 as em M, com certeza, mas e so.) 

Diante de tudo isso, a densidade total de carga pode ser separada em duas partes: 

P = Pi + Pp = Pi ~ V ■ P, (7.49) 

e a densidade de corrente, em tres partes: 


J — J; + Jm + Jp = J; + V x M + -r— . 

at 

A lei de Gauss pode agora ser escrita como 


V-E= ~( Pl - V-P), 
€0 


OU 


V ■ D = p u 

onde D, como no caso estatico, e dada por 

D = e 0 E + P. 

Enquanto isso, a lei de Ampere (com os termos de Maxwell) torna-se 

dP 


(7.51) 

(7.52) 


VxB = /z 0 (J i + VxM + 


ou 


V X H — J; + 


dt 

m 

dt ’ 


+ Poto 


dE 

dt ’ 


onde, como antes, 


H= — B-M. 

Mo 


(7.53) 


(7.54) 


_ A lei , de Faraday e V ■ B - 0 nao sao afetadas pela nossa separa 9 ao de carga e corrente em partes livres e ligadas ia que 
nao envolvem p ou J. 6 ’ J M 

Em termos de cargas e correntes livres, entao, as equa 9 oes de Maxwell dizem 


(i) V D = Ph 

(ii) V ■ B = 0, 


(iii) V x E 


dB 

dt’ 


(iv) VxH = J( + ^. 

dt 


(7.55) 


Algumas pessoas consideram essas como as ‘verdadeiras’ equa 9 oes de Maxwell, mas, por favor, entenda que elas nao sao 
de forma alguma mais gerais’ do que 7.39; simplesmente refletem uma divisao conveniente de carga e corrente em partes 
lvres e nao livres. E elas tem a desvantagem da nota 9 ao hfbrida, ja que contem E e D, alem de B e H. Elas tern de ser 
suplementadas, portanto, pelas rela9oes constltutivas apropriadas, dando D e H em termos de E e B. Estas dependem da 
natureza do material; para os meios lineares H 


P = eoXeE, e M = Xm H, 

entao 

D - eE, e H = ^B, 

M 


(7.56) 


(7.57) 




230 Eletrodinamica 


onde e = e 0 (H- Xe) e ^ = /io(l + Xm)- Incidentalinente, voce ira se lembrar de que D e chamado de ‘deslocamento’ eletrico; 
e por isso que o segundo termo da equa?ao Ampere/Maxwell (iv) e chamado de corrente de deslocamento, generalizando a 
Equa§ao7.37: 


dD 


at 


(7.58) 


Problema 7.37 Agua do mar a frequencia i/ = 4x 10 8 Hz tem permissividade e = 81e 0 , permeabilidade p = p 0 , e resistividade 
p = 0, 23 ft • m. Qual e a razao entre a corrente de condu?ao e a corrente de deslocamento? [Dica: considere urn capacitor de placas 
paralelas imerso em agua do mar no qual e aplicada uma voltagem Vo cos (2m't).) 


7.3.6 Condi^oes de contorno 

No geral, os campos E, B, D e H serao descontfnuos no contorno entre dois meios diferentes, ou em uma superffcie com 
densidade de carga a ou densidade de corrente K. A forma explfcita dessas descontinuidades pode ser deduzida a partir das 
equates de Maxwell (7.55), na sua forma integral 


D d,a = Q it 


(ii) j) B • da = 0 

(iii) fE-i I-! 


> sobre qualquer superffcie fechada S. 


B • da 


(iv) fH-dl = I knc + jJn.da 


> para qualquer superffcie S delimitada pela espira fechada C. 


Aplicando (i) a uma superffcie gaussiana na forma de ‘caixa de pflulas’ minuscula e com a espessura de uma lamina, que 
penetra ligeiramente no material dos dois lados do contorno, obtemos (Figura 7.46): 


Di • a - D 2 • a = &i a. 


(A dire?ao positiva para a e de 2 para 1. A beirada da plaquinha nao contribui no limite em que a espessura tende a 
zero, bem como tambem nao ha contribui§ao de qualquer densidade volumetrica de carga.) Assim, o componente de D que e 
perpendicular a interface e descontfnuo da quantia. 


~ D 2 = 

0 mesmo raciocfnio aplicado a equagao (ii) resulta em 


(7.59) 


Bt-B^ = 0 . 


(7.60) 



Figura 7.46 




Capitulo 7 Eletrodinamica 231 


Em (iii), uma espira amperiana muito fina sobre a superffcie resulta em 


Ei.1-E2-1 = -4 f B- da. 

dt J s 


Mas no limite, a medida que a largura da espira tende a zero, o fluxo se anula. (Com base 
a contribuicao das duas extremidades para j E ■ r/1.) Portanto, 


no mesmo argumento ja descartei 


EJ - E| = 0. 


(7.61) 


Ou seja, os componentes de E paralelos a interface sao continues atraves do contorno. Da mesma forma, (iv) resulta 

Hil-H 2 .l = 7 /enc , 

onde I t € a corrente livre que passa pela espira amperiana. Nenhuma densidade volumetrica de corrente ira contribuir (no 
l.mue de largura .„fl„,tes,mal), mas isso pode acontecer com uma correme superfical De fa.o, se fi d urn veW unMrio 
perpendicular a interface (aponlando de 2 para 1), de forma que (n x I) seja normal I espira amperiana (Figura 7.47), entao 


/; enc = K/ • (n x 1) = (K ; x n) • 1, 


e, portanto, 


h| — h| = K* x n. 


■ (7.62) 

corrente^mr 11 " “ C0mp0nentes P aralelos de H s2 ° descontinuos por uma quantia proporcional a densidade superficial de 

As equates 7.59 a 7.62 sao as conduces gerais de contorno para a eletrodinamica. No caso dos meios lineares elas 
podem ser expressas em termos de E e B somente: uneares, elas 


0) e i-®i" - Ej- = a u (iii) eJ - e| = 0, 

(ii) Bi - Bi = 0, (iv) l B f - — B| = K,xn. 

Ml M2 

Em particular, se nao ha carga livre ou corrente livre na interface, entao 


(i) ei El - e 2 E^ = 0, 

(iii) 

e!-e“ = o, 

(ii) Bi - S 2 X = 0, 

(iv) 

■— bJ — — b| = o. 



Mi M2 


Como veremos no Capitulo 9, estas equates sao a base para a teoria da reflexao e refraijao. 



(7.63) 


(7.64) 


Figura 7.47 
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Mais problemas do Capitulo 7 


Problema 7.38 Duas placas de metal muito grandes sao mantidas a uma distancia d uma da outra, uma em potencial nulo e a outra 
em potencial V 0 (Figura 7.48). Uma esfera de metal de raio a (a < d) e dividida em dois e urn dos hemisferios e colocado na 
Placa aterrada, de forma que seu potencial tambem e nulo. Se a regiao entre as placas for preenchida com material mal condutor, de 
condutividade a, que corrente flui para o hemisferio? [Resposta: (37t a 2 <r/d)V 0 . Dica: estude o Exemplo 3.8.] 

Problema 7.39 Dois tubos de cobre longos e retos, cada urn de raio a, sao mantidos a uma distancia 2d urn do outro (veja a 
Figura 7.49). Urn tern potencial Vo, e o outro tem potencial -V Q . O espa?o que cerca os tubos e preenchido com material mal 
condutor de condutividade a. Encontre a corrente por unidade de comprimento que flui de urn tubo para o outro. [Dica: consulte o 
Problema 3.1 1.] 


Problema 7.40 Urn problema comum dos compendios pede que voce calcule a resistencia de urn objeto em forma de cone, com 
resistividade p, comprimento L, raio a em uma das extremidades e raio b na outra (Figura 7.50). As duas extremidades sao planas e 
consideradas equipotenciais. O metodo sugerido e fatiar em discos circulares de espessura dz, encontrar a resistencia de cada disco 
e integrar para chegar ao total. 

(a) Calcule R dessa maneira. 

(b) Explique por que este metodo 6 fundamentalmente falho. [Veja J. D. Romano e R. H. Price, Am. J. Phys. 64, 1 1 50 (1996).] 

(c) Suponha agora que as extremidades sao superficies esfericas, centradas no apice do cone. Calcule a resistencia nesse caso. 
(Considere L a distancia entre os c entres dos perfm etros circulares das tampas das extremidades.) 

[Resposta: ( p/2nab)(b - a) 2 + (6 -a) 2 - L)} 

Problema 7.41 Urn caso rare no qual o campo eletrostatico E para urn circuito pode de fato ser calculado e o seguinte [M. A. 
Heald, Am. J. Phys. 52, 522 (1984)]: imagine uma folha cilmdrica infinitamente longa de resistividade uniforme e raio a. Uma 
reentrancia (correspondente a bateria) e mantida em ±Vb/2, em 4> = ±tt, e uma corrente estacionaria flui pela superffcie, como 
indica a Figura 7.51 . Segundo a lei de Ohm, entao. 


= (— 7T < 0 < +7f). 

(a) Use a separa?ao de variaveis em coordenadas cilfndricas para deterininar V'(s, cj>) dentro e fora do cilindro. 
[Resposta: (Vq/tt) arctg[(ssen + scos 0)], (s < a); (V 0 /tt) arctg[(asen^)/(s + acostp)}, (s > a)] 

(b) Encontre a densidade superficial de carga no cilindro. [Resposta: (e 0 Vo/na) tg(<j>/2)] 



Figura 7.50 


Figura 7.51 
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t 


t 


Problema 7.42 Em urn condutor perfeito, a condutividade e infinity de forma que E = 0 (Equagao 7.3), e toda carga lfquida reside 
na superfi'cie (como acontece com um condutor imperfeito na eletrostatica). 

(a) Mostre que o campo magnetico e constante (dB/dt = 0), dentro de um condutor perfeito. 

(b) Mostre que o fluxo magnetico atraves de uma espira condutora perfeita 6 constante. 

Um supercondutor e um condutor perfeito com a propriedade adicional de que o B (constante) interno e de fato zero. (Essa 
‘exclusao de fluxo’ e conhecida como efeito Meissner. 18 ) 

(c) Mostre que a corrente em um supercondutor fica confinada a superficie. 

(d) A supercondutividade se perde acima de uma certa temperature critica (T c ), que varia de um material para outro. Suponha que 
voce tern uma esfera (de raio a) acima da sua temperature critica e que a mantivesse em um campo magnetico uniforme B 0 z enquanto 
resfria ate uma temperature abaixo de T c . Encontre a densidade superficial de corrente induzida K, como fungao do angulo polar 6. 

Problema 7.43 Uma demonstragao conhecida de supercondutividade (Problema 7.42) e a levitagao de um magneto sobre um pedago 
de material supercondutor. Esse fenomeno pode ser analisado usando-se o metodo das imagens. 19 Trate o magneto como um dipolo 
perfeito m, a uma altura z acima da origem (e restrito a apontar na diregao z), e faga de conta que o supercondutor ocupa todo o 
semi-espago abaixo do piano xy. Devido ao efeito Meissner, B = 0 para z < 0, e como B tern divergente nulo, o componente 
normal (z) e contfnuo, de forma que B z = 0 logo acima da superficie. Esta condigao de contorno e satisfeita pela configuragao de 
imagem na qual um dipolo identico e colocado em -z, como substitute do supercondutor; os dois arranjos, portanto, produzem o 
mesmo campo magnetico na regiao z > 0. 

(a) Em que sentido o dipolo da imagem deve apontar (+z ou 

(b) Encontre a forga no magneto devida as correntes induzidas no supercondutor (o que equivale a dizer a forga devida ao dipolo da 

imagem). Considere-a igual a Mg (onde Mi a massa do magneto) para determinar a altura h na qual o magneto ira ‘flutuar’ \Dica- 
consulte o Problema 6.3.] 

(c) A conente induzida na superficie do supercondutor (o piano xy) pode ser determinada a partir da condigao de contorno no 

componente tangencial de B (Equagao 5.74): B = /x 0 (K x z). Usando o campo que voce obtem a partir da configuragao de 
imagem, mostre que T 

p, _ 3mrh * 

~ _ 27r(r 2 + /i 2 )5/2 

onde r e a distancia a origem. 


Problema 7.44 Se um dipolo magnetico levitando acima de um piano supercondutor infinite (Problema 7.43) estiver livre para eirar 
que diregao ele adotara e a que altura da superficie ira flutuar? ’ 

Problema 7.45 Uma casca esfenca de raio a perfeitamente condutora gira em torno do eixo z com velocidade angular ui em um 
campo magnetico uniforme B = B 0 z. Calcule a fern desenvolvida entre o ‘polo norte’ e o Equador. [Resposta: ± B 0 u>a 2 ) ’ 

Problema 7.46 Consulte o Problema 7. 1 1 (e use o resultado do Problema 5.40, se ajudar): 

(a) 0 anel quadrado cai mais depressa na diregao mostrada (Figure 7.19), ou quando rodado a 45° em torno de um eixo que sai da 
pagina? Encontre a razao entre as duas velocidades terminals. Se voce deixasse a espira cair, que diregao ela tomaria na queda? 

[Resposta: (V2 - 2 y/l) , onde l e o comprimento de um lado e y e a altura do centra acima da beirada do campo magnetico na 
configuragao rodada.] 6 

(b) Quanto tempo leva para um anel circular atravessar a parte inferior do campo magnetico na sua velocidade terminal (variavel)? 

Problema 7.47 


(a) Use a analogia entre a lei de Faraday e a lei de Ampere, juntamente com a lei de Biot-Savart, para mostrar 


que 




B(r',f) xi 


dr. 


(7.65) 


para campos eletricos com indugao de Faraday. 

(b) Considerando o Problema 5.50a, mostre que 

r- _ dA 

E -~aP (7.66) 

onde A 6 o potencial vetorial. Verifique este resultado tomando o rotacional de ambos os lados. 

(c) Uma casca esferica de raio R tern uma carga superficial de densidade uniforme o. Ela gira em torno de um eixo fixo com 
velocidade angular w(i) que varia lentamente com o tempo. Encontre o campo eletrico dentro e fora da esfera. [Dica: aqui ha duas 

contnbuigoes, o campo de Coulomb devido a carga e o campo de Faraday devido a variagao de B. Consulte o Exemplo 5 1 1 e use a 
Equagao 7.66.] r 


18. O efeito Meissner 6 as vezes chamado de ‘diamagnetismo perfeito’, no sentido de que o campo interno nao e meramente reduzido, mas totalmente 

19. reSP ° nS “ VelS PW iSS ° S5 ° UvreS ' n3 ° ligadaS ’ de forma ^ 0 mecanismo de fato 6 bastante diferente. 
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Problema 7.48 Eletrons submetidos a movimento ciclotronico podem ser acelerados aumentando-se o campo magnetico; o campo 
eletrico concomitante transmitira acelera?ao tangential. Esse e o princfpio do betatron. Deseja-se manter o raio da orbita constante 
durante o processo. Mostre que isso pode ser feito projetando-se um magneto tal que o campo medio sobre a area da orbita seja 
o dobro do campo na circunferencia (Figura 7.52). Assuma que os eletrons partem do repouso em campo zero e que o aparato e 
simetrico em torno do centra da orbita. (Assuma tambem que a velocidade dos eletrons se mantem bem abaixo da velocidade da luz, 
de forma que a mecanica nao relati vfstica se aplica.) [Dica: diferencie a Equa^ao 5.3 com relagao ao tempo e use F = ma = qE.] 

Problema 7.49 Um eletron atomico (carga q) circula em torno do nucleo (carga Q) em uma orbita de raio r; a aceleragao centri'peta 
e produzida, e claro, pela atraqao coulombiana de cargas opostas. Ora, um pequeno campo magn&ico d.B e ligado lentamente, 
perpendicular ao piano da orbita. Mostre que o aumento de energia cinetica, dT, transmitido pelo campo eletrico induzido, e exato 
para manter o movimento circular no memo raio r. (Foi por isso que na minha discussao sobre diamagnetismo assumi que o raio e 
fixo. Veja a Segao 6. 1 .3 e as referencias ali citadas.) 

Problema 7.50 A corrente em um solenoide longo esta aumentando linearmente com o tempo, de forma que o fluxo e proporcional a 
t. 4? — at. Dois voltfmetros estao conectados a pontos diametralmente opostos (A e B), juntamente com resistores (R) e R 2 ), como 
mostre a Figure 7.53. Qual e a leitura em cada voltfmetro? Assuma que sao voltfmetros ideals que puxam uma corrente desprezivel 
(t§m uma resistencia interna enorme), e que um voltfmetro registra — E • dl entre os terminals e atraves do medidor. [Resposta: 

Vi = aRi/(Ri + R 2 )-, V 2 = -aR 2 /(Ri + R 2 ). Observe que Vi ^ V 2 , embora estejam conectados aos mesmos pontos 1 Vela R 
H. Romer, Am. J. Phys. 50, 1089 (1982).] 

Problema 7.51 Na discussao sobre fern devida ao movimento (Sefao 7.1.3) assumi que a espira de fio (Figure 7.10) tem uma 
lesistencia R, a corrente gerada e entao I = vBh/R. Mas e se o fio for feito de material perfeitamente condutor, de forma que 
R seja zero'! Nesse caso a corrente 6 limitada somente pela for?a contraeletromotriz associada a autoindutancia L na espira (que 
normalmente seria desprezivel em comparagao com IR). Mostre que nesse processo, a espira (de massa m) executa um movimento 
harmonico simples e encontre sua frequencia. 20 [Resposta: u> = Bh/VmL] 

Problema 7.52 

(a) Use a formula de Neumann (Equajao 7.22) para calcular a indutancia mutua da configuraqao na Figure 7,36, assumindo que a 
seja muito pequeno (a«li,a« z). Compare sua resposta ao Problema 7.20. 

(b) Para o caso geral ( nao assumindo que a e pequeno) mostre que 

oncle 


z 2 4- a 2 + b 2 * 

Problema 7.53 Duas bobinas estao enroladas em torno de uma forma cilmdrica de maneira que o mesmo fluxo pcissa por cada uma 
das voltas de ambas as bobinas. (Na pratica se consegue isso inserindo um nucleo de ferro atraves do cilindro, pois ele tem o efeito 
de concentrar o fluxo.) A bobina ‘primaria’ tem AT X voltas e a secundaria tem N 2 (Figure 7.54). Se a corrente J na bobina primaria e 
variavel, mostre que a fern da bobina secundaria e dada por 

£2 N 2 

= h i - ( 7 . 67 ) 

onde £1 e a forga contraeletromotriz da bobina primaria. [Isto e um transformador primitivo — um dispositivo para aumentar e 
diminuir a fern de uma fonte de corrente alternada. Escolhendo 0 numero apropriado de voltas, qualquer fern secundaria pode ser 
obtida. Se voce acha que isto viola a lei de conservagao de energia, verifique o Problema 7.54.] 




Figura 7.53 


Figura 7.54 


20. Para uma sene de problemas correlatos, consulte W. M. Saslow./lm. J. Phys. 55, 986 (1987), e R. H. Romer, Eur. J. Phys. 11, 103 (1990). 
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Problema 7.54 Um transformador (Problema 7.53) recebe uma voltagem de entrada altemada (AC) com amplitude Vi, e fornece 
uma voltagem de saida de amplitude V 2 , que e determinada pela razao das voltas {V 2 /V\ = N 2 /Ni). Se N 2 > N u a voltagem de 
safda sera maior do que a voltagem de entrada. Por que isso nao transgride a lei de conservagao de energia? Resposta: potencia e o 
produto de voltagem e corrente; evidentemente, se a voltagem aumenta, a corrente tem de diminuir. 0 objetivo deste problema e ver 
exatamente como isso funciona em um modelo simplificado. 

(a) Em um transformador ideal, o mesmo fluxo passa por todas as voltas da bobina primaria e da secundaria. Mostre que neste caso 
M 2 = LiL 2 , onde Me a indutancia mutua das bobinas e Li , L 2 sao as autoindutancias individuals. 

(b) Suponha que a bobina primaria e acionada com voltagem V entrada = Vi cos (wf), e que a secundaria esta conectada a um resistor 
R. Mostre que as duas correntes satisfazem as redoes 

t dli . T,,dl 2 xr , ,, r dl 2 x ,dl\ T „ 

(c) Usando o resultado de (a), resolva estas equa^oes para Ii(t) e / 2 (f). (Assuma que I\ nao tem componente DC.) 

(d) Mostre que a voltagem de saida (V^a — I 2 R) dividida pela voltagem de entrada (V^ ntrac j a ) e igual a razao entre as voltas: 
^saida/ ^entrada ~ N2/N1. 

(e) Calcule a potencia de entrada (P e ntrada — Kntrada^i) c a potencia de saida (P sa fda = Kafda^), e mostre que suas medias sobre um 
ciclo completo sao iguais. 

Problema 7.55 Suponha que J(r) e constante no tempo, mas p(r, t) nao — cond^oes que podem ocorrer, por exemplo, quando um 
capacitor esta sendo carregado. 

(a) Mostre que a densidade de carga em qualquer ponto determinado e uma fungao linear de tempo: 

p(r,t) — p(r, 0) 4- p(r, 0)i, 

onde p( r, 0) e a derivada temporal de p em t — 0. 

Esta nao e uma configuragao eletrostatica ou magnetostatica; 21 porem — um tanto surpreendentemente — tanto a lei de Coulomb 
(na forma da Equa^ao 2.8) quanto a lei de Biot-Savart (Equa 9 ao 5.39) se aplicam, como voce pode confirmar mostrando que elas 
satisfazem as equa 9 oes de Maxwell. 

(b) Mostre que 

obedece a lei de Ampere com 0 termo de corrente de deslocamento de Maxwell 

Problema 7.56 0 campo magnetico de um fio reto infinito pelo qual passa uma corrente estacionaria I pode ser obtido a partir do 
termo de corrente de deslocamento na lei de Ampere/Maxwell, como se segue: imagine que a corrente consiste de uma densidade 
linear de carga uniforme A movendo-se ao longo do eixo 2 a velocidade v (de forma que / = Aw), com uma minuscula abertura de 
comprimento e, que chega a origem no tempo t = 0. No instante seguinte (ate f = e/w) nao ha corrente real passando por uma espira 
antperiana no piano xy, mas ha uma corrente de deslocamento devido a carga que ‘faita’ na abertura. 

(a) Use a lei de Coulomb para calcular o componente 2 do campo eletrico para pontos do piano xy a uma distancia s da origem, 
devido a um segmento de fio com densidade uniforme —A estendendo-se de z\ = vt — e a z 2 = vt. 

(b) Determine 0 fluxo desse campo eletrico atraves de um cfrculo de raio a no piano xy. 

(c) Encontre a corrente de deslocamento atraves desse cfrculo. Mostre que I d e igual a J, no limite em que a largura da abertura (e) 
tende a zero. [Para uma abordagem ligeiramente diferente do mesmo problema, veja W. K. Terry, Am. J. Phys. 50, 742 (1982).] 

Problema 7.57 O campo magnetico fora de um longo fio reto pelo qual passa uma corrente estacionaria I€(c claro) 


O campo eletrico dentro do fio e uniforme: 



onde pea resistividade e a e 0 raio (veja os Exemplos 7.1 e 7.3). Pergunta: qual e 0 campo eletrico/ora do fio? Este e um problema 
famoso, primeiro analisado por Sommerfeld e conhecido na sua versao mais recente como ‘problema de Merzbacher’. 22 A resposta 


2 1 . Alguns autores considemriam isso como magnetostatico, jS que B e independente de t. Para eles, a lei de Biot-Savart e uma regra geral da magnetostatica, 

mas V'J = 0eVxB = po J aplicam-se apenas sob 0 pressuposto adicional de que p e constante. Nessa formula^ao, o termo de deslocamento de 
Maxwell pode (nesse caso muito especial) ser deduzido da lei de Biot-Savart pelo metodo da parte (b). Veja D. F. Bartlett, Am. J Phvs 58 1168 (1990V 
D. J. Griffiths e M. A. Heald, Am. J. Phys. 59, 1 1 1 (1991). ’ ’ 

22. A. Sommerfeld, Electrodynamics , p. 125 (Nova York: Academic Press, 1952); E. Merzbacher, Am. j. Phys. 48, 104 (1980); outras references em M A 

Heald, Am. J. Phys. 52, 522(1984). ‘ ' ' 
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depende de como se completa o circuito. Suponha que a corrente retorna ao longo de um cilindro coaxial aterrado e perfeitamente 
condutor, de raio b (Figura 7.55). Na regiao a < s < b, o potencial V(s, z) satisfaz a equa^o de Laplace com as condicoes de 
contorno 

(i) V(a,z) = -I ? §; (ii) V(b,z) = 0. 

7Td 2 

Infelizmente isto nao e suficiente para determinar a resposta — ainda precisamos especificar as condicoes de contorno nas duas 
extremidades. Na literatura e costume varrer essa ambiguidade para debaixo do tapete simplesmente afirmando (e exatamente isso) 
que V{s ) z) e proportional az: V(s,z) = zf(s). Com base nisso: 

(a) Determine V(s,z). 

(b) Encontre E(s, 2 ). 

(c) Calcule a densidade superficial de carga a (z) no fio. 

[Resposta,. V — {—Izp/ixa ) [In (s/fo) / ln(a/6)] Este e um resultado peculiar , ja que E$ e <y{z) nao sao independentes de z — 
como certamente seria de se esperar para um fio realmente infinito.] 

Problema 7.58 Uma certa linha de transmissao foi construfda com duas ‘fitas’ finas de metal, de largura w , a uma distancia muito 

pequena h w uma da outra. A corrente desce por uma faixa e volta pela outra. Em cada caso, ela se espalha uniformemente sobre 
a superficie da faixa. 

(a) Encontre a capacitancia por unidade de comprimento, C. 

(b) Encontre a indutancia por unidade de comprimento, C. 

(c) Qual o produto £C, numericamente? [C e C, e claro, irao variar de um tipo de linha de transmissao para outro, mas seu produto 
e uma constante universal — verifique, por exemplo, o cabo do Exemplo 7.13 — desde que o espago entre os condutores seja o 
vacuo. Najeoria das linhas de transmissao, este produto esta relacionado a velocidade com que um pulso se propaea pela linha 

u = 1/x/ZC.] 

(d) Se as faixas forem isoladas uma da outra com material nao condutor de permissividade c e permeabilidade /x, qual sera, entao, o 
produto CC1 Qual e a velocidade de propaga^o? [Dica: veja o Exemplo 4.6; por que o fator L se altera quando um indutor e imerso 
em material linear de permeabilidade pi] 

Problema 7.59 Prove o teorema de Alfven: em um fluido perfeitamente condutor (digamos, um gas com eletrons livres), o fluxo 
magnetico atraves de qualquer espira fechada que se move dentro do fluido e constante no tempo. (As linhas do campo magndtico 
ficam, por assim dizer, ‘congeladas’ no fluido.) 

(a) Use a lei de Ohm, na forma da Equa 9 ao 7.2, juntamente com a lei de Faraday, para provar que se a = oo e J e finito, entao 

dB . . 


(b) Considere 5 a superficie encerrada pela espira (C) no tempo t, e S' uma superficie encerrada pela espira em sua nova posicao 
(C l ) no tempo t + dt (veja a Figura 7.56). A mudan 9 a de fluxo e 


d$ = J B(t + dt)-daL- J B(Q-da. 


Mostre que 

/ B(i + df)*da+ / B(t + dt)-dsi= [ B(t + dt)>da 
Js' Jn Js 

(onde 11 e a ‘faixa’ que une C e C'), e, portanto, que 


d<& = dt j — • d,a~ j B (t + dt) * da 


-k 



Figura 7.55 


Figura 7.56 
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(para dt infinitesimal). Use o rnetodo da Segao 7.1.3 para reescrever a segunda integral < 


dt <b (B x v) • dl. 


' recorra ao teorema de Stokes para concluir que 


Vx(vxB) -da. 


Juntamente como resultado em (a), isso prova o teorema. 

Problema 7.60 

(a) Mostre que as equagoes de Maxwell com carga magnetica (Equagao 7.43) sao invariantes sob a transformagao de dualidade 

E' = E cos a 4- cB sen a, ) 

cB' = cBcosa - Esena, I 

cq'e = C.q e cos a + q m sen a, | (7.6! 

Qm — q m cos a - cq e sen a, J 


onde c = 1/ v / ?o/7o e a e um angulo de rotagao arbitrario 
mesma forma que q e e q m . [Isso significa, sobretudo, 


r^rio no ‘espago E/B’. As densidades de 


carga e corrente se transformam da 


(b) Mostre que a lei de forga (Problema 7.35) 

F = ?e(E + V x B) + q m (B - -^v x E) g ^ 

6 tambem invariante sob a transformagao de dualidade. 



Intervalo 


Agora nossas cartas estao todas na mesa e, em um certo sentido, meu trabalho esta feito. Nos primeiros sete capftulos, 
montamos a eletrodinamica pe?a por pe?a e, agora, com as equa 9 oes de Maxwell no seu formato final, a teoria esta completa! 
Nao ha mais leis a serem aprendidas, nao ha mais generalises a serem consideradas e (com talvez uma exce 9 ao) nao resta 
qualquer incoerencia a ser resolvida. Se o seu curso e semestral, este seria um ponto razoavel onde parar. 

Mas em outro sentido, acabamos de chegar ao ponto de partida. Estamos finalmente de posse do baralho inteiro e conhe- 
cemos as regras do jogo — e hora de dar as cartas. Esta e a parte divertida na qual podemos apreciar o poder extraordinary e 
a riqueza da eletrodinamica. Em um curso de dois semestres, deve haver tempo suficiente para estudar os capftulos que restam 
e talvez suplementa-los com um modulo em ffsica dos plasmas ou, digamos, teoria dos circuitos de corrente alternada, ou ate 
rnesmo um pouco de Relatividade Geral. Mas se voce so tern tempo para um topico, recomendo o Capftulo 9 sobre Ondas 
Eletromagneticas (e provavelmente melhor que voce passe os olhos pelo Capftulo 8, como prepara 9 ao). E a passagem para a 

6tica e, historicamente, a aplica9ao mais importante da teoria de Maxwell. 



Capitulo 8 

Leis de conservacao 


8.1 Carga e energia 

8.1.1 Equacao de continuidade 

Neste capitulo estudaremos conservacao de energia, moraento e momento angular em eletrodinamica. Mas comecaremos 
revendo a conservacao de carga, porque ela e o paradigma para todas as leis de conservacao. 0 que, precisamente, nos diz a 
conservacao de carga? Que a carga total no universo e estacionaria? Bern, e claro — essa e a conservacao global de carga; 
mas a conservacao local de carga e uma declaracao muito mais forte: se a carga total em urn determinado volume se altera, 
entao exatamente essa quantidade de carga deve ter passado para dentro ou para fora atraves da superfi'cie. 0 tigre nao pode 
simplesmente materializar-se novamente fora da jaula; se ele passou de dentro para fora, tern de ter encontrado urn buraco na 
cerca. 

Formalmente a carga em um volume V e 

Q(t)= I P^, t) dr, (8.1) 

Jv 

e a corrente que flui atraves do contorno S 6 J ■ da, entao, a conservacao de carga diz que 


dQ 

dt. 


j) J • da. 


(8.2) 


Usando a Equacjao 8. 1 para reescrever o lado esquerdo e recorrendo ao teorema do divergente no lado direito temos 


[ ^ dr = - I V J dr, 

Jv dt J v 


(8.3) 


ja que isso e verdade para qualquer volume, segue-se que 


dp 

dt 


-V - J. 


(8.4) 


Essa, e claro, e a equacao de continuidade — a declaracao matematica precisa da conservacao local de carga. Como 
indiquei anteriormente, ela pode ser deduzida das equacoes de Maxwell — conservacao de carga nao e um pressuposto 
independente, mas uma consequencia das leis da eletrodinamica. 

0 objetivo deste capitulo e montar as equacoes correspondentes para a conservacao de energia e a conservacao de mo- 
mento. No processo (e o que talvez e o mais importante) aprenderemos como expressar a densidade de energia e a densidade 
de momento (os analogos de p), bem como a ‘corrente’ de energia e a ‘corrente’ de momento (analogos de J). 


8.1.2 Teorema de Poynting 

No Capitulo 2, descobrimos que o trabalho necessario para montar uma distribuicao de carga estatica (contra a repulsao 
Coulombianade cargas semelhantes) e (Equacao 2.45) 


*=!/*•*, 
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onde E e o campo eletrico resultante. Da mesma forma, o trabalho necessario para movimentar as correntes (contra a forga 
contraeletromotriz) e (Equagao 7.34) 

W m = ^~ [ B 2 dr, 

%do J 

onde B e o campo magnetico resultante. Isso sugere que a energia total armazenada nos campos eletromagneticos e 


U a 


-II 


e 0 E 2 + —B 2 
Mo 


dr. 


(8.5) 


Proponho deduzir a Equagao 8.5 de forma mais geral, agora, no contexto da lei de conservagao de energia para a eletrodi- 
namica. 

Suponha que temos uma configuragao de carga e corrente que, no tempo t, produz campos E e B. No instante seguinte, 
dt y as cargas se movimentam urn pouco. Pergunta: quanto trabalho, dW , e realizado pelas forgas eletromagneticas que atuam 
nessas cargas no intervalo dt ? Segundo a lei de forga de Lorentz, o trabalho realizado sobre uma carga q e 


F • d\ — q( E + v x B) ■ v dt — qE • v dt. 


Agora, q — pdr e pv = J, de forma que a taxa na qual o trabalho e realizado em todas as cargas de urn volume V e 


dW f /T, , 

-&-L { ] (8 ' 6> 

Evidentemente E • J e o trabalho realizado por unidade de tempo, por unidade de volume — o que equivale a dizer a 
potencia fornecida por unidade de volume. Podemos expressar essa quantidade em termos dos campos, isoladamente, usando 
a lei de Ampere-Maxwell para eliminar J: 


1 r)E 

E • J = — E • (V x B) - e 0 E • — . 
Mo dt 


Da regra de produto 6, 


V • (E x B) = B • (V x E) - E • (V x B). 
Recorrendo a lei de Faraday (VxE = -OB /dt), segue-se que 


E • (V x B) = -B • — - V • (E x B 


Enquanto isso, 


dt 


OB _ ld_ 
dt 2 dt' 


B — = ^< b2 )' e E 'l = ^ 2 )- 


entao 


E J 


1 d_ 

2 dt 


e 0 E 2 


— B 2 ) — — V • (E x B). 
Mo / Mo 


Colocando isso na Equagao 8.6 e aplicando o teorema do divergente ao segundo termo, temos 


(8.7) 

( 8 . 8 ) 


dW 

dt 



(e 0 E 2 + —B 2 ] dr — — / (E x B) • da, 

\ do J do Js 


(8.9) 


onde S e a superflcie que encerra V. Esse e o teorema de Poynting; e o ‘teorema de energia-trabalho’ da eletrodinamica. A 
primeira integral do lado direito e a energia total armazenada nos campos, U em (Equagao 8.5). 0 segundo termo evidentemente 
representa a taxa a qual a energia e retirada de V pelos campos eletromagneticos, atraves da superflcie de contorno. 0 teorema 
de Poynting diz, entao, que o trabalho realizado sobre cargas pelaforga eletromagnetica e igual ao decrescimo de energia 
armazenada no campo, menos a energia que fluiu para fora atraves da superflcie. 

A energia por unidade de tempo, por unidade de area, transportada pelos campos e chamada de vetor de Poynting: 


S = — ( E x B). 

do 


(8.10) 
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Especificamente, S ■ da 6 a energia por unidade de tempo que atravessa a superffcie infinitesimal da — ofluxo de energia, 
se voce preferir (de forma que Sea densidade do fluxo de energia). 1 Veremos muitas aplica?6es do vetor de Poynting nos 
capftulos 9 e 11, mas no momento estou mais interessado em usa-lo para expressar o teorema de Poynting de forma mais 
compacta: 


dW 

dt 


dU em 

dt 


S-da. 


( 8 . 11 ) 


E claro que o trabalho W realizado sobre as cargas ira aumentar a sua energia mecanica (cinetica, potencial, o que for). 
Se deixarmos que u mec denote a densidade de energia mecanica, de forma que 


dW d f 
dt - dtJ v Umtc 


( 8 . 12 ) 


e usarmos u em para a densidade de energia dos campos, 

u em = UeoE^-B 2 ), 
2 V Mo ) 


(8.13) 


entao 


e, portanto. 


1 

dt 


/ (^mec ~F ^em) dT — (b 

Jv Js 


S • da = - / ( V • S) dr, 



mec 


“f Uem) 


-v-s. 


(8.14) 


Esta e a versao diferencial do teorema de Poynting. Compare-a com a equagao de continuidade, expressando conservaijao 
de carga (Equa^ao 8.4): 

|- VJ; 

a densidade de carga e substituida pela densidade de energia (mecanica mais eletromagnetica), e a densidade de corrente e 
substituida pelo vetor de Poynting. Este ultimo representa o fluxo de energia exatamente da mesma forma que J descreve o 
fluxo de carga ? 


Exemplo 8.1 


Quando uma corrente flui por um fio, trabalho e realizado e ele aparece como o aquecimento Joule do fio (Equa^ao 7.7). Embora 
existam maneiras mais face is, a energia por unidade de tempo fornecida ao fio pode ser calculada atraves do vetor de Poynting. 
Assumindo que e uniforme, o campo eletrico paralelo ao fio e 



onde Vi a diferen^a de potencial entre as extremidades t Li o comprimento do fio (Figura 8.1). 0 campo magnetico e ‘circunfe- 
rencial’; na superffcie (raio a) seu valor e 

MQ-f 

2na 

Correspondentemente, a magnitude do vetor de Poynting e 

s= 1 V fio I = VI 
f.io L 2ira 2 tt aL" 

e ele aponta radialmente para dentro. A energia por unidade de tempo que passa atraves da superffcie e, portanto, 


J S • da = S(2naL) = VI, 

que e exatamente o que conclufmos de forma muito mais direta na Segao 7. 1.1. 


1 . Se for muito meticuloso, voce percebera que ha uma pequena falha nessa logica: sabemos pela Equagao 8.9 que S • da e a potencia total que passa por 

uma superffcie fechada, mas isso nao prova que j S • da e a potencia que passa atraves de qualquer superffcie aberta (poderia haver um termo extra cuja 
integral da zero em todas as superficies fechadas). Essa e, no entanto, uma interpretagao obvia e natural; como sempre, a localizagao exata da energia 
nao e realmente determinada na eletrodinamica (veja a Segao 2.4.4). 

2. Na presenga de meio linear, interessa somente o trabalho realizado nas cargas e correntes livres (veja a Segao 4.4.3). Nesse caso, a densidade de energia 
adequada i |(E • D + B • H), e o vetor de Poynting torna-se (E x H). Veja J. D. Jackson, Classical, Electrodynamics , 3^ ed., Segao 6.7 (Nova York: 
John Wiley, 1999). 
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L- 

Figura 8.1 


Problema 8.1 Calcule a potencia (energia por unidade de tempo) transportada pelos cabos do Exemplo 7.13 e do Problema 7.58, 
assumindo que os dois condutores sao mantidos a uma diferen^a de potential V, e que por eles passa uma corrente / (em urn sentido 
por urn e no sentido inverso pelo outro). 

Problema 8.2 Considere o capacitor que esta sendo carregado no Problema 7.31. 

(a) Encontre os campos eletrico e magnetico na abertura, como fun^oes da distancia s ao eixo e ao tempo t. (Assuma que a carga e 
nula em t — 0.) 

(b) Encontre a densidade de energia item e o vetor de Poynting S na abertura. Observe especificamente a diregao de S. Verifique se a 
Equa^o 8. 14 e satisfeita. 

(c) Determine a energia total na abertura, como fun 9 ao do tempo. Calcule a potencia total que flui para a abertura, integrando o 
vetor de Poynting sobre a superficie adequada. Verifique se a entrada de potencia e igual a taxa de aumento de energia na abertura 
(Equa 9 ao 8.9 — neste caso W = 0, porque nao ha carga na abertura). [Se voce esta preocupado com os campos marginals, fa 9 a-o 
sobre urn volume de raio b < a bem dentro da abertura.] 


8.2 Momento 

8.2.1 Terceira lei de Newton na eletrodinamica 

Imagine uma carga pontual q viajando ao longo do eixo x a uma velocidade constante v. Como ela esta em movimento, 
seu campo eletrico nao e dado pela lei de Coulomb; mesmo assim, E ainda aponta radialmente para fora a partir da posigao 
instantanea da carga (Figura 8.2a), como veremos no Capitulo 10. Como, alem do mais, uma carga pontual nao constitui uma 
corrente estacionaria, seu campo magnetico nao e dado pela lei de Biot-Savart. Mesmo assim, e urn fato que B ainda circunda 
o eixo na forma indicada pela regra da mao direita (Figura 8.2b); mais uma vez, a prova sera dada no Capitulo 10. 

Agora, suponha que essa carga encontra outra identica, viajando a mesma velocidade ao longo do eixo y. E claro que 
a forqa eletromagnetica entre elas tenderia a leva-las para fora dos eixos, mas vamos assumir que elas estejam sobre trilhos 
ou algo assim, de forma que sao forqadas a manter a mesma diregao e a mesma velocidade (Figura 8.3). A forga eletrica 
entre elas e repulsiva, mas e a forga magnetica? Bem, o campo magnetico de qi aponta para dentro da pagina (na posigao 
de q 2 ), de forma que a forga magnetica em r / 2 e para a direita, enquanto o campo magnetico de r / 2 e para fora da pagina (na 





(a) 


Figura 8.2 


(b) 
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posigao de q\), e a forga magnetica de q\ e para cima. A forga eletromagnetica de qi sobre q% e igual, mas nao oposta, a 
forga de <72 sobre qi, contrariando a terceira lei de Newton. Em eletrostatica e magnetostatica a terceira lei se aplica, mas em 
eletrodinamica nao. 

Bern, essa e uma curiosidade interessante, mas com que frequencia realmente se usa a terceira lei da pratica? Resposta: 
o tempo todo! Pois a prova de conservagao de momento apoia-se na anulagao interna das formas, que decorre da terceira lei. 
Quando voce mexe com a terceira lei, coloca a conservagao do momento em perigo e nao ha principio da fisica mais sagrado 
do que esse. 

A conservagao do momento e resgatada na eletrodinamica pela constatagao de que os proprios campos tern momento. 
Isso nao e surpreendente quando voce considera que ja atribufmos energia aos campos. No caso das duas cargas pontuais 
da Figura 8.3, todo momento perdido para as particulas e adquirido pelos campos. Somente quando o momento do campo e 
acrescentado ao momento mecanico das cargas e que a conservagao do momento e restaurada. Voce vera como isso funciona 
quantitativamente nas segoes a seguir. 



Figura 8.3 

8.2.2 Tensor das tensoes de Maxwell 

Vamos calcular a forga eletromagnetica total sobre as cargas no volume V: 

F = / (E + vxB )pdr= [ (pE + J x B) dr. 

Jv Jv 

A forga por unidade de volume e, evidentemente, 

f = pE + J x B. 


(8.15) 


(8.16) 


Como antes, proponho escrever isso em termos de campo somente, eliminando p e J com o uso das equagoes de Maxwell 
(i) e (iv): 

f = e 0 (V • E)E + (— V x B - x B. 

\Po dt J 


Agora 

e a lei de Faraday diz que 


entao 


Assim, 


3/-TX fdE \ / 8B\ 

^ (ExB)= U xB J + ( Ex ^J’ 


ar = - VxE ’ 

^ XB = I (EXB)+EX(VXE) - 


f = e 0 [(V • E)E -Ex (V x E)] - — [B x (V x B)] - e 0 |-(E x B). 

/io dt 


(8.17) 


So para deixar as coisas mais simetricas, vamos acrescentar um termo (V • B)B; como V B = 0, isso nao nos custa 
nada. Enquanto isso, a regra de produto 4 diz que 


V(E 2 ) = 2(E • V)E + 2E x (V x E), 
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entao 

E x (V x E) = -V(E 2 ) - (E • V)E, 

Li 

e o mesmo vale para B. Portanto, 

f = e 0 [(V • E)E + (E • V)E] + —[(V • B)B + (B • V)B] 

A ( o 

(8.18) 

4 v ( £ » £ 2 + ^ b 2 )- £ 4 (exb) - 

Quefeio! Mas isso pode ser simplificado introduzindo-se o tensor das tensoes de Maxwell, 

T-ij = e 0 (^EjEj — - SijE 4- — i^BiBj — . (8.19) 


Os indices i e j referem-se as coordenadas x, y e z> de forma que o tensor das tensoes tern urn total de nove componentes 
(T xx , T yy ,T XZ) T yx e assim por diante). 0 delta de Kronecker, Sjj , e 1 se os indices sao os mesmos (5^ = 5 yy — 5 ZZ = 1) 
e zero em caso contrario (5 xy — S xz = 5 yz = 0). Portanto, 

T xx = l - eo (El-E 2 y -E 2 z ) + ~(Bl-Bl-B 2 z ), 

T xy = e 0 (E x Ey) 4 (. B x B y ), 

Mo 

e assim por diante. Como tern dois indices, onde um vetor tern apenas um, e as vezes escrito com uma seta dupla: ¥. 
Pode-se formar o produto escalar de T com um vetor a: 

(a •¥),•= aiTi i' (8.20) 

i=x,y t z 


o objeto resultante que tern um fndice remanescente, e em si um vetor. Sobretudo, o divergente de 
componente 


(V-¥)i 


eo 


(V • E )Ej + (E • V)Ej 


-VjE 1 
2 3 


¥ 


tem como seu j-esimo 


+ 


1 

Mo 


(V • B)Bj + (B • V)Bj - -V jB 2 


Portanto, a forqa por unidade de volume (Equacao 8.18) pode ser escrita de forma muito mais simples 


f = V-f -eoMo^T, (8.21) 

at 

onde S e o vetor de Poynting (Equaqao 8.1 0). 

A forqa total sobre as cargas em V (Equaqao 8.15) e, evidentemente, 

F = j ¥ • da - e 0 Mo^ J S dr. (8.22) 

(Usei o teorema do divergente para converter o primeiro termo em integral de superficie.) No caso estdtico (ou, mais 
genericamente, sempre que f S dr for independente de tempo), o segundo termo cai e a for?a eletromagnetica sobre a con- 
figuragao de carga pode ser expressa totalmente em termos do tensor das tensoes no contorno. Fisicamente, ¥ e a for?a por 
unidade de area (ou tensao) agindo sobre a superficie. Mais precisamente, T tJ e a forga (por unidade de area) na i-esima 
diregao, agindo em um elemento de superficie orientado para a j-esima dire 9 ao — elementos ‘diagonals’ {T XX) T yy ,T zz ) 
representam pressoes , e elementos ‘nao diagonals’ (T xy) T xz etc.) sao tensoes de cisalham,e.nto . 
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Exemplo 8.2 


Determine a forga liquida no hemisferio ‘norte’ de uma esfera maciga uniformemente carregada de raio R e carga Q (a mesma do 
Problema 2.43, so que desta vez usaremos o tensor das tensoes de Maxwell e a Equagao 8.22). 

Solugao: a superficie de contorno consiste de duas partes — uma ‘tigela’ hemisferica no raio R, e um disco circular em 6 = n/2 
(Figura 8.4). Para a tigela, 

da = R , 2 sen OdOdcj) r 


e 

Em componentes cartesianos, 
entao 


E = — 

47T60 R? 

r = sen 6 cos (f) x + sen 0 sen <j> y + cos 0 z, 

( Q ' 2 


T z x — 6o E Z E X — Co 


\47reo# 

Q ' 2 


^ sen 0 cos 6 cos </;, 


/ Q Y 

T Z y — CO E Z E y — Co Sen ^ C0S ^ Sen ^5 


T„ = f(£- - El - fij) = f (j^)V<<-sen’ 9 ). 
A forga lfquida esta obviamente na diregao 2, de forma que basta calcular 


(¥ • da) z = T zx da x + T Z y dchy da z 

A for§a na ‘tigela’ e, portanto, 


£0 / Q V 

2 Utreo R) 


sen 0 cos 9 d6 d<j>. 


(8.23) 



1 Q 2 
47TC0 8H 2 * 


Enquanto isso, para o disco equatorial, 
e (como agora estamos dentro da esfera) 


da — —rdrdcj) z, 


Entao 


e assim 


A forga no disco e, portanto, 


E = 


4^^ r= 4 ~ ^(Wx + sen^y). 


T “ = ?( £ ' ~ E ‘~ E *) = “f 


Fdl “" “ 2 (ii) 2 ” 


3 . IQ 2 

r dr — 


/ 0 47reo 16f? 2 ’ 

Combinando as Equates 8.24 e 8.26, concluo que a forga lfquida no hemisferio norte e 


F = 


1 3 g 2 

47reo lGf? 2 ' 


(8.24) 


(8.25) 


(8.26) 


(8.27) 



Figura 8.4 
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A proposito, na aplicagao da Equagao 8.22, qualquer volume que encerre toda a carga em questao (e nenhuma outra carga) funcionara. 
Por exemplo, no caso em questao poderiamos usar toda a regiao z > 0. Nesse caso, a superficie de contorno consiste de todo o piano 
xy (mais um hemisferio em r - oo, mas como la E = 0 nao ha contribuigao). No lugar da ‘tigela’, agora temos a porgao externa do 
piano (r > R). Aqui 


£o 
‘ 2 




V 1 


(Equagao 8.23 com 9 — tt/ 2 e R 


r), e da. e dado pela Equagao 8.25, entao 

Q \ 2 1 


(¥ • da) z = 


47T60 


dr 


e a contribuigao do piano para r > Re 



1 Q 2 

47T60 8 R? ’ 


o mesmo que para a tigela (Equagao 8.24). 


Espero que voce nao tenha ficado atolado demais nos detalhes do Exemplo 8.2. Se e esse o caso, pare um momento para 
ver bem o que aconteceu. Estavamos calculando a forga sobre um objeto macigo, mas em vez de calcular a integral de volume , 
como seria de se esperar, a Equagao 8.22 nos permitiu fazer o calculo como de uma integral de superficies de alguma forma, 
o tensor das tensoes detecta o que esta acontecendo na parte interna. 


Problema 8.3 Calcule a forga de atragao magnetica entre os hemisferios norte e sul de uma casca esferica uniformemente carregada 
e em rotagao, de raio R , velocidade angular u e densidade de carga superficial a. [Este e o mesmo que o Problema 5.42, mas desta 
vez use o tensor das tensoes de Maxwell e a Equagao 8.22.] 

Problema 8.4 

(a) Considere duas cargas pontuais iguais q, separadas por uma distancia 2a. Construa o piano equidistante das duas cargas. lnte- 
grando o tensor das tensoes de Maxwell sobre esse piano, determine a forga de uma carga sobre a outra. 

(b) Faga o mesmo para cargas com sinais opostos. 


8.2.3 Conserva^ao do momento 


A segunda lei de Newton diz que a forfa sobre um objeto e igual a taxa de altera 9 §o do seu momento: 

^Pmec 

r — - — . 

dt 


A Equagao 8.22, portanto, pode ser escrita na forma 


rfpmec 

dt 


d 



■ da , 


(8.28) 


onde p mec e o momento (mecanico) total das particulas contidas no volume V. Essa expressao e semelhante, em estrutura, 
ao teorema de Poynting (Equa 9 ao 8.9), e convida a uma interpreta 9 ao analoga: a primeira integral representa o momento 
armazenado nos proprios campos eletromagneticos : 


Pem = A t o£o / s dr, (8.29) 

Jv 

enquanto a segunda integral e o momento por unidade de tempo que flui entmndo atraves da superficie. A Equa 9 ao 8.28 
6 a declara 9 ao geral da conservagao do momento em eletrodinamica: qualquer aumento no momento total (mecanico mais 
eletromagnetico) e igual ao momento trazido pelos campos. (Se V e todo o espa 90 , entao nao ha momento fluindo para dentro 
ou para fora e p mec + Pem e constante.) 

Como no caso da conserva 9 ao de carga e da conserva 9 ao de energia, a conserva 9 ao de momento pode receber uma formu- 
la 9 ao diferente. Considere p mec a densidade do momento mecanico , e p> e m a densidade do momento nos campos: 

Pem = MoeoS. 


(8.30) 
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Entao a Equagao 8.28, na forma diferencial, diz que 


d 

dt 


(pmec + Pem) — V • 


¥. 


(8.31) 


Evidentemente, -Tea densidade do fluxo de momento, fazendo o papel de J (densidade de corrente) na equagao 
de continuidade, ou de S (densidade do fluxo de energia) no teorema de Poynting. Especificamente, -2,, e o momento 
na diregao i atravessando uma superficie orientada na diregao j, por unidade de area, por unidade de tempo. Observe que 
o vetor de Poynting apareceu em dois papeis muito diferentes: S em si e a energia por unidade de area, por unidade de 
tempo, transportada pelos campos eletromagneticos, enquanto MoeoS e o momento por unidade de volume armazenado nesses 
campos. Similarmente, T tern urn papel duplo: T em si e a tensao eletromagnetica (forga por unidade de area) agindo sobre 
uma superficie, e - T descreve o fluxo do momento (a densidade de corrente do momento) transportado pelos campos. 


Exemplo 8.3 


Um longo cabo coaxial de comprimento l consiste de urn condutor interno (de raio a) e de um condutor externo (de raio b). Ele esta 
conectado a uma bateria em uma das extremidades e a um resistor na outra (Figura 8.5). O condutor interno tem uma distribuigao 
de carga uniforme por unidade de comprimento A, e uma corrente estacionaria I para a direita; o condutor externo tem a carga e a 
corrente opostas. Qua] 6 o momento eletromagnetico armazenado nos campos? 

Solugao: os campos sao 

Mo I 


1 A . 

E = s, 

27reo s 


B = F 1 d>- 

27T s v 


0 vetor de Poynting, portanto, e 


XI 


47T 2 £o S 2 


Evidentemente a energia esta fluindo pela linha, da bateria para o resistor. De fato, a potencia transportada e 

XI 


' = I S ^ 4^/ 


1 2ns ds = In (b/a) = IV , 


s 2 ~ 27reo 

como deveria ser. Mas nao e nisso que estamos interessados agora. 0 momento nos campos e 

/ioA77 


Pem — /J-O e 0 




\rl2ns ds 
s 2 


2n 


In (b/a) i 


Este e um resultado surpreendente. 0 cabo nao esta se movendo e os campos sao estaticos; mesmo assim, nos e pedido que acre- 
ditemos que ha momento no sistema. Se algo Ihe diz que nessa historia falta alguma coisa, sua intuigao e boa. De fato, se o centro 
de massa de um sistema localizado esta em repouso, seu momento total tem de ser nulo. Neste caso, no entanto, o centro de massa 
nao esta em repouso. A bateria esta perdendo energia e a resistencia esta ganhando energia; assim, relativisticamente, ha uma 
transferencia Ifquida de massa (m = E/c 2 ) na diregao z, o que corresponde precisamente ao momento nos campos. 

Suponha agora que aumentemos a resistencia, de forma que a corrente diminui. A variagao no campo magnetico ira induzir um 
campo eletrico (Equagao 7. 19): 


E = 


Mo cl/ . 

S5t lns + ' r 


Esse campo exerce uma for£a sobre d=A: 


F — XI 

a + K 

z - A/ 

re>" ln6+ft -l 


[2n dt \ 


I2n dt J 


a dl . . , 



Figura 8.5 
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0 momenta total transmitido ao cabo, a medida que a corrente cai de I para 0, e, portanto, 

Pmec = J F dt = In (6/a) z, 
que e precisamente o momenta original mente armazenado nos campos. 


Problema 8.5 Considere urn capacitor de placas paralelas infinito, cuja placa inferior (em z = -d/2) tern densidade de carga -cr, e 
cuja placa superior (em z — +d/ 2) tern densidade de carga -Fa. 

(a) Determine todos os nove elementos do tensor das tensoes, na regiao entre as placas. Expresse sua resposta como uma matriz 

3x3: 

i T X x Txy Txz \ 

Ty X Tyy Ty Z 

V ^ zx Tzy Tzz / 

(b) Use a Equagao 8.22 para determinar a forga por unidade de area na placa superior. Compare com a Equagao 2.5 1 . 

(c) Qual e o momenta por unidade de area, por unidade de tempo que atravessa o piano xy (ou qualquer outro piano paralelo a esse, 
entre as placas)? 

(d) Nas placas, esse momenta e absorvido e elas recuam (a menos que haja alguma forga nao eletrica que as mantenha em posigao). 
Encontre a forga de recuo por unidade de area na placa superior e compare sua resposta com (b). [Observagao: essa nao e uma 
forga adicional , mas uma maneira alternativa de calcular a mesma forga — em (b) nos a obtivemos pela lei de forga, e em (d), pela 
conservagao do momenta.] 

Problema 8.6 Urn capacitor de placas paralelas carregado (com campo eletrico uniforme E = Ez) e colocado em urn campo 
magnetico uniforme B = Bx, como mostra a Figura 8.6. 3 

(a) Encontre o momenta eletromagnetico no espago entre as placas. 

(b) Agora, urn fio resistivo e conectado entre as duas placas, ao longo do eixo z> de forma que o capacitor e lentamente descarregado. 
A corrente atraves do fio sofrera uma forga magnetica; qual e o impulso total fornecido ao sistema durante a descarga? 

(c) Em vez de desligar o campo eletrico (como em (b)), suponha que diminuamos lentamente o campo magnetico. Isso ira induzir 
um campo eletrico de Faraday que, por sua vez, exerce uma forga sobre as placas. Qual e o impulso total entregue ao sistema? 



Figura 8.6 


8.2.4 Momento angular 

A esta altura, os campos eletromagneticos (que comcgaram como mediadores de for 9 as entre as cargas) adquiriram vida 
propria. Eles transportam energia (Equagao 8.13) 

u em = Ue 0 E 2 + -B 2 ), (8.32) 

2 V Mo J 


3. Veja F. S. Johnson, B. L. Cragin e R. R. Hodges, Am. J. Phys . 62, 33 (1994). O momento nos campos e cancelado pelo momento (mecanico) escondido 
na fonte do campo magnetico. Ver D. Babson, et al. Am. J. Phis. 77, 826 (2009). 
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e momento (Equa$ao 8.30) 

pern = M 0 e 0 S = e 0 (E x B), (8.33) 

e, alem disso, momento angular : 

■^em = r X pem = ^0 [r X (E X B)] . (8.34) 

Mesmo campos perfeitamente estaticos podem abrigar momento e momento angular desde que E x B nao seja nulo, e e 
somente quando essas contribuigoes de campo sao incluidas que as leis classicas de conservagao se aplicam. 


Exemplo 8.4 


Imagine um solenoide muito longo, de raio R , n voltas por unidade de comprimento e corrente L Coaxiais ao solenoide ha duas 
longas cascas cilfndricas de comprimento l — uma, dentro do solenoide e com raio a, tern carga +Q, distribuida uniformemente 
sobre a superficie; a outra ,/ora do solenoide e com raio b, tern carga -Q (veja a Figura 8.7; l deve ser muito maior que b). Quando 
a corrente no solenoide e gradualmente reduzida, os cilindros entram em rotagao, como descobrimos no Exemplo 7.8. Pergunta : de 
onde vein o momento angular? 4 

Solugao: ele estava inicialmente armazenado nos campos. Antes que a corrente fosse desligada, havia um campo eletrico, 


E - 


Q 


2neol s 


1 s(a < s < 6), 


na regiao entre os cilindros e um campo magnetico, 


B — pon!z(s < R), 


dentro do solenoide. A densidade de momento (Equagao 8.33) era, portanto, 


_ po nlQ 
pem ~ 


4 >, 


na regiao a < s < R. O componente 2 da densidade de momento angular era 


^em — r X pem — ~ 


po nlQ ^ 

"^r z 



I ♦ 

Figura 8.7 


4. Esta 6 uma variagao do ‘paradoxo do disco de Feynman’ (R. P. Feynman, R. B. Leighton e M. Sands, The Feynman Lectures , vol. 2, p. 17-5 (Reading, 
Mass.: Addison-Wesley, 1964) sugerida por F. L. Boos, Jr. (Am. J. Phys. 52, 756 (1984)). Um modelo semelhante foi proposto anteriormente por R. R 
Romer (Am. J. Phys. 34, 772 (1966)). Para outras referencias, veja T.-C. E. Ma, Am. J. Phys. 54, 949 (1986). 
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que, alias, e constante . Por simetria, a integral do componente radial da zero; para obter o momento angular total dos campos, 
simplesmente multiplicamos pelo volume, n(R 2 ~~ a 2 )l : 


L 


em 


-^HonIQ(R 2 - a 2 )z. 


(8.35) 


Quando a corrente e desligada, a varia 9 ao do campo magnetico induz um campo eletrico circunferencial, dado pela lei de Faraday: 


E = 


< 


1 dl R 2 2 


1 dl , 
“2 


(s > R), 


(s < R). 


Assim, o torque no cilindro externo e 


e ele adquire um momento angular 


N 6 = rx(-QE) = L 0 nQ/? 2 ^z, 

2 at 

L 6 = L, 0 nQR 2 if -jrdt = — h-ionlQR 2 z. 


Similarmente, o torque no cilindro interno e 


e o aumento no seu momento angular e 


N a = -\p>onQa 2 ^-z, 

2 at 

La = ^on/Qa 2 z. 


De forma que da tudo certo: L e m = L a + Lb. O momento angular perdido pelos campos e precisamente igual ao momento angular 
adquirido pelos cilindros e o momento angular total (campo mais materia) e conservado. 

A proposito, o caso angular e, em alguns aspectos, mais limpo do que seu analogo linear (Problema 8.6), porque nao ha momento 
angular ‘oculto’ para compensar o momento angular nos campos e os cilindros realmente giram quando o campo magnetico e desli- 
gado. Se um sistema localizado nao esta se movendo, seu momento linear total tern de ser zero, 5 mas nao ha teorema correspondente 
para o momento angular, e no Problema 8.12 voce vera um Undo exemplo no qual absolutamente nada esta se movendo — nem 
mesmo as correntes — e, no entanto, o momento angular nao e nulo. 


Problema 8.7 No Exemplo 8.4, suponha que, em vez de desligar o campo magnetico (reduzindo /), desliguemos o campo eletrico , 
conectando lima haste radial levemente condutora 6 entre os cilindros. (Teremos de fazer um corte no solenoide de forma que os 
cilindros ainda possam girar livremente.) A partir da forga magnetica da corrente na haste, determine o momento angular total 
fornecido aos cilindros, a medida que eles descarregam (eles agora estao rigidamente conectados, de forma que giram juntos). 
Compare o momento angular inicial armazenado nos campos (Equa£ao 8.35). (Observe que o mecanismo pelo qual o momento 
angular e transferido dos campos para os cilindros e totalmente diferente nos dois casos: no Exemplo 8.4 foi a lei de Faraday, mas 
aqui e a lei de for^a de Lorentz.) 

Problema 8.8 7 Imagine uma esfera de ferro de raio R que transporta uma carga Q e uma magnetiza^o uniforme M = M z. A 
esfera esta inicialmente em repouso. 

(a) Calcule o momento angular armazenado nos campos eletromagneticos. 

(b) Suponha que a esfera e gradualmente (e uniformemente) desmagnetizada (talvez aquecendo-a alem do ponto de Curie). Use a lei 
de Faraday para determinar o campo eletrico induzido, encontrar o torque que esse campo exerce sobre a esfera e calcular o momento 
angular total transmitido a esfera no curso da desmagnetiza^ao. 

(c) Suponha que em vez de desmagnetizar a esfera, nos a descarreguemos , conectando um fio de aterramento ao polo norte. Assuma 
que a corrente flui sobre a superficie de forma que a densidade de carga permanece uniforme. Use a lei de forga de Lorentz para 
determinar o torque na esfera e calcule o momento angular total transmitido a esfera durante a descarga. (O campo magnetico e 
descontinuo na superficie. . .isso importa?) [Resposta: | poMQR , 2 ] 


5. S. Coleman e J. H. van Vleck, Phys. Re v. 171, 1370 (1968). 

6. No Exemplo 8.4, desligamos a corrente lentamente para manter as coisas quase-estaticas; aqui reduzimos o campo eletrico lentamente para que a corrente 
de deslocamento se mantenha desprezivel. 

7. Esta versao do paradoxo do disco de Feynman foi proposta por N. L. Sharma (Am. J. Phys . 56, 420 (1988)); modelos semelhantes foram analisados por 
E. M. Pugh e G. E. Pugh, Am. J. Phys. 35, 153 (1967) e por R. H. Romer, Am. J. Phys. 35, 445 (1967). 
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Mais problemas do Capitulo 8 


Problema 8.9 s Um solenoide muito longo de raio a, com n voltas por unidade de comprimento, transporta uma corrente I s . Coaxial 
ao solenoide, com raio b > a, ha um anel circular de fio com resistencia R. Quando a corrente no solenoide (gradualmente) diminui, 
a corrente I r e induzida no anel. 

(a) Calcule J r , em termos de dl a /dt . 

(b) A potencia ( I*R ) fornecida ao anel tern de ter vindo do solenoide, Confirme isso calculando o vetor de Poynting imediatamente 
fora do solenoide (o campo eletrico e devido a variagao de fluxo no solenoide; o campo magnetico e devido a corrente no anel). 
Integre sobre a superficie toda do solenoide e verifique se voce resgata a potencia total correta. 

Problema 8.10 9 Uma esfera de raio R tern polarizagao uniforme P e magnetizagao uniforme M (nao necessariamente na mesma 
diregao). Encontre o momento eletromagnetico dessa configuragao. [Resposta: (4/9)7tmo# 3 (M x P)] 

Problema 8.11 10 Imagine o eletron como uma casca esferica uniformemente carregada, com carga e e raio R girando a velocidade 
angular u. 

(a) Calcule a energia total contida nos campos eletromagneticos. 

(b) Calcule o momento angular total contido nos campos. 

(c) Segundo a formula de Einstein ( E = me 2 ), a energia nos campos deve contribuir para a massa do eletron. Lorentz e outros 
especularam que toda a massa do eletron pode ser explicada da seguinte forma: U em — m e c 2 . Suponha, alem do mais, que o 
momento angular do spin do eletron e totalmente atribuido aos campos eletromagneticos: L em = h/ 2. Com esses dois pressupostos, 
determine o raio e a velocidade angular do eletron. Qual e seu produto uRl Esse modelo classico faz sentido? 

Problema 8.12 11 Suponha que voce tern uma carga eletrica q e e um monopolo magnetico q m . O campo da carga eletrica e 

F — 1 c h. h 

Hi 

47T60 

e claro, e o campo do monopolo magnetico e 

■o Mo Qm * 

& — — b. 

47T I 1 

Encontre o momento angular total armazenado nos campos, se as duas cargas estiverem separadas por uma distancia d. [Resposta: 
(mo/4tt )q e qm-] n 

Problema 8.13 Paul DeYoung, do Hope College, assinala que como os cilindros do Exemplo 8.4 sao deixados em rotagao (em 
velocidades angulares, digamos, c o a e cu*>), existe na realidade um campo magnetico residual e, portanto, momento angular nos 
campos, mesmo depois que a corrente no solenoide foi extinta. Se os cilindros forem pesados, essa corregao sera despreztvel, mas e 
interessante resolver o problema sem. esse pressuposto. 

(a) Calcule (em termos de u a e uj b ) o momento angular final nos campos. (Defina oj = o>z, entao c o a e oj b poderiam ser positivos ou 
negativos.) 

(b) Como os cilindros comegam a girar, seus campos magneticos variaveis induzem um campo eletrico azimutal extra que, por sua 
vez, da uma contribuigao adicional aos torques. Encontre o momento angular extra resultante e compare-o com seu resultado para 
(a). [Resposta: -po Q 2 u) b (b 2 - a 2 )/47r/z] 

Problema 8.14 13 Uma carga pontual q esta a uma distancia a > R do eixo de um solenoide infinito (de raio i?„ n voltas por unidade 
de comprimento e corrente /). Encontre o momento linear e o momento angular (sobre o centro) nos campos. (Coloque q no eixo 
x , com o solenoide ao longo de z\ trate o solenoide como nao condutor, de forma que voce nao precise se preocupar com cargas 
induzidas na sua superficie.) [Resposta: p em = ( poqnIR 2 /2a ) y; L em = 0] 


8. Para uma discussao abrangente, veja M. A. Heald, Am. J. Phys. 56, 540 (1988). 

9. Para uma discussao interessante e referencias, veja R. H. Romer, Am. J. Phys. 63, 111 (1995). 

10. Veja J. Higbie, Am. J. Phys. 56, 378 (1988). 

1 1. Este sistema e conhecido como dipolo de Thomson. Veja I. Adawi, Am. J. Phys. 44, 762 (1976) e Phys. Rev. D31, 3301 (1985), e K. R. Brownstein, 
Am. J. Phys. 57, 420 (1989), para discussoes e referencias. 

12. Observe que este resultado e independente da distancia de separagao d (!); ele aponta de q e em diregao a q m . Na mecanica quantica o momento angular 
e dado em multiplos semi-inteiros de h , de forma que este resultado sugere que se os monopolos magneticos ex i stem, as cargas eletricas e magneticas 
tern de ser quantizadas: poQeqm/^ir = nh/ 2, para n = 1,2,3,..., uma ideia proposta inicialmente por Dirac em 193 1 . Se um unico monopolo existir 
em algum lugar no universo, isso ‘explicaria’ por que as cargas eletricas vem em unidades discretas. 

13. Veja F. S. Johnson, B. L. Cragin e R. R. Hodges, Am. J. Phys. 62, 33 (1994), para uma discussao deste e outros problemas correlatos. 
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Problema 8.15 14 (a) Leve ate o fim o argumento da Se£ao 8.1.2, come^ando com a Equa^ao 8.6, mas usando J / no lugar de J. 
Mostre que o vetor de Poynting torna-se 

S = E x H, 

e a taxa de mudanga da densidade de energia no campo e 

due m _ 0D 3B 

~dT = E ' aF + H ' aT 


Para urn meio linear, mostre que 

«em = 7j(E • D + B • H). 

(b) Com o mesmo espirito, reproduza o argumento da Segao 8.2.2, come^ando com a Equagao 8.15, com pi e J i ern lugar de p e J. 
Nao se preocupe em montar o tensor das tensoes de Maxwell, mas mostre que a densidade de momento e 

p = D x B. 


14. Este problema foi sugerido por David Thouless, da Universidade de Washington. Consulte a Segao 4.4.3 para o sentido de ‘energia’, neste contexto. 




Capitulo 9 

Ondas eletromagneticas 


9.1 Ondas em uma dimensao 

9.1.1 A equa^ao de onda 

O que e uma ‘onda’? Nao creio que eu possa lhe dar uma resposta totalmente satisfatoria — o conceito e intrinsecimente 
urn tanto vago mas eis urn come 9 o: uma onda e urn disturbio de um meio continue que se propaga com uma forma fixa e 
em velocidade constante. Tenho imediatamente que acresccntar qualificadores- na presenca dp 'ihsr.tv'Sr, /a- - -a 
^ ^edida que se move; se o meio for dispersivo, frequencias diferentes v^arToTvelocidades^ferente^^i^uas 1 ou 
tres dtmensoes, a medida que a onda se espalha, sua amplitude diminui; e e claro que ondas estaciondrias nao se nronaeam 

( Figures, if™ ,Ud ° ISS ° ‘ “ m refinament0; vamos come « ar »» <*» staples: forma fixa. velocidade coLLe 

unia^emT -TTl" ta,ia um ob Jeto assim? Na figure desenhei a onda em dois momen.os diferentes 

d^pmaqua^^ 

f(z, t) representa o deslocamento da corda no ponto 2 , no tempo t. Dada a forma inicial da corda 0 ( 7 i - ft? t)\ n ,ni ' ’ 


/(M) = J(z - vt,0) = g(z - vt). 


(y.i) 


Essa expressao captura (matematicamente) a essentia do movimento da onda. Ela nos diz que a funcao f(z t) m,e 
poderm depender d e z e t de uma forma qualquer que fosse, de fato depende deles somente p„1 ? k - Q 

especial z - * Quando isso d verdade. a Jpfio /%.<) mpieij „Xid a * “ ZTSS* ™ 
velocidade v. Por exemplo, se A e 6 sao constantes (com as unidades adequadas). ? 


fi(z,t) - Ae hu . / 2 (C) t) = A sen[6(c — uf)], / 3 (c,f) = — 

b(z - vt) 2 + 1 

sao todas representatives de ondas (com formas diferentes, e claro), mas 

= Ae b ( bz + vt ) e f 5 (z,t) = Asen(bz)c,os(bvt) 3 

nao sao. 



Figura 9.1 
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Por que uma corda esticada sustenta urn movimento de onda? Na realidade isso decorre da segunda lei de Newton. Imagine 
unia corda muito longa, com tensao T. Se ela for deslocada do estado de equilfbrio, a forga transversal liquida no segmento 
entre z e z + Az (Figura 9.2) sera 

AF = T sen O' ~T sen 0, 


onde 9' 6 o angulo que a corda forma com a diregao z no ponto z + Az, eOeo angulo correspondente no ponto z. Desde que a 
distorgao da corda nao seja muito grande, esses angulos sao pequenos (a figura esta exagerada, e obvio), e podemos substituir 
o seno pela tangente: 


AF = T(tg9' -tgO) =T 


df 


dz 


z+Az 




Se a massa por unidade de comprimento e //.. a segunda lei de Newton diz que 


AF 


,. . d 2 f 

qI 2 ' 


e, portanto, 

dz 2 T dt 2 ' 

Evidentemente, pequenas perturbagoes na corda satisfazem 


= 

dz 2 v 2 dt 2 ’ 


onde v (que como logo veremos representa a velocidade de propagagao) e 


(9.2) 


v = 



(9.3) 


A Equagao 9.2 e conhecida como a equagao de onda (classica), porque admite como solugoes todas as fungoes da forma 

f(z,t) = g(z-vt) (9.4) 


(ou seja, todas as fungoes que dependem das variaveis zzt na combinagao especial u = z- vt), e acabamos de saber que tais 
fungoes representam ondas propagando-se na diregao c a velocidade v. Pois a Equagao 9.4 significa 

d f dg du _ dg df dg du dg 
dz du dz du ’ dt du dt V du ’ 

d 2 / = d f dg\ _ d 2 g du _ <Pg 
dz 2 dz \du ) du 2 dz du 2 ’ 

I = _ V <L f^l]= = v 2 tl 

dt 2 dt \ du ) du 2 dt du 2 ’ 

entao 

d/a 2 dz 2 v 2 dt 2 * ° 

Observe que g(u) pode ser qualquer fungao (diferenciavel). Se o disturbio se propaga sem alterar sua forma, ela satisfaz 
a equa 5 ao de onda. 



Figura 9.2 
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due podemos gerar uma outra else del^oT ° de "■ de foi ™ a 

f ( z , t) = h(z -f- vt). 

(9 5 ) 

Isso, e claro, representa uma onda propagando-se nn sentiHn ,u 
que tais solutes sejam permitidas. O que e talvez surpreendenl e que aTolucSo ' ' Certam , ente r3Zodvel (com bases ^>cas) 
de uma onda para a direita e de uma onda para a esquerda" 61116 " ^ 3 S ° 1U?3 ° Wa " geml para 3 de onda e a soma 


.f( z , t) = g(z - vt) + h(z + vt). 

lI7Se“^"for, S ° raa * qUa,Sqi,er d “ "**" '• " si ' <™ solufao.) Toda soloqao p l a ! 
equapo do o^iladordVua^u" «Z«e a “ fisica • S ' %> «* vibrando, a 

Z™ mec4n ' co - •*** *» ” %z ss r ::: 


ProbJema 9.1 Por diferencia ? ao 
e Jr, ndo a satisfazem. 


que se as fun?oes /i,/ 2 e /a do texto satisfazem a equa f ao de onda. Mostre que f 4 


Problema 9.2 Mostre que a onda estacionaria /';•> m — i /in ,. 

de urn, ood, viajando par, a esq.erd, . J, * « l * ' . soma 


para a direita (Equafao 9.6). 


9.1.2 Ondas senoidais 

(i) Terminologta. De .odas as formas possfveis de ondas, a senoidal 

f(z, t) = A cos[k(z - Vt) + J] 

e (por urn bom motivo) a mais conhecida. A Figura 9.3 most™ f ~ ' ^ ' 

positiva e representa o deslocamento maximo a partir do estado de eqSriol O^ 0 t=zQA6a am P litud e da onda (eJa e 
e ty e a constante de fase (obviamente voce pode somar aualm.er IT '• 3rgument0 do cosseno e chamado de fase 
usa-se urn valor no intervalo 0 < <5 < 2*). Observe que em z = vt - 1 ““ ***** /( *> * ); normaime "‘e 

Se d = 0, o maximo central passa pela origem no tempo t - n Lk " ula; chamemos isso & ‘maximo central’ 

cemra. (e portanto, a onda toda) e ‘atrasada’. FinaStele o * /k 6 3 pda ^ 0 --imo 

onda A pela equagao ’ umero de onda ; ele esta relacionado ao comprimento de 

a = £, 

pors quando a avanqa em 2,/*, „ eosseno exec™, „m ciclo complete. ' 

corda vibra sobiodo fdXXpLtX p™ c‘ "' 0C * ,,fc ^ porno fixo a. a 

T =~ 

kv ' (Q qt 



Figura 9.3 
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A frequencia v (niimero de oscila 9 oes por unidade de tempo) e 


1 kv v 
T = 27r = A’ 


(9.10) 


Para os nossos objetivos, uma unidade mais conveniente e a frequencia angular c o, assim chamada porque no caso analogo 
do movimento circular uniforme representa o niimero de radianos varridos por unidade de tempo: 


OJ = 27Ti^ = kv. 


(9.11) 


Normalmente e mais elegante escrever as ondas senoidais (Equa 9 ao 9.7) em termos de lo, do que v: 

f(z,t) = Acos(kz - tot + 5). (9.12) 

A oscila 9 ao senoidal de niimero de onda k e frequencia (angular) uj viajando para a esquerda seria expressa como 

f(z,t)-=Acos(kz + u>t-S). (9.13) 

0 sinal da constante de fase e escolhido por coerencia com nossa convenqao anterior de que 8 j k devena representar a 
distancia pela qual uma onda e ‘atrasada’ (ja que a onda agora esta se movendo para a esquerda, urn atraso significa uma 
mudan 9 a para a direita). Em t 0, a onda se parece com a Figura 9.4. Como o cosseno e uma fun 9 ao par, podemos tambem 
escrever a Equa 9 §o 9.13 assim: 

f(z,t) = Acos(-kz - uit + S). (9.14) 

A compara 9 ao com a Equa 9 ao 9.12 revela que, de fato, poderiamos simplesmente trocar o sinal de k para produzir uma 
onda com a mesma amplitude, constante de fase, frequencia e comprimento de onda, viajando na dire 9 ao oposta. 

(ii) Nota 9 ao complexa. Diante da formula de Euler, 


e* e = cos 8 + isen9, 


a onda senoidal (Equa 9 ao 9. 1 2) pode ser escrita 


(9.15) 


f(z,t) = Re[Ae i(kz ~ ut+s) }, 


(9.16) 


onde Re(£) denota a parte real do niimero complexo Isso nos convida a introduzir a fun^ao de onda complexa 

(9.17) 

com a amplitude complexa A = Ae‘ s absorvendo a constante de fase. A fun 9 ao de onda defato e a parte real de /: 

f(z,t) = Re[f(z,t)}. (9.18) 

Se / d conhecida, encontrar / e simples; a vantagem da nota 9 ao complexa e que exponenciais sao muito mais faceis de 
serem manipuladas do que senos e cossenos. 



Exemplo 9.1 

Suponha que voce quer combinar duas ondas senoidais: 

h - h + h = Re(/i) + Re(/ 2 ) - Re(/i + / 2 ) = R e(/ 3 ), 
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com /, _/ 1+ f 2 Voce simplesmente soma as fun 5 oes de onda complexes correspondentes e depois toma a parte real Alias se 
elas tern a mesma trequencia e niimero de onda p Alias ’ se 


h = Aie i(k *- Ut) + A 2 e i(kz -“ t) = A 3 e i(kz ~ ut) 


onde 


A 3 = 


M + i4 2 , ou + A^e 1 ' 62 ; 


evidentemente, voce simplesmente soma as amplitudes (complexas). Na onda combinada a frequencia e o 
continuam os mesmos, M c u 


(9.19) 

comprimento de onda 


voce 


Mz, t'j A 3 cos ( kz — cot -j“ (^3), 

r da Equajao 9.19 (Problema 9.3). 1 

vai se ver procurando identidades trigonometricas e atolando em algebra complicada. 


^ 6 53 3 Partir da Equa?ao 9 ’ 19 ( Problema 9-3). Tente fazer isso sent usar a nota 9 ao complexa ■ 


o fjn'i r COmbin , a? ° eS li " eare . S de °" daS senoidais * Embora a fun?ao senoidal 9. 17 seja urn formate de onda muito especial 
o fato e que qualquer onda pode ser expressa como uma combi na 9 ao linear de ondas senoidais: P 


/ OO 

A{k)e i( - kz -*) dk. 

-CO 


(9.20) 


negativos a fim de incluir ondas que 


Aqui lo e uma fun 9 ao de k (Equa^ao 9. 1 1 ), e permiti que k corresse atraves de valores 
se movem em ambos os sentidos. 1 

de daS C Tf r ‘" ,CiaiS flZ • 01 ' 0) • <’° de « P»r da ttoria de transformadas 

( J Ptoblema 9.32), mas os detalhes nao sao relevantes para o meu objetivo aqui. 0 que importa e ciue nualaner 

onda pode ser esenta Como uma combinaqiio linear de ondas senoidais e portanto, se voce sabe como as ondas^cnoidai' se 
3ST em pr '“ lpl0 C0m0 • con, P° r,a - A part.- de agora vamos limiter a nossa atengSo para ondas 


Problema 9.3 Use a Equa 9 ao 9.19 para determinar A 3 e S s em termos de A u A 2 , 8i e S 2 . 

Problema 9.4 Obtenha a Equa ? ao 9.20 diretamente da equa ? ao de onda, pela separatee das variaveis, 


9.1.3 Condi^oes de contorno: reflexao e transmissao 

com^ q^acontere a urnVonda quandiTel'a dre^a ^sua exi^dtedrT De°fato° ^ ^ “h° ““ de “ ™ 
eorda este ^ na eairemidade -! on seja, das ™ 

exemplo, que a coida esta simplesmente amarrada a uma segunda corda A tens™ Ten ^ c ^ 

por onidade de comprimento p presumivelmente ndo e, portent^as^elocidades^e onda s^^ifTrenlesflembre-se 1 
\JT / //). Dtgamos, por conventencia, que o no ocorre em 2 = 0. A onda incidente 


fi(z, t ) = Aie i{klZ ~ ut \ ( z < 0), 

chegando pela esquerda, faz surgir uma onda refletida 

fn(z,t) = A It e i <- k ' z - ut ), (z< 0), 

que viaja de volta pela corda 1 (dat 0 sinal negativo na frente de h), alem de uma onda transmits 

h{z,t) = Are 1 ^-^, (*>0), 


(9.21) 


(9.22) 


(9.23) 


que continua para a direita na corda 2. 

A onda incidente // (z,t) e uma oscila$ao senoidal que se estende (em princ(pio) desde 7- ^ Pnil p C „ f 
° ““> * /- * * <-,0 que es,n dUnna/d cl^X^ 

1 
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sistema estao oscilando a mesma frequencia w (uma frequencia determinada pela pessoa ern 2 = -00, que esta agitando a 
corda, para inicio de conversa). No entanto, como as velocidades das ondas sao diferentes nas duas cordas, os comprimentos 
de onda e numeros de onda tambem sao diferentes: 


Ai _ k 2 _ v\ 
A 2 ki v 2 ' 


(9.24) 


E claro que esta situa9ao e bastante artificial — e mais, com ondas incidentes e refletidas de extensao infinita viajando 
na mesma corda, ficara dificil para urn espectador diferencia-las. Talvez, entao, voce prefira considerar uma onda incidente 
de extensao finita — digamos, 0 pulso mostrado na Figure 9.5. Voce pode calcular os detalhes por si mesmo, se quiser (Pro- 
blema 9.5). 0 problema com esta abordagem e que nenhum pulso finito e verdadeiramente senoidal. As ondas da Figura 9.5 
podem parecer fun9oes senos, mas ndo sao: sao pedacinhos de senos unidos em uma fun9ao totalmente diferente (a saber, 
nula). Como quaisquer outras ondas, elas podem ser formadas como combinagdes lineares de verdadeiras fu^oes senoidais 
(Equa9ao 9.20), mas somente juntando-se toda uma gama de frequencias e comprimentos de onda. Se voce quiser uma unica 
frequencia incidente (como ira acontecer no caso eletromagnetico), tera de deixar suas ondas se estenderem ao infinito. Na 
pratica, se voce usar urn pulso niuito longo e com muitas oscila9oes, estara bem perto do ideal de uma frequencia unica. 

Para uma onda senoidal incidente, entao, 0 disturbio Ifquido da corda e: 

r 0 para 2 < 0, 

fM=\ _ (9.25) 

[ ATe l ( k2Z ~ ut \ paraz>0. 


Na jun9ao (z = 0), 0 deslocamento apenas ligeiramente a esquerda (z = 0“) tern de ser igual ao deslocamento ligeira- 
mente a direita (z - 0 + ), caso contrario haveria uma quebra entre as duas cordas. Matematicamente, f(z, t) e continua em 
z = 0: 

/(0-,t) = /(0 + ,t). (9.26) 

Se 0 no da emenda em si tiver massa desprezivel, entao a derivada de / tambem deve ser continua: 


d£ 

dz 


0- 



(9.27) 


Caso contrario haveria uma for9a liquida sobre 0 no e, portanto, uma acelera9ao infinita (Figura 9.6). Essas cond^oes de 
contorno aplicam-se diretamente a verdadeira fun9§o de onda f(z, t). Mas como a parte imaginaria de / difere da parte real 
somente na substitu^ao do cosseno pelo seno (Equa9ao 9.15), segue-se que a fun9ao de onda complexa f(z. t) obedece as 
mesmas regras: 


/(0-,i) = /(0+ f), 




(9.28) 


Quando aplicadas a Equa9ao 9.25, essas condi9oes de contorno determinam as amplitudes de saida (A R e A T ) em termos 
de uma entrada ( Aj ): 

Ai + Ar~ At, ki(Ai - Ar) = 


do que segue-se que 


Ar ~ 


( h~k 2 \ 
\ki + k>2 ) 


i/, 


At = 


2fci 

k\ + k 2 


At 


(9.29) 




(a) Pulso incidente 


(b) Pulsos refletido e transmitido 


Figura 9.5 
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(a) Rampa desconti'nua; 
foripa na emenda (ou junpao) 



sem fori?a na emenda (ou jumpao) 


Figura 9.6 


Ou, em termos das velocidades ( Bcjuacao 9.24): 


Ar = 


v 2 -Vi 


k V2 + V\ 

As verdadeiras amplitudes e fases, entao, sao relacionadas 


Aj, A? = 
por 


2v 2 


v 2 + Vi 


Ar- 


A R e lS « = 


V 2 -V 1 
v 2 + V\ 


) Aje iSl , A T e i&T = ( Are i5 ' 

/ \V2+V 1 J 


(9.30) 


(9.31) 


fj(sl = g 6rt as'amplkijdes^de saffo^er5o ^ < ^ ^ ^ ** " l} ’ 38 °" daS ter3 ° 


0 mesmo angulo de 


Ar = 


V 2 - v\ 

V 2 + Vi 


Ai, At = 


2vo 


v 2 + vi 


At 


W. Em S“s'” ““ “ Pr,meira ^ < ■ ^ ‘ ■ °" ds *“ *» * fa- P°r 180“ (,« 


(9.32) 

+ 7r = S T = 


cos 


i ( k x z -ut + 6i - 1 r) = - cos (-kiz -wt + 6j ), 

a onda refletida fica ‘de cabe?a para baixo’. As amplitudes nesse caso sao 


A I Vl ~ V 2 I , 

Ar = ( — ■ — I A/ e A r = 


v 2 + Vi 


2v 2 


A/. 


V 2 + V 1 /" 4 ' (9.33) 

que da no mesmo, se a primeira corda estiver 

Ar = Aj e At = 0. 

Naturalmente, nesse caso, ndo ha onda transmitida — toda ela reflete de volta. 


Particularmente, se a segunda corda tiver massa infinitamente grande — ou o 
simplesmente pregada na ponta — entao 


rroblema 9.5 Suponha que voce envia uma onda de formato esnecffico mt? - 9 , ™ 

*** + c,i) ’ e - ond * - «*>■ 


Problema 9.5 Suponha que voce envia uma onda de formato especifico q,(z 
e#r. 

Problema 9.6 

- C0n,0n, ° ad ' qUad “ P " -** » •* K» » — * Ou. c„, das sob resdo T unidas por 
rr“ ‘ " Pli '“ de ‘ * flS ' daS °" daS ' retoida I” « “» »* » uP ten, massa „ a a segrmd, cord, ,ao ,em 

set mei0 ,iscK ° <con ’° melato ' por eiempH - *- *■** - **. * 


^■^arra,ste = —y-J-Az. 

at 


(a) Deduza a equagao de onda modificada que descreve o 


movimento da corda. 
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( b) R_e s ° |va esta equa 9 ao, assumindo que a corda oscila na frequencia incidente uj. Ou seja, procure solutes na forma f(z, t) = 
e 'F(z). 

(c) Mostre que as ondas sao atenuadas (ou seja, sua amplitude diminui com o aumento de z). Encontre a distancia de penetracao 
caracteristica, na qua! a amplitude e 1/e do seu valor original em termos de 7 , T, // e cu. 

(d) Se uma onda de amplitude Aj, fase <5/ = 0 e frequencia w incide a partir da esquerda (corda 1), encontre a amplitude e a fase da 
onda refletida. 


9.1.4 Polariza^ao 

As ondas que viajam por uma corda quando voce a agita sao chamadas de transversals, porque o deslocamento e perpen- 
diculat a dire 9 ao de propaga 9 ao. Se a corda for razoavelmente elastica, e possfvel tambem estimular ondas de compressao, 
dando pequenos puxoes na corda. Ondas de compressao sao diffceis de se ver em uma corda, mas se voce tentar corn uma 
m°la maluca, elas sao bastante perceptfveis (Figura 9.7). Essas ondas sao chamadas de longitudinals, porque o deslocamento 
a partii do estado de equilfbrio ocorre ao longo da diregao de propaga 9 ao. As ondas sonoras, que nada mais sao do que ondas 
de compressao no ar, sao longitudinals; as ondas eletromagneticas, como veremos, sao transversals. 

Ora, existem, e claro, dims dimensoes perpendiculares a qualquer linha de propaga 9 ao dada. Da mesma forma, as ondas 
transversals ocorrem em dois estados diferentes de polariza 9 ao: voce pode agitar a corda para cirna e para baixo (polarizacao 
‘vertical’ — Figura 9.8a), 

i(M) =Ae^ kz -^x, (9.34) 

da esquerda para a direita (polariza 9 ao ‘horizontal’ — Figura 9.8b), 

Uz,t) = Ae i ^~^y, ( 9 . 35 ) 

ou ao longo de qualquer outra dire 9 ao do piano xy (Figura 9.8c): 

i(z,t) = ie* (fc2 ~ w< ) n. ( 9 . 36 ) 

0 vetor de polarizacao n define o piano de vibra 9 ao . 2 Como as ondas sao transversals, n e perpendicular a diregao de 
propagafao: 

n • z = 0. (9.37) 


Figura 9.7 




Figura 9.8 


2 . 


Observe que voce sempre pode trocar o sinal de n, desde que simultaneamente 
o sinal da onda. 


avance a constante de fase em 180°, ja que ambas as operates mudam 
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Em termos do angulo de polariza^ao 0, 


n = costfx + sen0y. 

Assim, a onda ilustrada na Figura 9.8c pode ser considerada uma superposi$ao de duas ondas 
talmente e a outra vertical mente: 


(9.38) 

— uma polarizada hotizon- 


f{z,t) = (A cos 6)e^ kz x + (Asen0)e i( ' kz ~ UJt '> ; 


(9.39) 


mitvw 9;8 A . EqUa f ° 936 de ' C, ' e 7 a onda em uma corda linearmente polarizada mais generalizada. Polariza ? ao linear- (ou 
p ana ) (assim chamada poique o deslocamento e paralelo a urn vetor fixo n) resulta da combi na ? ao de ondas horizontalmente e 

9^ (dtamts ^ - o /’ de (Equa ? a ° *39). Se os dois componentes sao de mesma amplitude, ms fora de fuse por 

yu vdigamos, 6 V - 0, 5 h = 90 ), o resultado e uma onda circularmente polarizada. Nesse caso: 

(a) Em urn ponto fixo z, . mostre que uma corda se move em c.'rculo em torno do eixo Seu movimento e no sentido hordrio ou 
anti-horano quando voce olha ao longo do eixo em d.re 9 ao a origem? Como voce criaria uma onda que circulasse no outro sentido^ 
( m otica, o caso horano e chamado de polanzagao circular a direita, e o anti-horario, de polariza ? ao circular a esquerda. ) 

(b) Desenhe a corda no tempo t = 0. 

(c) Como voce agitaria a corda a fim de produzir uma onda circularmente polarizada? 


9.2 Ondas eletromagneticas no vacuo 

9.2.1 A equa^ao de onda para E e B 

Em regtoes do espa$o onde nao ha carga ou corrente, as equa 9 oes de Maxwell dizem que 


(i) V-E = 0, (iii) V x E = — — — 

dt' 

(ii) V-B = 0, (iv) VxB^eo?. 

dt 


(9.40) 


Elas constituem um conjunto de equacoes diferenciais 
desacopladas aplicando-se o rotacional a (iii) e (iv): 


parctats acopladas, de primeira ordem para E e B. Elas podem 


ser 


Vx(VxE) = V(V-E)- V 2 E = Vx 

= -|(VxB).- M 0 e 0 g, 
Vx(VxB) =V(V-B)-V 2 B = Vx^ £0 |j 


q 

x E) = . 


Ou, como V-E = 0eV-B = 0, 


V“E — p 0 e o 


d 2 E 

dt 2 ’ 


v 2 b 


Mo cq 


d 2 B 
dt 2 ' 


Nos agoia temos equates separadas para E e B, mas elas sao de segunda ordem; 


(9.41) 


desacopla-las. * ' esse e 0 pre?0 t|ue voc6 P a S a por 

No vdcuo, entao, cada componente cartesiano de E e B satisfaz a equa^ao de onda tridimensional, 
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(Isto e o mesmo que a Equagao 9.2, exceto que d 2 f/dz 2 e substitufdo por sua generalizagao natural, V 2 /.) Portanto, 
as equates de Maxwell sugerem que o espago vazio comporta a propagagao de ondas eletromagneticas viajando a uma 
velocidade 

” = ^b = 3 ’ 00xl ° 8| " /s ' < 9 - 42 > 

o que e precisamente a velocidade da luz, c. A implicagao e estarrecedora: talvez a luz seja uma onda eletromagnetica. 3 E 
claro que essa conclusao nao surpreende ninguem hoje em dia, mas imagine que descoberta isso foi na epoca de Maxwell! 
Lembre-se de como e 0 e /i 0 entraram na teoria no infcio: eram constantes nas leis de Coulomb e Biot-Savart, respectivamente. 
Elas sao medidas em experimentos que incluem bolas de cortiga carregadas, baterias e fios — experimentos que nada tern a 
ver com luz. E no entanto, segundo a teoria de Maxwell, pode-se calcular c a partir desses dois numeros. Observe o papel 
crucial da contribuigao de Maxwell a lei de Ampere ( Mo e 0 5E /dt)\ sem ela, a equagao de onda nao surgiria e nao haveria 
teoria eletromagnetica da luz. 


9.2.2 Ondas planas monocromaticas 

Pelos motivos discutidos na Segao 9.1.2, podemos restringir nossa atengao as ondas senoidais de frequencia u. Como 
frequences diferentes no espectro visivel correspondem a cores diferentes, tais ondas sao chamadas de monocromaticas 
(Tabela 9. 1). Suponha, alem disso, que as ondas estao viajando na diregao z e que nao tern qualquer dependencia com x ou 
y, elas sao chamadas de ondas planas , 4 porque os campos sao uniformes sobre todos os pianos perpendiculares a diregao de 
propagagao (Figura 9.9). Estamos interessados, entao, em campos com a forma 


E(z, t) = E 0 e^ kz ~ ut \ B(z, t) = B 0 e^ kz - Ut \ 


(9.43) 


onde E 0 e B 0 sao as amplitudes (complexas) (os campos fisicos, e claro, sao as partes reais de E e B). 

Ora, as equagoes de onda para E e B (Equagao 9.41) foram deduzidas das equagoes de Maxwell. No entanto, enquanto 
todas as solugoes para as equagoes de Maxwell (no espago vazio) tern de obedecer a equagao de onda, o inverso nao e verdade; 
as equagoes de Maxwell impoem restrigoes extras sobre E 0 e B 0 . Particularmente, como V ■ E = 0 e V ■ B = 0, segue-se 5 ’ 
que 

{Eo)z = (Bo) z = 0. (9.44) 


Ou seja, as ondas eletromagneticas sao transversals: os campos eletrico e magnetico sao peipendiculares a diregao de 

propagagao. Alem disso, a Lei de Faraday, V x E = —dH/dt, estabelece uma rela^ao entre as amplitudes eletrica e 
magnetica, a saber: 

—k(Eo)y — uj(Bq) X: k(Eo) x =tu(Bo) y ^ (9.45) 


ou, de forma mais compacta: 


B 0 = (z X En 


UJ 


(9.46) 


Evidentemente, E e B estao emfase e sao mutuamente perpendiculares ; suas amplitudes (reais) relacionam-se por 


Bo — —Eq ~ ~Eq. 
uo c 


(9.47) 


A quarta equatjao de Maxwell, V x B — poeo(dE/dt ), nao resulta em uma condigao independente; ela simplesmente 
reproduz a Equagao 9.45. 


3. 

4. 

5. 


Como o proprio Maxwell disse, Dificilmente podemos evitar a inferencia de que a luz consiste de ondula^oes transversals do mesmo meio que e a causa 
dos fenomenos eletricos e magneticos.’ Veja Ivan Tolstoy James Clerk Maxwell, A Biography (Chicago: University of Chicago Press 1983) 

Para uma chscussao sobre ondas .esfericas neste mvel, veja J. R. Reitz, F. J. Milford e R. W. Christy, Foundations of Electromagnetic Theory, 3 ed., Secao 

i MA ‘ Addlson ' Wesle y’ 1979 ^ 0u resoIva 0 Problema 9.33. E claro que em regioes pequenas o suficiente qualquer onda e essencialmente 

plana, desde que o comprimento de onda seja muito menor do que o raio de curvatura da frente da onda. 

Como a parte real de E difere da parte imaginaria somente na substituigao do seno pelo cosseno, se o primeiro obedecer as equacoes de Maxwell o 
mesmo ocorrera com o segundo e, portanto, E tambem obedece. 
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Tabela 9.1 


Espectro eletromagnetico 

Frequencia (Hz) 

Tipo 

Comprimento de onda (m) 

10 22 


io- 33 

10 21 

raios gama 

10 -12 

10 20 


IO- 33 

10 19 


IQ - 10 

10 18 

raios x 

10“ 9 

10 17 


10 -8 

10 16 

ultravioleta 

10- 7 

10 15 

visivel 

10- 6 

10 34 

infravermelho 

10“ 5 

10 13 


10" 4 

10 12 


10" 3 

10 11 


IO" 2 

10 10 

micro-ondas 

10- 3 

10 9 


1 

10 8 

TV, FM 

10 

10 7 


10 2 

10 6 

AM 

10 3 

10 5 


10 4 

10 4 

RF 

10 5 

10 3 


10 6 


Espectro visivel 


Frequencia (Hz) 

Cor 

Comprimento de onda (m) 

1,0 x 10 15 

ultravioleta proximo 

3,0 x IO -7 

7,5 x 10 34 

azul mais curto visivel 

4,0 x 10- 7 

6, 5 x 10 14 

azul 

4,6 x IO" 7 

5,6x 10 14 

verde 

5,4 x 10 -7 

5,1 x 10 34 

amarelo 

5,9 x 10 -7 

4,9x 10 34 

laranja 

6, 1 x 10 -7 

3,9x 10 14 

vermelho mais longo visivel 

7,6 x HT 7 

3,0 x 10 14 

infravermelho proximo 

1,0 x IO" 6 



Figura 9.9 


Exemplo 9.2 

Se E aponta na diregao x , entao B aponta na dire^ao y (Equa^ao 9.46): 

E(z, t) = E 0 e i(fcz -“^x, B(z, t) = ±E 0 e i(fe2 - wt) y, 
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ou (tomando a parte real) 

(9.48) 

Este e o paradigma para uma onda plana monocromatica (veja a Figura 9. 10). A onda, como um todo, e dita polarizada na diregao x 
(por convengao, usamos a diregao de E para especificar a polarizagao de uma onda eletromagnetica). 


E { 
y 

Figura 9.10 


Nao ha nada especial na diregao z e claro — podemos facilmente generalizar para ondas monocromaticas viajando em uma 
diregao arbitraria. A notagao e facilitada pela introdugao do vetor de propagagao (ou de onda), k, que aponta na diregao da 
propagagao e cuja magnitude e o niimero de onda k. 0 produto escalar k*r e a generaliza?ao apropriada para kz (Figura 9.11), 
portanto, 

(9.49) 

onde neo vetor de polariza^ao. Como E e transversal, 

n • k = 0. (9.50) 

(A transversalidade de B decorre automaticamente da Equagao 9.49.) Os verdadeiros (reais) campos magneticos de uma 
onda plana monocromatica com vetor de propagagao k e polarizagao n sao 

E(r, t) = E 0 cos (k ■ r - cut + S) n, (9.5 1 ) 

B(r, t) = \ cos (k ■ r - ut + <5)(k x n). (9.52) 

k 


kr 


Figura 9.11 


Problema 9.9 Escreva os campos eletrico e magnetico (reais) para uma onda plana monocromatica Eq, de frequencia w, e angulo de 
fase zero que estejam (a) viajando no sentido de x negativo e polarizados na diregao z\ (b) viajando a partir da origem para o ponto 
(1, 1, 1), com polarizagao paralela ao piano xz. Em cada caso, desenhe a onda e de os componentes cartesianos explicitos de k e n. 
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9.2.3 Energia e momento em ondas eletromagneticas 

Segundo a Equa^ao 8. 13, a energia por unidade de volume armazenada nos campos eletromagneticos e 

” = K £oB2+ « b2 )- <9 - 53) 

No caso de uma onda plana monocromatica (Equa?ao 9.48) 

B 2 = ^E 2 = woE 2 , (9.54) 

de forma que as contribuigdes eletrica e magnetica sao iguais : 

u = e 0 E 2 = e 0 Bo cos 2 ( kz - uit + S). (9.55) 

A medida que a onda viaja, leva essa energia consigo. A densidade de fluxo de energia (energia por unidade de area, por 
unidade de tempo) transportada pelos campos e dada pelo vetor de Poynting (Equacao 8.10): 

S = TT^ x (9.56) 

Mo 

Para as ondas planas monocromaticas propagando-se na diregao z, 

S = C€qEq cos 2 (kz — ut + S) z = cu z. (9.57) 

Observe que S e a densidade de energia (u) multiplicada pela velocidade das ondas (cz) — como deveria ser. Pois em 
urn tempo At, um comprimento cAt passa pela area A (Figura 9.12), transportando consigo uma energia uAcAt. Portanto, 
a energia por unidade de tempo, por unidade de area, e uc. 

Os campos eletromagneticos nao so transportam energia, como tambem momento. De fato, constatamos na Equa?ao 8.30 
que a densidade de momento armazenada nos campos e 


Para as ondas planas monocromaticas, entao, 



(9.58) 


p = -€oEq cos 2 (kz -Lot + 6) z = -u z. 
C c 


(9.59) 


No caso da luz, o comprimento de onda e tao pequeno (~5x 10“ 7 m) e o penodo tao curto (~ 10^ 15 s), que qualquer 
medida macroscopica ira abranger varios ciclos. Tipicamente, portanto, nao estamos interessados no termo instavel de cosseno 
ao quadrado das densidades de momento e energia; queremos apenas o valor medio. Ora, a media do cosseno ao quadrado 
sobre um ciclo completo 6 e portanto, 


(u) = ^e 0 El, 


(9.60) 



6. Ha um truque inteligente para fazer isso de cabe 9 a: sen 2 6 + cos 2 9 = 1, e sobre um ciclo completo a media de sen 2 6 e igual a media de cos 2 9 
portanto (serr) = (cos 2 ) = 1/2. Mais formalmente, 


cos 2 (kz - 2tt t/T + 8) clt = 1 /2. 
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(S) = ^ce 0 E%z, 
(p) = Yc e ° E o 2 - 


(9.61) 

(9.62) 


Uso colchetes, ( ), para denotar a media (temporal) de um ciclo completo (ou varios ciclos, se preferir). A potencia media 
por unidade de area transportada por uma onda eletromagnetica e chamada de intensidade: 


I=(S)= [ -ce 0 E 2 Q . 


(9.63) 


Quando a luz incide sobre um meio absorvedor perfeito, ela transmite seu momento a superficie. Em um tempo At a 
transference de momento e (Figura 9.12) Ap = (p)AcAt, de forma que a pressao de radia^ao (forija media por unidade 
de area) e 


P=-^l 
A At 




(9.64) 


(Em um refletor perfeito a pressao e o dobro porque o momento troca de sentido em vez de ser simplesmente absorvido.) 
Podemos explicar qualitativamente essa pressao, como se segue: o campo eletrico (Equa§ao 9.48) desloca cargas na dire£ao 
x, e o campo magnetico entao exerce sobre elas uma forga (qv x B) na dire§ao z, A for§a liquida sobre todas as cargas na 
superficie produz a pressao. 


Problema 9.10 A intensidade da luz do Sol ao atingir a Terra e de aproximadamente 1.300 W/m 2 . Se a luz do Sol atingir um 
absorvedor perfeito, que pressao ira exercer? E sobre um refletor perfeito? A que fra^ao da pressao atmosferica isso equivale? 

Problema 9.11 Em nota^ao complexa ha um dispositivo engenhoso para descobrir a media temporal de um produto. Suponha que 
/(r,i) - Acos(k • r - oot + tf a ) e ^( r ^) = B cos (k ■ r - cot + 5b). Mostre que (fg) - (1/2)R e(fg*), onde o asterisco denota 
o conjugado complexo. [Observe que isto so funciona se as duas ondas tiverem os mesmos k e cc, mas nao precisam ter a mesma 
amplitude ou fase.] Por exemplo, 

(u) — ^Re(e 0 E • E* + — B • B*) e (S) = x B*). 

4 (i o 2fj,o 

Problema 9.12 Encontre todos os elementos do tensor das tensoes das Maxwell para uma onda plana monocromatica viajando na 
dire^ao z e linearmente polarizada na dire^ao x (Equa^o 9.48). A sua resposta faz sentido? (Lembre-se de que — ¥ representa a 
densidade de fluxo de momento.) Como a densidade de fluxo de momento se relaciona com a densidade de energia neste caso? 


9.3 Ondas eletromagneticas na materia 

9.3.1 Propaga^ao em meio linear 

Dentro da materia, mas em regioes onde nao ha carga livre ou corrente livre, as equates de Maxwell tornam-se 

(i) V • D = 0, (iii) V x E = 


Se o meio e linear, 


dt 

(ii) V • B = 0, (iv) VxH=®, 


D = eE, H = ?B, 
A* 


(9.65) 


(9.66) 


e homogeneo (de forma que e e p nao variam de um ponto a outro), as equa55es de Maxwell reduzem-se a 

<9B ^ 

(i) V • E = 0, (iii) V x E = 


dt ’ 

(ii) V • B = 0, (iv) VxB^e— , } 


(9.67) 
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que (extraordinariamente) diferem das analogas para o vacuo (Equagao 9.40) somente na substituigao de //, 0 e 0 por fit 1 Evi- 
dentemente, as ondas eletromagneticas propagam-se atraves de urn meio homogeneo e linear a uma velocidade 


_ 1 c 

V^M n ’ 


onde 



e o l'ndice de refragao do material. Para a maior parte dos materiais, fi e muito proximo de /i 0 , de forma que 


(9.68) 

(9.69) 


n = (9.70) 

onde e r e a constante dieletnca (Equagao 4.34). Como e r e quase sempre maior que 1, a luz viaja mais lentamente atraves da 
materia — urn fato bem conhecido da otica. 

Todos os nossos resultados anteriores se aplicam com a simples transcrigao e 0 e, /a 0 -4 /; e, portanto, c -> v (veia o 
Problema 8.15). A densidade de energia 6 7 8 

U = \ + Ji B2 ) ’ (9-71) 

eo vetor de Poyntinge 

S = -( ExB )- (9.72) 

Paia ondas planas monocromaticas, a frequencia e o numero de onda estao relacionados a w — kv (Equagao 9.1 1) a 
amplitude de Bel fv multiplicado pela amplitude de E (Equagao 9.47), e a intensidade e 


A pergunta interessante e esta: o que acontece quando a onda passa de urn meio transparente para outro — do ar para a 
agua, digamos, ou do vidro para o plastico? Como no caso das ondas em uma corda, esperamos obter uma onda refletida e 

uma onda transmitida. Os detalhes dependem da natureza exata das condigoes de contorno da eletrodinamica que deduzimos 
no Capitulo 7 (Equagao 7.64): 

(i) ziEi = e 2 £ 2 \ (iii) e“ = El 

(ii) = b£, (iv) — B} = — b|. 

Mi M2 

Essas equagdes relacionam os campos eletricos e magneticos logo a esquerda e logo a direita da interface entre dois meios 
ineares. Nas proximas segoes vamos usa-las para deduzir as leis que regem a reflexao e a refragao das ondas eletromagneticas. 



9.3.2 Reflexao e transmissao para incidencia normal 

Suponha que o piano xy forma o contorno entre dois meios lineares. Uma onda plana de frequencia w , viajando na diregao 
z e polai izada na diregao x aproxima-se da interface a partir da esquerda (Figura 9.13): 

E/(2i,t) = £b / e < ( fcl *-" t >x ) 

Bi(z,t) = —Eore^ 1 *-^ y. 

Vi 

Ela produz uma onda refletida 

En(z,t) = E 0R e i ^ z -^x, 

B R {z,t) = E 0R e i( -- klz - ut H, 

V\ 




7. Esta observa 5 ao e maternal, camente bastante trivial, mas as implica 9 6es ffsicas sao sutprcendemes: a medida que a onda atravessa os campos ativamente 
polanzam e magnetizam todas as moleculas e os dipolos (oscilantes) resultantes, criam seus proprios campos eletricos e magneticos Estes^ombinam se 
com os campos ongmats de tal forma que se cna uma unica onda com a mesma frequencia, mas velocidade diferente. Essa conspirarao extraordinaria e 

^ do meio. „ ma di S c Ssa o 

8. Consulte a Segao 4.4.3 para o signijicado preciso de ‘densidade de energia’ no contexto de meios lineares. 
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y 


Figura 9.13 


que viaja de volta para a esquerda no meio (1), e uma onda transmitida 


E T (z,t) = E 0T e i{k2Z ~ ut) x, 
B T (z,t) = -E 0T e i{k2Z -“ t) y, 


que continua para a direita no meio (2). Observe o sinal negativo em como requer a Equa 9 ao 9.49 — ou, se voce preferir, 
pelo fato de que o vetor de Poynting aponta na diregao de propaga 9 ao. 

Em z = 0, os campos combinados na esquerda, E/ + e B/ + B fl , devem juntar-se aos campos na direita, E T e B T , 
de acordo com as cond^oes de contorno 9.74. Nesse caso nao ha componentes perpendiculares a superffcie, de forma que (i) 
e (ii) sao triviais. No entanto, (iii) requer que 

Eq, + Eo r = Eq t) (9.78) 


enquanto (iv) diz que 


- (~Eo, - ~E 0r ) = — (~E 0t ) , 

Ml \Vl «1 ) M2 \V2 


Eot ~ Eq r = (3Eq t , 


M l^i _ Mi»2 
M2W2 M 2 «l ’ 


As equa 9 oes 9.78 e 9.80 sao facilmente resolvidas para as amplitudes de safda, em termos da amplitude incidente: 


En c = 


E(\,, Ecim = 


l+p) E ° 1 ' 


Esses resultados sao visivelmente semelhantes aos de ondas em uma corda. De fato, se as permissividades m forem tao 
proximas dos seus valores no vacuo (como, lembre-se, elas sao para a maior parte dos meios), entao /? - vi/v 2 , e temos 


V2 ~ Vl 
V 2 + V\ 


Eq, , Eq t - 


2v 2 

V 2 + Vi 


que sao identicas as Equa 9 oes 9.30. Nesse caso, como antes, a onda refletida esta emfase (virado para cima) se v 2 > Vi e 
fora de fase (de cabe 9 a para baixo) se v 2 < Vi ; as amplitudes reais relacionam-se por 


V 2 ~ Vi 
l>2 + Vi 


Eq, , Eq t = 


V 2 + Wl 


ou, em termos de indices de refra 9 ao, 


n 1 - n 2 
n 1 + n 2 


Eq 1 1 Eq t 


2n\ 

n 1 + n 2 
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mddta | poSade d” e tojf dCn ' e ' ‘ ** ^ ' lra " smi,ida? S ^° a &!"**> 9 . 73 , 


a intensidade (potencia 


I = 


Se (novamente) /«, - M 2 - Mo, entao a relagao entre a intensidade refletida e a intensidade incidente , 


h 


E< 


Or 


E( 


'0/ 


^1 — ri2 

n i + ^2 


enquanto a relagao entre a intensidade transmitida e a intensidade incidente e 

4 nw2 


= &2V2 ( E 0t 


I i eivi I E { 


■'0/ 


(«i + n 2 ) 2 ' 


( 9 . 86 ) 


(9.87) 




R + T = l, 


( 9 . 88 ) 


fl™ “(T T To? r rgi “ - 4 d 7’ rcqi,er - POr eserapl0 ' <l " and0 a P«* * ar (n, = 1) para o vidro („ 2 = 1 5) 
t 0, 04 e T - 0, 96. Nao surpreende que a maior parte da luz seja transmitida. ^ ’ 


Problems 9.13 Calorie os coebcientes exatos de reflexao de transmissao. sem assume que rtt = /t2 = po. Continue que ii-t- T - 1 
ondas rrausmirida e refledd. sej.m ‘ ’ ““ "" * ^ “«» <H* « vetoes de polaii^So das 


n T - cos 9tx + sen 0 T y, n n = cos 0 R x + sen 0 R y , 
e prove a parti r das cond^oes de contorno que 0t = 0/? = 0J 


9.3.3 Reflexao e transmissao para incidencia obliqua 


Na segao anterior abordei a reflexao e a transmissao para incidencia normal — ou seia ainndn n onrin u 

“ Z1&&^^ 9 0 ^t’£oT ^ in f “ ° bUqm ' “ q “ al “ ™ d ‘ a — 
o W!qu , c „ m ,, i o, mas j : 0 r„r r b cial da “ 

um pouco complicada. P e ac l ueciment0 poique a algebra agora vai ficar 

Suponha, entao, que Lima onda plana monocromatica 


E/(r, t) = Eo /C i(k/T-«-t) f B;( r , {) = ~(k 7 x E, 


( 9 . 89 ) 



Figura 9.14 
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aproxima-se vindo da esquerda fazendo surgir uma onda refletida 

E*(r, t) = E 0R e^ kR ' r_wt \ Bft(r, t) = -(k* x E«), (9.90) 

Vi 

e uma onda transmitida 

Er(r,i) = E 0T e^- r -^, B r (r ,t) = ^(k T x E T ). (9.91) 

As tres ondas tem a mesma frequencia lo — que e determinada definitivamente na origem (a lanterna ou seja la o que for 
que produza o raio incidente). Os tres numeros de onda sao relacionados pela Equagao 9.1 1: 

kjv i = k R v i = krV 2 = w, ou kj = k R = —kr = — kr ■ (9.92) 

Vi 77,2 

Os campos combinados no meio (1), E/ + E fl e B; + B fl , devem agora ser unidos aos campos E T e B T no meio (2), 
usando-se as condi^oes de contorno 9.74. Todos eles partilham da estrutura generica 

( )e i ( krr-wt ) + ( )e i(kR ' r " wt) = ( ) e i ( k T «'-u;t) ) em z = 0 . (9.93) 

Preencherei os parenteses dentro de instantes; por enquanto, o importante e observar que a dependencia em x, y e t esta 
confinada aos expoentes. Como as condigoes de contorno tem de ser validas para todos os pontos do piano e em todos os 
tempos, esses fatores exponenciais tem de ser iguais (quando z = 0). Caso contrario, uma leve mudan 5 a em x, por exemplo, 
destruiria a igualdade (veja o Problema 9.15). E claro que os fatores de tempo ja sao iguais (inclusive voce pode considerar 
isso uma confirmaijao independente de que as frequencias transmitida e refletida tem de combinar com a frequencia incidente). 
Quanto aos termos espaciais, evidentemente 

k/ • r = kfi • r = kr • r, quando z = 0, (9.94) 


ou, mais explicitamente, 

x{ki) x + y{ki) v = x(k R ) x + y{k R ) y = x(k T ) x + y(k T ) y , (9.95) 

para todo x e todo y. 

Mas a Equa^ao 9.95 so e valida se os componentes forem separadamente iguais, pois se ,r = 0, teremos 

(ki) y = (k R )y = (hr)y, (9.96) 

enquanto y = 0 resulta em 

(fc/)* - (Mx = (hr)*. (9.97) 

Podemos muito bem orientar nossos eixos de forma que k; esteja no piano xz (isto e, (ki) y = 0); conforme a Equa- 
9 ao 9.96, o mesmo vale para k R e kj. Conclusao: 

Prlmeira lei: os vetores de ondas incidente, refletida e transmitida formam um piano (chamado piano de inci- 
dencia), que tambem inclui a normal a superffcie (aqui, o eixo z). 

Enquanto isso, a Equa^ao 9.97 implica que 

krsenOi — k R sen0 R = kxsenOx, (9.98) 


onde 0i 6 o angulo de incidencia, Or to angulo de reflexao e Or angulo de transmissao, mais conhecido como angulo de 
refra^ao, todos eles medidos com relagao a normal (Figura 9.14). Diante da Equa^ao 9.92, entao, 

Segunda lei: o angulo de incidencia e igual ao angulo de reflexao, 


0i — Or- 

Esta e a lei da reflexao. 

Quanto ao angulo de transmissao, 

Terceira lei: 

sen 0t _ n i 
sen 0j n ,2 


(9.99) 


(9.100) 


Esta e a lei da refragao, ou lei de Snell. 
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Estas sao as tres leis fundamentais da otica geometrica. E extraordinario de quao pouca eletrodinamica de fato as compoe: 
ainda tetnos de abordar as condi?oes de contorno espetificas — usamos apenas a sua forma generica (Equagao 9.93). Portanto, 
quaisquer outras ondas (ondas na agua, por exemplo, ou ondas sonoras) devem obedecer as mesmas leis ‘oticas’ quando 
passam de um meio para outro. 

Agora que cuidamos dos fatores exponenciais — eles se cancelam, dada a Equagao 9.94 — as condi§oes de contorno 9.74 
tornam-se: 

(i) ei(Eof +Eo r ) 2 = e 2 (E 0T ), 

(ii) (B 0/ + B 0r ) z = (B 0t ) z 

(iii) (Eo / + Eo R )a;,y — (Eo T )x,y 

1 ~ 1 ~ 

(i y ) (Bojr +Bo R )a;,y “ - (Bo T )x,y 
Pi P‘2 

onde Bq = (l/v)k x Eo em cada caso. (As ultimas duas representam pares de equa 9 oes, uma para o componente x e outra 
para o componente y.) 

Suponha que a polarizagao da onda incidente seja paralela ao piano de incidencia (o piano x z da Figura 9.15); segue-se 
(veja o Problema 9.14) que as ondas refletida e transmitida sao tambern polarizadas nesse piano. (Vou deixar que voce mesmo 
analise o caso da polariza 9 ao perpendicular ao piano de incidencia; veja o Problema 9. 16.) Entao (i) fica assim 



ei(-E 0l sen 0/ + E 0r sen 9 R ) = e 2 (-Eo T sen 0 T )\ 

(9.102) 

(ii) nada acrescenta (0 = 0), ja que os campos magneticos nao tern componentes z\ (iii) torna-se 



Eoj cos#/ + Eo r cos Or — E 0t cos 

(9.103) 

e (iv) diz que 

-^-(E 0i -E 0r ) = — e 0t . 

ViVi V 2 V 2 

(9.104) 

Dadas as leis de reflexao e refra 9 ao, as equa 9 oes 9.102 e 9.104 se reduzem a 



Eo, - Eq r = PEq t , 

(9.105) 

onde (como antes) 

^ _ M m 2 

~~ p 2 v 2 p 2 n 1 ’ 

(9.106) 

e a Equa 9 ao 9.103 diz que 

1* 

+ 

s* 

S3 

II 

Q 

(9.107) 

onde 

cos 6t 

a~ 

COS 01 

(9.108) 




Figura 9.15 
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Resolvendo as equates 9.105 e 9.107 para as amplitudes refletida e transmitida obtemos 


Eo r - 


a - (3 

ot + P 


Eo n 


Eqt 



(9.109) 


Essas equaqoes sao conhecidas como equates de Fresnel, para o caso de polarizaqao no piano de incidencia. (Ha duas 
outras equaqoes de Fresnel que dao as amplitudes refletida e transmitida quando a polarizaqao e perpendicular ao piano de 
incidencia — veja o Problema 9.16.) Observe que a onda transmitida esta sempre em fase com a onda incidente; a onda 
refletida esta ou em fase ( Virada para cima’), se a > 8, ou 180° fora de fase (‘de cabeqa para baixo’), se a < p. 9 

A amplitude das ondas transmitida e refletida depende do angulo de incidencia, porque a e uma funqao de 6j: 

v/1 ~ sen 2 Ot _ \/l - [(ni/n 2 )senflj] 2 
a cos 9 1 cos 9 1 

No caso de incidencia normal (9j = 0), a = 1, e reencontramos a Equaqao 9.82. No caso de incidencia rasante ( 9j = 90°), 
a diverge e a onda e totalmente refletida (urn fato que 6 dolorosamente conhecido por qualquer urn que ja tenha dirigido a 
noite em uma estrada molhada). Curiosamente, existe um angulo intermediario, 9b (chamado angulo de Brewster), no qual 
a onda refletida se extingue completamente. 10 Segundo a Equacao 9. 1 09, isso ocorre quando a = ft, ou 


sen 2 9 b 


1-/3 2 

(ni/n 2 ) 2 - P 2 ' 


(9.111) 


Para o caso tfpico pi = p, 2 , entao P = n 2 /ni, sen 2 0 B = P 2 /(l + P 2 ), e, portanto, 

tg 6b*—. (9.112) 

n i 

A Figura 9.16 mostra o grafico das amplitudes transmitida e refletida, como funqoes de 9j, para luz incidente em vidro 
(n 2 = 1, 5) a partir do ar (m = 1). (No grafico, um numero negativo indica que a onda esta 180° fora de fase com o raio 
incidente — a amplitude em si e o valor absoluto.) 

A potencia por unidade de area que atinge a interface e S • z. Portanto, a intensidade incidente e 

1 1 = cos (9-1 13) 

enquanto as intensidades refletida e transmitida sao 

Ir = ^€iViEq r cos 9r e It - -e 2 u 2 Eo T cos 9 t- (9.1 14) 



9. Existe uma ambiguidade inevitavel na fase da onda refletida, ja que (como mencionei na nota de rodape 2) mudar o sinal do vetor de polarizagao e 
equivalente a uma mudanga de fase de 180°. A convengao que adotei na Figura 9,15, com E# positivo ‘para cima’, e coerente com alguns, mas nao 
com todos os textos padrao em otica. 

10. Como as ondas polarizadas perpendicularmente ao piano de incidencia nao exibem supressao correspondente do componente refletido, um raio arbitrario 
incidente no angulo de Brewster gera um raio refletido que e totalmente polarizado paraielamente a interface. E por isso que os vidros Polaroid, com 
eixo de transmissao vertical, ajudam a reduzir o brilho de uma superficie horizontal. 
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(Os cossenos estao at porque estou falando sobre a potencia media por unidade de area da interface, e a interface esta em 
angulo com a frente da onda.) Os coeficientes de reflexao e transmissao para ondas polarizadas paralelamente ao piano de 
incidencia sao 



Eo, ) + P ) 


(9.115) 


T h _ C2V2 f Eot\ 2 cos 0T = n ( 2 

7/ eiVi\E 0l ) cos di \a + P 


(9.116) 


Eles estao tragados como fungoes do angulo de incidencia na Figura 9.17 (para a interface ar/vidro). Re a fragao da 
energia incidente que e refletida — naturalmente ela tende a zero no angulo de Brewster; Tea fragao transmitida — ela tende 
a 1 em 0 B . Observe que R + T = 1 , como requer a conservagao de energia: a energia por unidade de tempo que chega a uma 
determinada porgao da area da superficie e igual a energia por unidade de tempo que deixa essa porgao de area. 



Figura 9.17 


Problema 9.15 Suponha que Ae mx + Be lbx — Ce tcx , para algumas constantes nao nulas A, B, C, a, 6, c, e para todo x, Prove que 
a — 6 = c e A f B = C. 


Problema 9.16 Analise o caso de polarizagao perpendicular ao piano de incidencia (isto e, campos eletricos na dire^ao y , na 
Figura 9.15). Imponha as conduces de contorno 9.101, e obtenha as equa 9 oes de Fresnel para Eo R e Eo T . Desenhe (Eq r /Eqj) 
e (Eq t /Eqj) como tungoes de 9 i , para o caso /3 = na/ni - 1, 5. (Observe que para esse /3 a onda refletida esta sempre 180° 
fora de fase.) Mostre que nao ha angulo de Brewster para qualquer m e ri2\ Eo R nunca e nulo (a rnenos, e claro, que n i — ri2 e 
p tl = ^ 2 , pois nesse caso os dois meios sao oticamente indistinguiveis). Confirme que as suas equates de Fresnel se reduzem as 
formas apropriadas para incidencia normal. Calcule os coeficientes de reflexao e transmissao e certifique-se de que sua soma e 1 . 

Problema 9.17 0 fndice de refragao do diamante e 2,42. Construa urn grafico analogo ao da Figura 9. 16 para a interface ar/diamante. 
(Assuma que pi - p 2 = po.) Sobretudo, calcule (a) as amplitudes para incidencia normal, (b) o angulo de Brewster e (c) o angulo 
‘onde as curvas se cruzam’, no qual as amplitudes refletida e transmitida sao iguais. 


9.4 Absor^ao e dispersao 

9.4.1 Ondas eletromagneticas em condutores 

Na Segao 9.3 estipulei que a densidade da carga livre pie a densidade de corrente livre J ( sao nulas e tudo o que se seguiu 
foi baseado nesse pressuposto. Tal restrigao e perfeitamente razoavel quando voce esta falando sobre propagagao de ondas 
no vacuo ou atraves de materiais isolantes tais como vidro ou agua (pura). Mas no caso dos condutores, nao controlamos 
independentemente o fluxo de carga e, em geral, J; certamente nao e nula. De fato, segundo a lei de Ohm, a densidade de 
corrente (livre) em um condutor e proporcional ao campo eletrico: 


J/ = ctE. 


(9.117) 
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Com isso, as equagoes de Maxwell para os meios lineares assumem a forma 

... _ _ 1 ..... _ _ SB 

( 1 ) V • E = -pi, (m)VxE = - — , 

(ii) V B = 0, (iv) V xB = poE + pe-^. 
Agora, a equa^ao de continuidade para carga livre, 


(9.118) 


V J; = 


dpi 

' at ' 


juntamente com as lei de Ohm e de Gauss (i) resulta em 


dpi 

dt 


= -<r(V • E) = ~~Pi 


para um meio linear homogeneo, do que segue que 


p l (t) = e-W*p l ( 0). 


(9.119) 


(9.120) 


Assim, qualquer densidade de carga livre inicial pi( 0) dissipa-se em um tempo caracteristico r = e/ a. Isso reflete o 
fato familiar de que se voce colocar alguma carga livre em um condutor, ela fluira para as beiradas. A constante de tempo r 
permite uma medida de quao ‘bom’ um condutor e: para um condutor ‘perfeito’ a — oo and r = 0; para um ‘bom’ condutor, 
r e rnuito menor do que os outros tempos relevantes do problema (em sistemas oscilatorios, isso significa r < 1 /tu); para um 
‘mau’ condutor, r e maior do que os tempos caracterfsticos do problema (r > l/o;). 11 No momento nao estamos interessados 
nesse comportamento transiente — vamos esperar que qualquer carga livre acumulada desapare?a. Dai em diante pi — 0, e 
temos 

Q“T> 

(i) V • E = 0, (iii) V x E : 


dt 


d E 

(ii) V • B = 0, (iv) V x B = /re— + paE. 

(Jv 


(9.121) 


Essas equaqoes diferem das suas correspondentes para meios nao condutores (9.67) somente quanto ao acrescimo do 
ultimo termo em (iv). 

Aplicando o rotacional a (iii) e (iv), como antes, obtemos equaqoes de onda modificadas para E e B: 


„ 2t , d 2 E dE , 8 2 B 9B 

V 2 E = ^+^-, V 2 B = ^+^. (9.122) 

Essas equa§oes ainda admitem solu^oes em ondas planas, 

E(z, t) = E 0 e i{hz - ut) , B(z, t ) = Boe^ 2 -^ , (9. 123) 

mas desta vez, o ‘numero de onda’ k e complexo: 

k 2 — fieco 2 + ipouj, (9. 1 24) 


como voce pode facilmente verificar substituindo a Equa?ao 9.123 na Equa?ao 9.122. Tirando a raiz quadrada, 

k = k + iK, 


onde 



(9.125) 


(9.126) 


11. N. Ashby, Am. J. Phys. 43, 553 (1975), ressalta que para bons condutores r e absurdamente curto (10 -19 s, para o cobre, enquanto o tempo entre 
colisoes e r c = 10“ 14 s). O problema e que a propria lei de Ohm deixa de valer em escalas de tempo mais curtas do que r c ; de fato, o tempo que leva 
para uma carga livre se dissipar em um bom condutor e da ordem r c , nao t. A16m disso, H. C. Ohanian, Am. J. Phys. 51, 1020 (1983), mostra que 
demora ainda mais para os campos e correntes se equilibrarem. Mas nada disso e relevante para o nosso objetivo atual; a densidade de carga livre em um 
condutor acaba se dissipando, e exatamente quanto tempo esse processo demora vai alem do que nos interessa. 
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A parte imaginaria de k resulta em uma atenuagao da onda (amplitude decrescente com z crescente): 

E{z,t) = E 0 e- KZ e i(kz -“ t) , B(z,t) = B 0 e~ KZ e i(kz - ut) . (9.127) 


A distancia necessaria para reduzir a amplitude por um fator de 1/e (cerca de urn tergo) e chamada de profundidade de 
penetragao: 

d=-\ (9.128) 

K 

e e uma medida da penetragao da onda no condutor. Enquanto isso, a parte real de k determina o comprimento de onda, a 
velocidade de propagagao e o mdice de refragao, da maneira usual: 





(9.129) 


As ondas planas atenuadas (Equagao 9.127) satisfazem a equagao de onda modificada (9.122) para qualquer E 0 e B 0 . 
Mas as equagoes de Maxwell (9. 121) impoem outras restrigoes que servem para determinar as amplitudes, fases e polarizagoes 
relativas de E e B. Como antes, (i) e (ii) eliminam quaisquer componentes z: os campos sao transversals. E preferivel orientar 
nossos eixos de forma que E seja polarizado ao longo da diregao x: 

E (z, t) = E 0 e- Kz e^ kz - Ut) x. (9. 130) 

Entao (iii) fornece 

B (z,t) = -E 0 e~ KZ e i{kz - ut) y. (9.131) 

LO 

(A Equagao (iv) diz a mesma coisa.) Mais uma vez os campos eletrico e magnetico sao mutuamente perpendiculares. 
Como qualquer numero complexo, A; pode ser expresso em termos de seu modulo (de sua fase): 

k = Ke (9.132) 


onde 

K = \k\ = \fk 2 + k 2 (9.133) 

e 

</) = arctg (/^/fc). (9.134) 

Segundo as equagoes 9. 130 e 9.131, as amplitudes complexas i?o — Eoe'^ E e So = Boe l6B sao relacionadas por 

Ke^ 

B 0 E 6b = E 0 E Se . (9.135) 

0/ 

Evidentemente, os campos eletrico e magnetico nao estao mais em fase. Inclusive, 


Sb - 5e = 0 ; 


(9.136) 


o campo magnetico vem depots do campo eletrico. Enquanto isso, as amplitudes (reais) de E e B sao relacionadas por 


frf = Ef+W- 

Os campos eletrico e magnetico (reais) sao, por fim, 

E(z, t) = Eoe~ KZ cos ( kz —ut + 5 e) x, 

B (z, t) — i?o e_K2: cos (kz - utt + 5 e + 4>) y- 


(9.137) 


(9.138) 


Esses campos estao ilustrados na Figura 9. 18. 
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Figura 9.18 


Problenia 9.18 

(a) Suponha que voce incorporou alguma carga livre em urn pedago de vidro. Mais ou menos quanto demoraria para a carga fluir ate 
a superffcie? 

(b) A prata e um excelente condutor, mas e cara. Suponha que voce estivesse projetando um experimento com micro-ondas para 
operar a uma frequencia de 10 10 Hz. De que espessura voce faria os revestimentos de prata? 

(c) Encontre o comprimento de onda e a velocidade de propagagao no cobre para ondas de radio de I MHz. Compare aos vaiores 
correspondentes no ar (ou vacuo). 

Problenia 9.19 

(a) Mostre que a profundidade de penetragao em um mau condutor (a < cue) 6 (2 /a) y/ejp (independentemente da frequencia). 
Encontre a profundidade de penetragao (em metros) para a agua (pura). 

(b) Mostre que a profundidade de penetragao em um bom condutor (a > eve) e \/2n (onde A e o comprimento de onda dentro do 
condutor). Encontre a profundidade de penetragao (em nanometros) para um metal tipico (<r « 10 7 (n m)” 1 ) no espectro visivel 
(cj ~ 10 15 /s), assumindo que e « eo e /i « po- Por que os metais sao opacos? 

(c) Mostre que em um bom condutor, o cainpo magnetico atrasa-se 45° em relagao ao campo eletrico, e encontre a razao entre suas 
amplitudes. Para um exemplo numerico, use o 'metal tipico’ da parte (b). 

Problenia 9.20 

(a) Calcule a densidade de energia (por media temporal) de uma onda eletromagnetica plana, em um meio condutor (Equagao 9. 138). 
Mostre que a contribuigao magnetica e sempre dominante. [Resposta: (k? /2puj 2 )Eoe~ 2KZ ] 

(b) Mostre que a intensidade e (k/2pu)EQe~ 2KZ . 


9.4.2 Reflexao em uma superficie condutora 

As condigoes de contorno que usamos para analisar reflexao e refragao em uma interface entre dois dieletricos nao valem 
na presenga de cargas livres e correntes. Em vez disso, temos as relagoes mais gerais (7.63): 

(i) ei - e 2 = c ti , (iii) Ef - E| = 0, 

(ii) Bf- - = 0, (iv) — bJ - — B| = KjXn, 

Mi M 2 

onde oi (que nao deve ser confundida com a condutividade) e a densidade superficial de carga livre, K; e a densidade su- 
perficial de corrente livre e n (que nao deve ser confundido com a polarizafao da onda) e um vetor unitario perpendicular a 
superficie, apontando a partir do meio (2) para dentro do meio (I). Para os condutores ohmicos (J ; = <tE) nao pode haver 
corrente superficial livre, ja que isso exigiria um campo eletrico infinite) no contorno. 

Suponha agora que o piano xy forma o contorno entre um meio linear nao condutor (1) e um condutor (2). Uma onda 
plana monocromatica, viajando na dire^o z e polarizada na dire?ao x, aproxima-se pela esquerda, como na Figura 9.13: 

E r {z,t) = E 0l e^ klZ -^x, B/(*,t) = -E 0r e i{klZ ~^ y. 

vi 


(9.139) 


(9.140) 
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Esta onda incidente faz surgir uma onda refletida, 


E R (z,t) = I*, B R (z,t) = 

vi 

que se propaga de volta para a esquerda no nieio ( 1 ), e uma onda transmitida 

E T (z, t) = E 0T e^ kz ~ ut) x, B T (z, t) = ^-Eo^ 2 ^ y, 

CO 


(9.141) 


(9.142) 


que e atenuada a medida que penetra no condutor. 

Em z = 0, a onda combinada no meio (1) tern de sejuntaraondano meio (2), obedecendoas condi^oesde contorno9.139. 
Como E 1 — 0 em ambos os lados, a condifao de contorno (i) resulta em 07 = 0. Como B 1 = 0, (ii) e automaticamente 
satisfeita. Enquanto isso, (iii) fomece 

Eq, + Eq r = Eq t , (9.143) 


e (iv) (com K; = 0) diz 

ou 

onde 

Segue-se que 


1 

jllVi 


(E 0l ~ E 0n ) —Eq t = 0 , 

M2W 


E 0l PEq^j 


(3 = 


V2U 






(9.144) 

(9.145) 

(9.146) 


(9 147) 


Esses resultados sao formalmente identicos aos que se aplicam ao contorno entre nao condutores (Equa?ao 9.82), mas a 
semelhan^a e enganosa, ja que /3 agora 6 um numero complexo. 

Para um condutor perfeito (a = oo), 1$2 = oo (Equa$ao 9.126), de forma que $ 6 infinito, e 


E 0R = -E 0n Eq t = 0 . (9.148) 

Nesse caso a onda e totalmente refletida, com uma mudan 5 a de fase de 180°. (E por isso que condutores excelentes dao 
bons espelhos. Na pratica, voce passa uma camada fina de prata em um painel de vidro — o vidro nada tern a ver com a 
reflexao ; ele esta ali apenas para sustentar a prata e evitar que ela escure§a. Como a profundidade de penetraqao na prata em 
frequences oticas e da ordem de 100 A, voce nao precisa de uma camada muito grossa.) 


Problema 9.21 Calcule o coeficiente de reflexao da luz em uma interface ar/prata (pi = pa = po, e\ = eo, o — 6 x 10 7 (O ■ m) 1 ), 
em frequencias oticas (oi = 4x 10 15 /s). 


9.4.3 A dependencia da permissividade com a frequencia 

Nas se?oes anteriores vimos que a propaga?ao das ondas eletromagneticas atraves da materia e governada por tres proprie- 
dades do material que consideramos constantes: a permissividade 6 , a permeabilidade pt a condutividade a. Na realidade, 
cada um desses parametros depende, ate certo ponto, da frequencia das ondas que voce esta considerando. De fato, se a 
permissividade fosse realmente constante, o mdice de refragao em um meio transparente n = tambem seria constante. 
Mas sabe-se bem, gra 9 as a otica, que n 6 uma fun§ao do comprimento de onda (a Figura 9. 19 mostra o grafico para um vidro 
tipico). Um prisma ou uma gota de chuva desviam a luz azul de forma mais acentuada que a vermelha e abrem a luz branca em 
um arco-iris de cores. Esse fenomeno e chamado de dispersao. Por extensao, sempre que a velocidade da onda for dependente 
da sua frequencia, o meio que a sustenta e chamado de dispersivo . 12 


1 2. A proposito, os condutores sao dispersivos: veja as equates 9. 126 e 9. 129. 
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Comprimento de onda, X (no ar) 

Figura 9.19 


Como as ondas de diferentes frequencias viajam a velocidades diferentes em um meio dispersivo, uma forma de onda 
que incorpore uma gama de frequencias ira mudar de formato a medida que se propaga. Uma onda com um pico agudo 
normalmente se achata, e embora cada componente senoidal viaje a velocidade normal da onda (ou velocidade de fase), 

«=|, (9.149) 


o pacote como um todo (o ‘envelope’) viaja a chamada velocidade de grupo 13 


v 


9 ~ 


du 
dk ' 


(9.150) 


[Voce pode demonstrar isso deixando uma pedra cair no lago mais proximo e observando as ondas que se formam: en- 
quanto o disturbio como um todo espalha-se em cfrculo, movendo-se a velocidade v g , as ondulagoes que o formam viajam 
com o dobro da velocidade (v = 2v g neste caso). Elas surgem na traseira (parte de tras) do grupo, crescendo a medida que 
avangam para o centro, para depois encolher novamente e se anular na frente (Figura 9.20).] Nao vamos nos preocupar com 
estas questoes — vou me ater as ondas monocromaticas, para as quais nao ha esse problema. Mas devo apenas mencionar que 
a energia transportada por um pacote de ondas em um meio dispersivo, ordinariamente viaja a velocidade do grupo , e nao a 
velocidade de fase. Portanto, nao fique muito alarmado se, em algumas circunstancias, v resultar maior que c. 14 

Meu objetivo nesta segao e explicar a dependencia de e com a frequencia em nao condutores, usando um modelo simplifi- 
cado para o comportamento dos eletrons nos dieletricos. Como todos os modelos classicos dos fenomenos em escala atomica, 
ele e, na melhor das hipoteses, uma aproximagao da verdade; mesmo assim, gera resultados qualitativamente satisfatorios e 
fornece um mecanismo plausivel para a dispersao nos meios transparentes. 

Em um nao condutor os eletrons estao ligados a moleculas especificas. As forgas de ligagao, em si, podem ser bastante 
complicadas, mas vamos imaginar cada eletron como ligado a ponta de uma mola imaginaria, com constante de forga k mo i a 
(Figura 9.21): 

ligagao = “^mola^ = -mW^X, (9.151) 

onde x 6 o deslocamento do equilfbrio, me a massa do eletron e w 0 e a frequencia natural de oscilaijao, i/fc m0 | a /m. [Se esse 
modelo nao lhe parece plausivel, volte ao Exemplo 4.1, onde fomos levados a uma forga que tern precisamente esta forma. 



Figura 9.20 



13. Veja A. P. French, Vibrations and Waves, p. 230 (Nova York: W. W. Norton & Co., 1971), ou F. S. Crawford, Jr., Waves, Se$ao 6.2 (Nova York: 
McGraw-Hill, 1968). 

14. Mesmo a velocidade de grupo pode exceder c em casos especiais — veja P. C. Peters, Am. J. Phys. 56, 129 (1988). A proposito, se duas ‘velocidades 
da luz’ diferentes nao bastam para satisfaze-lo, verifique S. C. Bloch, Am. J. Phys. 45, 538 (1977), onde nada menos que oito velocidades diferentes sao 
identificadas! 
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Alias, praticamente qualquer for^a de liga?ao pode ser aproximada desta forma para deslocamentos do equilibrio que sejam 
suficientemente pequenos, como voce pode ver expandindo a energia potencial em uma serie de Taylor em torno do ponto de 
equilibrio: 

U(x) = U{ 0) + xU\ 0) + \x 2 U"( 0) + • • • . 

0 primeiro termo e uma constante, sem significado na dinamica (voce pode sempre ajustar o zero da energia potencial, 
de forma que (7(0) = 0). O segundo termo automaticamente se anula, ja que dU/dx — -F, e pela natureza do equilibrio, a 
fore a nesse ponto e zero. O terceiro termo e precisamente a energia potencial de uma mola com a constante de I ore a fc mo]a = 
d 2 U/dx 2 1 (a segunda derivada e positiva para urn ponto de equilibrio estavel). Desde que os deslocamentos sejam pequenos, 
os termos mais altos da serie podem ser desprezados. Geometricamente, tudo o que estou dizendo e que praticamente qualquer 
fungao pode ser encaixada proxima a urn mmimo por uma parabola adequada.] 

Enquanto isso, havera presumivelmente alguma forga de amortecimento sobre o eletron: 


dx 

F amortecimento = — . 


(9.152) 


[Mais uma vez, escolhi a forma mais simples possfvel: o amortecimento deve ser no sentido oposto a velocidade, e torna-lo 
proporcional a velocidade e a forma mais facil de chegar a isso. Aqui, a causa do amortecimento nao nos preocupa — entre 
outras coisas, cargas oscilantes sao radiantes e a radiagao drena energia. Calcularemos esse ‘amortecimento por radiagao’ no 
Capitulo 11.] 

Na presenga de uma onda eletromagnetica de frequencia u, polarizada na diregao x (Figura 9.21), o eletron esta sujeito a 
uma forga motriz 

Tmotriz = qE = qEo cos(c of) , (9. 1 53) 


onde q e a carga do eletron e Eq e a amplitude da onda no ponto z onde o eletron esta situado. (Como estamos interessados 
apenas em urn ponto, reajustei o relogio de forma que E maximo ocorre em t — 0.) Colocando tudo isso na segunda lei de 
Newton temos 

d?x 

TH' ^2 ~ = ^liga9ao T F imortecimento d" ^motriz? 


Oil 


+ mulx = qEo cos(u 

at 1 at 


(9.154) 


Nosso modelo, entao, descreve o eletron como um oscilador harmonico amortecido, for?ado a oscilar na frequencia cu. 
(Assumo que o nucleo, muito maior, permanece em repouso.) 

A Equa§ao 9.154 e mais facil de manusear se a considerarmos como a parte real de uma equagao complexa : 


d 2 x 
dt 2 


dx o ~ 

+1 m +UJ qX 


m 


-Eqc 


-iut 


(9.155) 


No regime estacionario, o sistema oscila na frequencia motriz: 

x(t) = x 0 e- iMt . 


(9.156) 


Inserindo isso na Equagao 9.155, obtemos 


a 0 


qjm 


to. 


?-w 2 


■ l^fUJ 


-E 0 . 


O momento de dipolo e a parte real de 


p(t) = qx(t ) = 


q 2 /m 

Uq -u 2 - i-fLJ 


E 0 e- iut . 


(9.157) 


(9.158) 


O termo imaginario no denominador significa que p esta fora defase com E — atrasando-se por um angulo arctg[7tu / (oJq - 
cu 2 )] que e muito pequeno quando lo <C ujo e aumenta para n quando 7> Ur,. 

Em geral, eletrons em posigoes diferentes dentro de uma determinada molecula tern frequencias naturais e coeficientes de 
amortecimento diferentes. Digamos que haja fj eletrons com frequencia ujj e amortecimento 7 j em cada molecula. Se ha N 
moleculas por unidade de volume, a polarizagao P e dada pela 15 parte real de 


P = 


Nq 2 

m 



u 

Co 2 — oj 2 — 


E. 


(9.159) 


15. Isso se aplica diretamente ao caso de um gas dilufdo; para materiais mais densos a teoria se modifica ligeiramente, conforme a equagao de Clausius- 
Mossotti (Problema 4.38). Alias, nao confunda a ‘polarizagao’ de um meio, P, com a ‘polarizagao’ de uma onda — a palavra e a mesma, mas sao dois 
significados completamente sem relagao um com o outro. 
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Ora, defino suscetibilidade eletrica como a constante de proporcionalidade entre P e E (especificamente, P = eoXeE). 
No presente caso, P ndo e proporcional a E (este nao e, estritamente falando, urn meio linear) devido a diferenga de fase. No 
entanto, a polarizagao complexa P e proporcional ao campo complexo E, e isso sugere a introdugao de uma suscetibilidade 

complexa, Xe* 

P = e 0 x e E. (9.160) 

Todas as manipulagoes pelas quais passamos antes se aplicam, entendendo-se que a polarizagao fisica e parte real de 
P, justamente como o campo fisico e a parte real de E. Sobretudo, a proporcionalidade entre D e E e a permissividade 
complexa e = eo(l + x e )> e a constante dieletrica complexa (neste modelo) e 


<-, = i + 

me o “ uj z - uj z - ijjUJ 

(9.161) 

Normalmente, o termo imaginario e desprezivel; no entanto, quando uj esta muito proximo de uma das frequences de 
ressonancia (ujj) ele tern urn papel importante, como veremos. 

Em urn meio dispersivo, a equagao de onda para uma frequencia dada e 

. d 2 E 

V E - e/i 0 df2 , 

(9.162) 

ela admite solu§oes em ondas planas, como antes, 


E{z,t) = E ( >e i U kz -“ t \ 

(9.163) 

com o numero de onda complexo 

k = vW 

(9.164) 

Escrevendo k em termos de suas partes real e imaginaria, 


k = k + i/c, 

(9.165) 

a Equagao 9.163 torna-se 

E(z,t) = E 0 e- KZ e i{kz ~“ t) . 

(9.166) 


Evidentemente a onda e atenuada (isso dificilmente e uma surpresa, ja que o amortecimento absorve energia). Como a 
intensidade e proporcional a E 2 (e, portanto, a e~ 2KZ ), a grandeza 


a = 2K 


(9.167) 


e chamada de coeficiente de absorgao. Enquanto isso, a velocidade da onda e u/k, e o indice de refragao e 

ck 

n — — . 

UJ 


(9.168) 


Usei deliberadamente uma notagao que evoca a Segao 9.4.1. No entanto, neste caso k e k nada tern a ver com condu- 
tividade; de fato, eles sao determinados pelos parametros do nosso oscilador harmonico amortecido. Para gases, o segundo 
termo na Equagao 9.161 e pequeno e podemos aproximar a raiz quadrada (Equagao 9.164) pelo primeiro termo na expansao 
binomial, y/l + e = 1 + Entao 


portanto, 


e 


- UJ nr ^ UJ 
C V C 


1 + 


Nf y fj 
2meo UJ? — u> 2 - ijjU 


ck 


Nq 2 


E- 


/)K~“ ) 


u> + 2meo (w? - w 2 ) 2 + 7?w 2 ’ 

j x J ' J 


2, ,2 


a = 2(c7 




Nq z n 

meoc r ( w 2 _ ^ 2)2 _|_ ^, 2 w 2 ' 


(9.169) 

(9.170) 

(9.171) 


Na Figura 9.22 fiz o grafico do fndice de refra 9 ao e do coeficiente de abso^ao nas proximidades de uma das ressonancias. 
Na maior parte do tempo, o fndice de refraijao sobe gradualmente com o aumento da frequencia, o que e coerente com a 
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nossa experience em otica (Figura 9.19). No entanto, na vizinhan$a imediata de uma ressonancia, o mdice de refra?ao cm 
acentuadamente. Como esse comportamento e ati'pico, e chamado de dispersao anomala. Observe que a regiao de dispersao 
anomala (wi < w < w 2 , na figura) coincide com a regiao de absor^ao maxima; inclusive, o material pode ser praticamente 
opaco nessa faixa de frequencia. 0 motivo e que agora estamos movendo os eletrons na sua frequencia ‘favorita’ ; a amplitude 
da sua oscila?ao e relativamente grande, e uma quantidade de energia correspondentemente grande e dissipada pelo mecanismo 

de amortecimento. . 

Na Figura 9.22, n esta abaixo de 1 acima da ressonancia, sugerindo que a velocidade da onda ultrapassa c. Como mencio- 

nado antes, isso nao e motivo para alarme, ja que a energia nao viaja a velocidade da onda, mas a velocidade de grupo (veja o 
Problema 9.25). Alem do mais, o grafico nao inclui as contributes de outros termos da soma, o que acrescenta urn fundo 
relativamente constante que, em alguns casos, mantem n > 1 em ambos os lados da ressonancia. 

Se voce concordar em ficar longe das ressonancias, o amortecimento podera ser ignorado e a formula para o fndice de 


refraqao, simplificada: 


n = 1 + 


2me 0 4^ 

) 


ui. 



(9.172) 


Para a maior parte das substancias, as frequencias naturais ujj estao espalhadas pelo espectro de forma um tanto caotica. 
Mas para os materiais transparentes, a ressonancia significativa mais proxima esta tipicamente no ultravioleta, de forma que 


u <ujj. Nessecaso 



e a Equacao 9.172 assume a forma 



(9.173) 


Ou, em termos de comprimento de onda no vacuo (A = 27 re/ w): 


n = 1 + A 



(9.174) 


Esta formula e conhecida como formula de Cauchy; a constante A e chamada de coeficiente de refra?ao eBe chamada 
de coeficiente de dispersao. A equagao de Cauchy aplica-se razoavelmente bem a maioria dos gases na regiao otica. 

0 que descrevi nesta segao certamente nao e a historia completa da dispersao nos meios nao condutores. Mesmo assirn, 
indica como o movimento harmonico amortecido dos eletrons pode explicar a dependence com a frequencia do mdice de 
refra?ao e tambern por que n e ordinariamente uma fun§ao lentamente crescente de w, com regioes ‘anomalas’ ocasionais 
onde cai acentuadamente. 



Figura 9.22 
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Problema 9.22 

(a) A agua rasa e nao dispersiva; as ondas viajam a uma velocidade que e proporcional a raiz quadrada da profundidade. Em aguas 
profundas, no entanto, as ondas nao conseguem ‘sentir’ ate o fundo ■— elas se comportam como se a profundidade fosse proporcional 
a A. (Na realidade, a propria distin^ao entre ‘raso’ e ‘fundo’ depende do comprimento de onda; se a profundidade for menor que A a 
agua e ‘rasa’; se for substancialmente maior que A a agua e ‘funda’.) Mostre que a velocidade de onda das ondas em aguas profundas 
e o dobro da velocidade de grupo. 

(b) Em mecanica quantica, uma partfcula livre de massa m viajando na dire^ao x e descrita pela fungao de onda 

tf(*,t) = Ae i{px ~ Et)/h , 

onde p 6 o momento e E = p 2 /2m e a energia cinetica. Calcule a velocidade de grupo e a velocidade de onda. Qual corresponde a 
velocidade classica da partfcula? Observe que a velocidade de onda e a metade da velocidade de grupo. 

Problema 9.23 Se voce tomar o modelo do Exemplo 4. 1 pelo seu valor nominal, qual sera a frequencia obtida? Coloque os numeros 
de fato. Onde isso se posiciona no espectro eletromagnetico, assumindo que o raio do atomo e 0,5 A? Encontre os coeficientes de 
refragao e dispersao e compare-os aos do hidrogenio a 0°C e pressao atmosferica: A = 1, 36 x 10“ 4 , B — 7, 7 x 10 - 15 m 2 . 

Problema 9.24 Encontre a largura da regiao de dispersao anomala para o caso de uma unica ressonancia na frequencia c o 0 . Assuma 
que 7 C wo. Mostre que o indice de refragao assume seus valores maximo e minimo em pontos onde o coeficiente de absor 9 ao esta 
a meia altura do pico. 

Problema 9.25 Assumindo urn amortecimento desprezfvel ( 7 ^ - 0), calcule a velocidade de grupo (v g = duj / dk ) das ondas descritas 
pelas equates 9. 166 e 9. 169. Mostre que v g < c, mesmo quando v > c. 


9.5 Ondas guiadas 

9.5.1 Guias de ondas 


Ate agora lidamos com ondas planas de comprimento infinito; agora vamos considerar ondas eletromagneticas confinadas 
no interior de urn tubo oco, ou guia de onda (Figura 9.23). Vamos assumir que o guia de onda e urn condutor perfeito, de 
forma que E = 0 e B = 0 dentro do proprio material e, portanto, as condi?6es de contorno na parede interna sao 16 


(i) E»=0, | 

(ii) B ± = 0. j 


(9.175) 



Figura 9.23 


16. Veja a Equa^ao 9.139 e o Problema 7.42. Em urn condutor perfeito E = 0 e, portanto (segundo a lei de Faraday), dB/dt = 0; assumindo que o campo 
magnetico comeqou nulo, ele entao, ira permanecer assim. 
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Cargas e correntes livres serao induzidas na superfi'cie de forma a forgar essas restrigdes. Estamos interessados em ondas 
monocromaticas que se propagam pelo tubo, de forma que E e B tern a forma generica 


(i) E(x,y,z,t) = Eo(x,y)e l{ - kz <Jt) , j 

(ii) B(x,y,z,t) = B 0 (x,y)e i ^- ut \ ) 


(9.176) 


(Para os casos que interessam k e real, de forma que dispensarei o til.) Os campos eletrico e magnetico devem, e claro, 
satisfazer as equates de Maxwell no interior do guia de onda: 


3B " 

(i) V • E = 0, (iii)VxE = - — , 

1 dE 

(ii) V • B = 0, (iv) VxB = ? — . 


(9.177) 


0 problema, entao, e encontrar as fungoes E 0 e B 0 de forma que os campos (9.176) obedegam as equagoes diferenciais 
(9.177), conforme as condigoes de contorno (9.175). 

Como logo veremos, ondas confinadas nao sao (em geral) transversals; para nos adequarmos as condigoes de contorno, 
teremos de incluir componentes longitudinals (E x e B z )\ n 

E 0 = E x x + E y y + E z z, B 0 = B x x + B y y + B z z, (9.178) 


onde cada urn dos componentes e uma fungao de x e y. Colocando isso nas equagoes de Maxwell (iii) e (iv) obtemos 
(Problema 9.26a) 


/•\ ®E y dE x . r dB y dB x iui 

<■> = (,v) = 

dE z , \ dB z , _ iuj _ 

-z ikE y = iuB x , (v) — ikB y = --~E X , 

dy ay c 2 


,2 z ’ 


(ii) 


(iii) ikE x - 


dE; 


dB z iuj 


dx iuB y , (vi) 


As equagoes (ii), (iii), (v) e (vi) podem ser resolvidas para E x ,E y ,B x e B y : 

(i) E s 


,dE z c)B 2 
k-— + w- 


(ii) By — 


(iii) B x = 


(iv) By = 


(w/c) 2 - k 2 \ dx dy 


dE z dB z 
k— to 


{u/c) 2 -k 2 \ dy dx )' 


dB z u> dE z 


(uj/c) 2 -k 2 \ dx c 2 dy / 


dB z lo dE z 

K— h 


(uj/c) 2 -k 2 \ dy c 2 dx ) ) 


(9.179) 


(9.180) 


Basta, entao, determinar os componentes longitudinals E z eB z \ se eles forem conhecidos podemos rapidamente calcular 
os dernais apenas por diferenciagao. Inserindo a Equagao 9.180 nas equagoes de Maxwell que restam (Problema 9.26b) 
obtemos equagoes nao acopladas para E z & B z \ 


(i) 


(ii) 


d 2 d 2 . . 2 

&5 + d^ + ( " /c) 


’ d 2 d 2 
dx 2 dy 2 


+ ( u/c ) 2 - k 2 


\ 

E z = 0, 

B z = 0 . 


(9.181) 


17. Para evitar uma notagao complicada, deixarei o 0 subscrito e o til de fora dos componentes individuals. 
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Se E z = 0 as ondas sao chamadas de ondas TE (‘transversals eletricas’); se B z = 0 elas sao chamadas de ondas TM 
(‘transversals magneticas’); se tanto E z = 0 e B z - 0, elas sao chamadas de ondas TEM . 18 Acontece que as ondas TEM nao 
podem ocorrer em urn guia de onda oco. 

Prova: se E z - 0, a lei de Gauss (Equagao 9. 1 771) dlz que 

d_Ey 

dx dy ’ 

e se B z — 0, a lei de Faraday (Equagao 9. 177iii) diz que 

dE v dE T n 
dx dy 

De fato, o vetor E 0 na Equagao 9.178 tern divergente e rotacional nulos. Ele pode, portanto, ser escrito como o 
gradiente de um potencial escalar que satisfaz a equagao de Laplace. Mas a condigao de contorno em E (Equa- 
gao 9.175) requer que a superffcie seja uma equipotencial e, como a equagao de Laplace nao admite maximos ou 
mi'nimos locals (Segao 3.1.4), isso significa que o potencial e constante no todo e que, portanto, o campo eletrico 
e nulo — nao ha qualquer onda. c.q.d. 

Observe que este argumento se aplica apenas a um tubo totalmente vazio — se voce passar um condutor separado pelo 
meio, o potencial na sua superffcie nao tern de ser o mesmo da parede externa e, portanto, um potencial nao trivial e possfvel. 
Veremos um exemplo disso na Segao 9.5.3. 


Problenia 9.26 

(a) Deduza as Equagoes 9. 179 e, a partir delas, obtenha as Equagoes 9. 1 80. 

(b) Coloque a Equagao 9.180 nas equagoes Maxwell (i) e (ii) para obter a Equagao 9.181. Verifique que voce obtem os mesmos 
resultados usando (i) e (iv) da Equagao 9.179. 


9.5.2 Ondas TE em um guia de onda retangular 

Suponha que temos um guia de onda de formato retangular (Figura 9.24), com altura a e largura b, e que estamos interessa- 
dos na propagagao das ondas TE. O problenia e resolver a Equagao 9. 1 8 lii, dentro da condigao de contorno 9. 1 75ii. Faremos 
isso pela separagao de variaveis. Considere 

B z (x,y) = X(x)Y(y), 

de forma que 

Y j2y 

Y ^ +x w +l(u/c)2 - k2]XY=0 - 



Figura 9.24 


18. No caso das ondas TEM (inclusive as ondas pianas nao confinadas da Segao 9.2), k = u/c, as Equagoes 9.180 sao indeterminadas e voce tem de voltar 
as Equagoes 9. 1 79. 
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Divida por XY e observe que termos dependentes de x e de y tern de ser constantes: 


,. 2 flfl ,.2 

X dx 2 x ’ 1 ’ Y d,y 2 v ’ 

(9.182) 

-kl - k 2 y + (ui/c) 2 - k 2 = 0. 

(9.183) 


A solu?ao geral para a Equafao 9. 1 82i e 


X (x) — A sen (k x x) + B cos ( k x x ) . 


Mas as condi$oes de contorno requerem que B x — e, portanto, tambem (Equagao 9. 1 80iii) clX/dx — se anule eni x — 0 
e x — a. Portanto, A — 0, e 

k x = run /a , (m — 0, 1, 2, . . .). (9.184) 

0 mesmo vale para Y , com 

k v = rnr/b , (n = 0,1,2,...), (9.185) 

e concluimos que 

B z — Bo cos (rrmx/a) cos ( niry/b ). (9. 186) 

Esta solu§ao e chamada de modo TE mn . (0 primeiro mdice e convencionalmente associado a dimensao maior , de forma 
que assumimos que a > b. Alias, pelo menos um dos indices deve ser nao nulo — veja o Problema 9.27.) 0 numero de onda 
(AO e obtido colocando-se as equates 9.184 e 9.185 na Equagao 9.183: 


k = ^(w/c) 2 - 7 r 2 [(m/a) 2 + (n/6) 2 ]. 


(9.187) 


Se 

u> < C7 t = (j mn . (9 . 1 88) 

o numero de onda 6 imaginario e, em vez de uma onda viajando, temos campos exponencialmente atenuados (Equa$ao 9. 1 76). 
Por essa razao, ui mn e chamada de frequencia de corte para o modo em questao. A frequencia de corte mais baixa para uma 
determinada onda ocorre para o modo TEio: 

uqo = c7r/a. (9.189) 

Frequencias mais baixas do que essa nao se propagarao de forma alguma. 

0 numero de onda pode ser escrito mais simplesmente em termos de frequencia de corte: 


k 


1 

c 




(9.190) 


A velocidade da onda e 


uj c 

^ \/l “ (Wrnn/w) 2 


(9.191) 


que e maior que c. No entanto (veja o Problema 9.29), a energia transportada pela onda viaja a velocidade de grupo (Equa- 
$ao 9.150): 


dk/duj 


— C\/l { ^? 7 in / a^)^ c. 


(9.192) 


Ha outra maneira de visualizar a propaga?ao de uma onda eletromagnetica em um tubo retangular e ela serve para iluminar 
muitos destes resultados. Considere uma onda plana ordinaria viajando a um angulo 9 com o eixo z e refletindo perfeitamente 
em cada superficie condutora (Figura 9.25). Nas diregoes x e y as ondas (multiplamente refletidas) interferem para formal* 
padrdes de ondas estacionarias, de comprimento de onda A x = 2 a/m e X y = 2 b/n (daf o numero de onda k x = 2n/\ x — 
7T m/a e k y = nn/b ), respectivamente. Enquanto isso, na direijao z hd outra onda viajando, com o numero de onda k z = k. O 
vetor de propagagao para a onda plana ‘original’ e, portanto, 


k' = 


irm A Tin A 
— x+ — y + kz, 
a b 


e a frequencia e 


0 J = c|k'| = c\/fc 2 + 7 r 2 [(m/a) 2 + (n/6) 2 ] = ^(cA:) 2 + (w mn ) 2 . 



286 


Eletrodinamica 



Frente da onda 


Figura 9.25 


Somente certos angulos levarao a um dos padroes permitidos de onda estacionaria: 



A onda plana viaja a velocidade c, mas como esta a um angulo 8 com o eixo z, sua velocidade final pelo guia de onda e 



A velocidade de onda , por outro lado, e a velocidade da frente da onda (digamos, A na Figura 9.25) pelo tubo. Como a 
intersecgao de uma serie de ondas de arrebenta?ao com a praia, elas podem se movimentar muito mais depressa do que as 
ondas em si — de fato 


c 

cos 9 



Problema 9.27 Mostre que o modo TEoo nao pode ocorrer em um guia de onda retangular. [Dica: neste caso, u/c = k , de forma 
que as Equagoes 9. 1 80 sao indeterminadas e voce tern de voltar a Equagao 9. 179. Mostre que B z e uma constante e que, portanto — 
aplicando a lei de Faraday na forma integral a um corte transversal — , B z — 0, assim, este seria um modo TEM.] 

Problema 9.28 Considere um guia de onda retangular com as dimensoes 2, 28 cm x 1, 01 cm. Que modos TE se propagariam nesse 
guia de onda se a frequencia e 1, 70 x 10 10 Hz? Suponha que voce queira excitar apenas um modo TE; que faixa de frequences voce 
poderia usar? Quais sao os comprimentos de onda correspondentes (no espa^o aberto)? 

Problema 9.29 Confirme que a energia no modo TE mn viaja a velocidade de grupo. [Dica: encontre a media temporal do vetor de 
Poynting (S) e a densidade de energia (u) (use o Problema 9.1 1 se desejar). Integre sobre o corte transversal do guia de onda para 
obter a energia transportada pela onda por unidade de tempo e por unidade de comprimento e calcule a razao entre as duas.] 

Problema 9.30 Aplique a teoria dos modos TM a um guia de onda retangular. Encontre, especialmente, o campo eletrico longitudinal, 
as frequences de corte e as velocidades de onda e de grupo. Encontre a razao entre a frequencia de corte TM mais baixa e a frequencia 
de corte TE mais baixa para um guia de onda dado. [ Cuidado : qual e o modo TM mais baixo?] 


9.5.3 A linha de transmissao coaxial 

Na Se§ao 9.5.1, mostrei que um guia de onda oco nao pode sustentar ondas TEM. Mas uma linha de transmissao coaxial 
que consiste de um longo fio reto de raio a, cercado por um revestimento condutor cilindrico de raio b (Figura 9.26), admite 
sim modos com E z = 0 e B z = 0. Neste caso, as equa?oes de Maxwell (na forma 9.179) resultam em 


k = uj/c 


( 9 . 193 ) 


(de forma que as ondas viajam a velocidade c, e sao nao dispersivas), 

eBy — E x c cB x ~ Ey 


( 9 . 194 ) 
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Figura 9.26 


(portanto, E e B sao mutuamente perpendiculares), e (juntamente com V • E = 0, V • B = 0): 


dE 1 + dE 1= dEy 8E, 
dx dy ’ dx dy 

9B E + dBy = dBy dB x 
dx dy ' dx dy 


(9.195) 


Essas sao, precisamente, as equagoes da eletrostatica e da magnetostatica, para o espago vazio, em duas dimensoes; a 
solugao com simetria cilmdrica pode ser emprestada diretamente dos casos de uma linha de carga infinita e de uma reta 
infinita de corrente, respectivamente: 


Eo(s, <f) 


-s, 

s 


B o («,</») 



(9.196) 


para alguma constante A. Substituindo na Equagao 9. 176, e toniando a parte real: 


Acos(kz -cot) „ 
E(s, <f>, z , t) = s, 


. . Acos(kz-ojt) 2 

B(s,<t),z,t) = - 0 . 


cs 


(9.197) 


Problema 9.31 

(a) Mostre diretamente que as Equa 9 oes 9.197 satisfazem as equa 9 oes de Maxwell (9.177) e as cond^oes de contorno 9.175. 

(b) Encontre a densidade de carga, A(z, t), e a corrente, I(z , t), no condutor interno. 


Mais problemas do Capitulo 9 

Problema 9.32 0 ‘teorema de inversao’ para transformadas de Fourier diz que 

/ oo 

Hk)e 

-oo 

Use isso para determinar A(k), na Equagao 9.20, em termos de f(z, 0) e f(z, 0). 

[Resposta: (l/2n)J2 o [f{z,0) + (i/u)f(z,0))er ikz dz] 

Problema 9.33 Suponha que 

E(r, 0 , 0, t) — A [cos (hr - cot) - (1 /Ax) sen (kr - cot)) (j), com j = c. 

^ k 

(A proposito, esta e a onda esferica mais simples possivel. Por conveniencia de notagao, considere (kr -ut) = u nos seus calculos.) 

(a) Mostre que E obedece as quatro equagoes de Maxwell no vacuo e encontre o campo magnetico associado. 

(b) Calcule o vetor de Poynting. Tome a media de S sobre um ciclo completo para obter o vetor intensidade I. (Ele aponta na diregao 
esperada? Ele cai como r~ 2 , como deveria?) 

(c) Integre I • da sobre uma superfi'cie esferica para determinar a potencia total irradiada. [Resposta: 4nA 2 /3p 0 c] 


ikz 


dk 


m 


_i_ r 

2tt / 

J — o 


4>(z)e lkz dz 


(9.198) 
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Problema 9.34 Luz de frequencia (angular) u) vem do meio 1 e atravessa uma placa do meio 2 (de espessura d) para o meio 3 (por 
exemplo, da agua, atraves do vidro, para o ar, como na Figura 9.27). Mostre que o coeficiente de transmissao para incidencia normal 
e dado por 

T-‘ = - J _ L + „,) 2 + ^ 

4riiri3 [ \ c 

[Dicci: a esquerda ha uma onda incidente e uma onda refletida; a direita ha uma onda transmitida; dentro da placa ha uma onda para 
a direita e uma onda para a esquerda. Expresse cada uma em termos da sua amplitude complexa e relacione as amplitudes impondo 
condi^oes de contorno adequadas nas duas interfaces. Os tres meios sao lineares e homogeneos; assuma que mi — M 2 = M 3 = Mod 

Problema 9.35 Uma antena de micro-ondas irradiando a 10 GHz tern de ser protegida do ambiente por urn revestimento plastico de 
constante dieletrica 2,5. Qual a espessura minima desse revestimento que permitira uma transmissao perfeita (assumindo incidencia 
normal)? \Dica: use aEqua^ao 9.199] 

Problema 9.36 A luz de urn aquario (Figura 9.27) passa da agua ( n = §) atraves de urn painel de vidro (n = |) e vai para o ar 
(??, = l). Assumindo que se trata de uma onda plana monocromatica e que ela atinge o vidro com incidencia normal, encontre os 
coeficientes de transmissao maximo e rmnimo (Equa^ao 9. 199). Voce pode ver o peixe com clareza. Com que nitidez ele pode ver 
voce? 


(9.199) 


Problema 9.37 Segundo a lei de Snell, quando a luz passa de urn meio oticamente denso para outro menos denso (n\ > n 2 ) 0 vetor 
de propaga^ao k desvia-se qfastando-se da normal (Figura 9.28). Em particular, se a luz incide no angulo critico 

B c = sen - 1 (ri 2 /fti ) , (9.200) 

entao Or = 90°, e o raio transmitido simplesmente passa rasante a superffeie. Se 0i exceder Q c , nao havera raio refratado de forma 
alguma, somente urn raio refletido (esse e 0 fenomeno da reflexao interna total, no qual os tubos de luz e as fibras oticas se baseiam). 
Mas os campos nao sao nulos no meio 2; 0 que obtemos e a chamada onda evanescente, que e rapidamente atenuada e nao transporta 
energia para 0 meio 2. 19 

Uma maneira rapida de construir a onda evanescente e simplesmente citar os resultados da Se^ao 9.3.3, com kr = curi 2 / c e 

k t = hr (sen frxf cos Or z) ; 


a unica altera^o e que 


sen 0 t = — - sen 61 
n 2 


agora e maior que 1 e 

cos Ot — \/l - sen 2 Bt ~ i\] sen 2 Bt — 1 
e imaginario. (Obviamente, Bt nao pode mais ser interpretado como um angulol) 

(a) Mostre que 

Er(r, i) = Eo T e _KZ e i(fcx_wt) , 


(9.201) 




Figura 9.28 


1 9. Os campos evanescentes podem ser detectados colocando-se uma segunda interface a uma curta distancia a direita da primeira; em uma analogia proxima 
do tunelamento da mecanica quantica, a onda atravessa o intervalo e se recompoe a direita. Veja F. Albiol, S. Navas e M. V. Andres, Am. J. Phys. 61, 
165 (1993). 
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onde 

k = — \J{n\ sen#/) 2 - n\ e & = — ^sen#/. (9.202) 

c c 

Esta e uma onda propagando-se na dire^ao x (paralela a interface!), e atenuada na dire^ao z. 

(b) Observando que a (Equagao 9.108) e agora imaginario, use a Equa^o 9.109 para calcular o coeficiente de reflexao para polari- 
za£ao paralela ao piano de incidencia. [Observe que voce obtem 100 por cento de reflexao, o que e melhor do que em uma superficie 
condutora (veja, por exemplo, o Problema 9.21).] 

(c) Fa$a o mesmo para a polariza^ao perpendicular ao piano de incidencia (use os resultados do Problema 9.16). 

(d) Em caso de polariza^ao perpendicular ao piano de incidencia, mostre que os campos evanescentes (reais) sao 


E(r, t) = Eoe KZ cos(kx — ut)y ) 

Eq _ 

B(r ,t) = — e KZ [/^sen(/cx - ut) x + kcos(kx - wt) z] . 

U) 


(9.203) 


(e) Verifique se os campos em (d) satisfazem todas as equates de Maxwell (9.67). 

(f) Para os campos em (d), construa o vetor de Poynting e mostre que, na media, nao ha transmissao de energia na dire^o z. 

Problema 9.38 Considere a cavidade ressonante produzida fechando-se ambas as extremidades de um guia de onda retangular em 
z = 0 e em z ~ d, tornando-o uma caixa vazia perfeitamente condutora. Mostre que as frequences ressonantes tanto para o modo 
TE quando para o modo TM sao dadas por 

iOlmn - CK\J ( l/d ) 2 + (m/a) 2 + (n/6) 2 , (9.204) 

para os numeros inteiros /, m e n. Encontre os campos eletrico e magnetico associados. 


Capftulo 10 

Potenciais e campos 


10.1 A formula^ao do potencial 


10.1.1 Potenciais escalar e vetorial 

Neste capftulo perguntamos como as fontes (p e J) geram campos eletricos e magneticos; em outras palavras, procuramos 
a solu 9 ao geral para as equacoes de Maxwell, 


1 

(iii) 

V x E = 

9B 

(i) V • E = -p, 

£o 

~~dt ’ 

(ii) V • B = 0, 

(iv) 

VxB- 

T 5E 

MoJ + Poto-gj- 


( 10 . 1 ) 


Dados p(r,t) e J(r,i), quais sao os campos E(r ,t) e B(r, £)? No caso estatico, as leis de Coulomb e de Biot-Savart 
fornecem a resposta. 0 que estamos procurando, entao, e a generalizagao dessas leis para configuraijoes dependentes do 
tempo. 

Este nao e um problema facil e vale a pena comecar representando os campos em termos de potenciais. Em eletrostatica 
V x E = 0 nos permitiu escrever E como o gradiente de um potencial escalar: E = — VV. Em eletrodindmica isso nao 
e mais possfvel porque o rotacional de E nao e nulo. Mas B permanece com divergente nulo, de forma que ainda podemos 
escrever 


B = V x A, 


( 10 . 2 ) 


como na magnetostatica. Colocando isso na lei de Faraday (iii) temos 


V x E = 


d_ 

dt 


(V x A), 


ou 


V x 



— 0 . 


Eis aqui uma grandeza cujo rotacional, ao contrario de E sozinho, de fato se anula; ela pode, portanto, ser escrita como o 
gradiente de um escalar: 


E + 


dA 

dt 


= - VP. 


Em termos de V e A, entao, 


E =-W-f. 


(10.3) 


Isto se reduz a velha forma, e claro, quando A e constante. 

A representa^ao potencial (equates 10.2 e 10.3) automaticamente preenche as duas equa?6es homogeneas de Maxwell, 
(ii) e (iii). E quanto a lei de Gauss (i) e a lei de Ampere/Maxwell (iv)? Colocando a Equa?ao 10.3 em (i), constatamos que 


V 2 P+|(V-A ) = --p; 
at eo 


(10.4) 
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isso substitui a equagao de Poisson (a qual se reduz no caso estatico). Colocando as equagoes 10.2 e 10.3 em (iv) temos 


V x ( V x A) = jUqJ - /j, 0 eoV 



d 2 A 


ou, usando a identidade vetorial V x (V x A) = V(V • A) — V 2 A, e rearranjando os termos urn pouco: 


V 2 A — VO^O 


d 2 A 

dt 2 


V 


_ A dv , 

V ■ A + ] = -/ioJ. 


As equagoes 10.4 e 10.5 content todas as informagoes das equagoes de Maxwell. 


(10.5) 


Exemplo 10.1 

Encontre as distributes de carga e de corrente que fariam surgir os potenciais 

( Vo k 

V = 0, A = J 


4c 


(ct - |a;|) 2 z, para |*| < ct , 


para a; > ct, 


onde k e uma constante ec = 1/^/coJIo. 

Solugao: primeiro vamos determinar os campos eletrico e magnetico, usando as equagoes 10.2 e 10.3: 


B = V x A = 


Vo k d . 


x\) 2 y = ±^(ct-\x\)y, 


(positivo para x > 0, negativo para x < 0). Estes sao para |i| < ct; quando |.x| > ct, E = B = 0 (Figura 10.1). Calculando todas 
as derivadas a vista, encontro 


V • E = 0; V-B = 0; 


VxE.Tfj; 


VxB = -»*£; 

2 c ’ 


(9E fiokc A u,q k A 

~dt ~ 2 ~ Z; ~dt =± ^T y ' 

Como voce pode facilmente verificar, todas as equagoes de Maxwell sao satisfeitas com p e J nulos. Observe, no entanto. que B tern 
uma descontinuidade em x = 0, e isso sinaliza a presenga de uma densidade superficial de corrente K no piano yz; a condigao de 
contorno (iv) na Equagao 7.63 fornece 

kty - K x x, 


e, portanto, 


K = kt z. 


Evidentemente, temos aqui uma corrente superficial uniforme fluindo na diregao 2 sobre 0 piano x = 0, que comega em t = 0, e 
aumenta proporcionalmente a t. Observe que a noticia se propaga (em ambas as diregoes) a velocidade da luz: para pontos |*| > ct 
a mensagem (de que a corrente agora esta fluindo) ainda nao chegou, portanto os campos sao nulos. 



Figura 10.1 
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Problema 10.1 Mostre que as equagoes diferenciais para V e A (equagoes 10.4 e 10.5) podem ser escritas de forma mais simetrica 


□ 2 V + 


dL 

dt 



□ 2 A — VL = — 


(10.6) 


onde 




e 


L = V • A + fi 0 e o 


dV 
dt ’ 


Problema 10.2 Para a configuragao no Exemplo 10.1, considere uma caixa retangular de comprimento l> largura w e altura /i, situada 
a uma distancia d acima do piano yz (Figura 10.2). 

(a) Encontre a energia na caixa no tempo 1 1 = d/c, e em t 2 — (d + h)jc. 

(b) Encontre o vetor de Poynting e determine a energia por unidade de tempo que flui para dentro da caixa no intervalo t\ <t < t 2 . 

(c) Integre o resultado em (b) de t\ a t 2 e continue que o aumento de energia (parte (a)) e igual ao influxo hquido. 



Figura 10.2 


10.1.2 Transformacoes de calibre 

As equagoes 10.4 e 10.5 sao feias, e voce pode se sentir inclinado, a esta altura, a abandonar de vez a formulagao do 
potencial. No entanto, conseguimos reduzir seis problemas — encontrar E e B (tres componentes cada) — para quatro: V 
(um componente) e A (mais tres). Alem disso, as equagoes 10.2 e 10.3 nao definem univocamente os potenciais; ficamos 
livres para impor condigoes extras a V e A, desde que nada acontega com E e B. Vamos descobrir precisamente o que essa 
liberdade de calibre acarreta. Suponha que temos dois conjuntos de potenciais, (V, A) e ( V A'), que correspondem aos 
mesmos campos eletrico e magnetico. De quanto pode ser a diferenga entre eles? Escreva 

A' = A + a e V' = V + /3. 

Como os dois A resultam no mesmo B, seus rotacionais devem ser iguais e, portanto, 

V x a = 0. 

Podemos entao escrever a como o gradiente de algum escalar: 


a = VA. 


Os dois potenciais tambem resultam no mesmo E, entao 
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A vantagem do calibre de Coulomb e que o potencial escalar e particularmente simples de ser calculado; a desvantagem 
(alem da aparencia nao causal de V ) e que A e particularmente dificil de ser calculado. A equagao diferencial para A (10.5) 
no calibre de Coulomb e 

„o A <9 2 A _ „fdV\ 

V^A-zroeo-^j- = -MoJ + MoeoV ( — J . (10.11) 

O calibre de Lorentz. No calibre de Lorentz, escolhemos 


V ■ A - 


-mo 


dV 

~dt' 


(10.12) 


0 objetivo aqui e eliminar o termo medio da Equagao 10.5 (na linguagem do Problema 10.1, faz-se L ~ 0). Com isso 


_o A V ^ , 

V A ~ mo -7^2 = -MoJ- 

Enquanto isso, a equagao diferencial para V , (10.4), torna-se 

_2 T r 0 2 V 1 

V V - P0^0~KW = P- 

at 2 e 0 

A virtude do calibre de Lorentz e que ele trata V e A nas mesmas bases; o mesmo operador diferencial 


(10.13) 


(10.14) 




(chainado operador d’alembertiano) ocorre em ambas as equates: 


(i) a 2 v = -- P , 

eo 

(ii) D 2 A = ~(i qJ. 


(10.15) 


(10.16) 


Esse tratamento democratico de V e A e particularmente agradavel no contexto da relatividade especial, onde o d’alem- 
bertiano e a generaliza^ao natural do laplaciano, e as Equates 10.16 podem ser consideradas versoes quadridimensionais 
da equa?ao de Poisson. (Nesse mesmo espirito, a equa?ao de onda para a velocidade de propaga?ao c, O 2 / = 0, pode 
ser considerada a versao quadridimensional da equagao de Laplace.) No calibre de Lorentz V e A satisfazem a equagao 
de onda nao homogenea, com urn termo ‘fonte’ (em lugar de zero) a direita. Daqui por diante usarei exclusivamente o 
calibre de Lorentz e toda a eletrodinamica se reduz ao problema de resolver a equagdo de onda nao homogenea parafontes 
especificadas. Esse e o meu objetivo para a proxima segao. 


Problema 10.6 Qual dos potenciais no Exemplo 10.1, Problema 10.3 e Problema 10.4 estao no calibre de Coulomb? Quais estao no 
calibre de Lorentz? (Observe que esses calibres nao sao mutuamente excludentes.) 

Problema 10.7 No Capitulo 5 mostrei que e sempre possivel escolher urn potencial vetorial cujo divergente e nulo (calibre de 
Coulomb). Mostre que e sempre possivel escolher V ■ A = -po€o (dV/dt), como exigido pelo calibre de Lorentz, assumindo que 
voce saiba como resolver as equagoes da forma 10.16. E sempre possivel escolher V — 0? E quanto a A = 0? 


10.2 Distributes contmuas 

10.2.1 Potenciais retardados 

No caso estatico, as Equagoes 10.16 reduzem-se a (quatro copias) equagao de Poisson, 

v 2 v = --p, v 2 A = - Mo J, 

^0 
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com as solugoes conhecidas 


V(r) = 


1 

47T60 


P( r') 


dr', 


A(r) = 


Mo f J(r') 

47 t J 1 


dr', 


(10.17) 


onde*, como sempre, e a distancia entre o ponto fonte r'eo ponto r do campo (Figura 1 0.3). Agora, a ‘noticia’ eletromagnetica 
viaja a velocidade da luz. No caso nao estatico, portanto, nao e o status da fonte o que interessa neste momento, mas sim sua 
condi?ao em algum tempo anterior t r (chamado de tempo retardado) quando a ‘mensagem’ partiu. Como essa mensagem 
deve percorrer a distancia n,, o retardo e n.jc. 



(10.18) 


A generalizafao natural da Equagao 10.17 para fontes nao estaticas e, portanto, 


V(r,t) 


1 f p(r',t r) 

47TC0 J 1 


dr 1 , 


A(r,f) 


M0 f ) fr) ^ / 
47 r / i 


(10.19) 


Aqui p( r', f r ) e a densidade de carga que prevalecia no ponto r' no tempo retardado t r . Como os integrandos sao calculados 
no tempo retardado, sao chamados de potenciais retardados. (Falo ‘do’ tempo retardado, mas e claro que as partes mais 
distantes da distribui?ao de carga tern tempos retardados anteriores aos das mais proximas. E como o ceu noturno: a luz que 
vemos agora deixou cada estrela a urn tempo retardado correspondente a distancia que a estrela esta da Terra.) Observe que 
os potenciais retardados reduzem-se adequadamente a Equa?ao 10.17 no caso estatico, para o qual p e J sao independentes 
do tempo. 

Bern, tudo isso parece razoavel — e surpreendentemente simples. Mas temos absoluta certeza de que estamos certosl Nao 
deduzi, de fato, essas foimulas para V e A; tudo o que fiz foi recorrer a um argumento heurfstico (‘a noticia eletromagnetica 
viaja a velocidade da luz ) para faze-las parecer plausiveis. Para provd-las, preciso demonstrar que elas satisfazem a equa 9 ao 
de onda nao homogenea (10.16) e obedecem a condi^ao de Lorentz (10.12). Caso voce ache que estou sendo meticuloso 
demais, quero alerta-lo de que se aplicar o mesmo argumento aos campos obtera uma resposta totalmente errada: 


E(r ,t)± 


47TC0 


p(r',tr) 


Hr', B(r,0^at / J(r '’ t I )X N r', 
47r J n, 1 


como seria de se esperar se a mesma ‘logica’ funcionasse para as leis de Coulomb e de Biot-Savart. Vamos parar e verificar, 
entao, se o potencial escalar retardado satisfaz a Equa^ao 10.16; em essencia, o mesmo argumento serviria tambem para o 
potencial vetorial. 2 Deixarei para voce (Problema 10.8) verificar se os potenciais retardados obedecem a condi?ao de Lorentz. 

No calculo do laplaciano de V (r, t), o ponto crucial a observar e que o integrando (na Equa?ao 10. 19) depende de r em 
dois lugares: explicitamente, no denominador (* = |r - r'|), e implicitamente, atraves de t r = t - ilc, no numerador. Assim 


e 


W 


= — / 
47re 0 J 


(Vp)-+pV f- 


dr\ 


Vp = pVt r ~ --pVl 
c 


(10.20) 

( 10 . 21 ) 



Figura 10.3 


2. Vou Ihe dar a prova direta, embora trabalhosa; para um argumento indireto engenhoso, veja M. A. Heald e J. B. Marion, Classical Electromagnetic 
Radiation , 3- ed., Se^ao 8.1 (Orlando, FL: Saunders (1995)). 
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(o ponto denota diferencia?ao com relaijao ao tempo). 3 Agora V* = i e V(l/*) = -.i/7. 2 (Problema 1.13), entao 

1 


w = 


4vre 0 


/ 


p * 4 

P ” 2 

C ■ 1 


Tomando o divergente, 

vV = 

Mas 

como na Equaijao 10.21, e 

(Problema 1.62), enquanto 

(Equagao 1.100). Entao 


47T6o 


(*-)} 


w \ 



-■(Vp) + pV 


_. i.._ i... 

\ p = — pvT- = — p-fc, 

c c 


dr'. 


(Vp) + pV 


?)]}*'■ 


V- 


- 47 r<5 3 (-i) 


v 2 y = 


47reo 


•4- - 47rp<5 3 (-i) 

7- 


J , i a 2 y i , , 
dT = ?S(7-y (r ' i) ’ 


confirmando que o potencial retardado ( 1 0. 1 9) satisfaz a equaijao de onda nao homogenea (10.16). 
A proposito, esta prova aplica-se igualmente bem a potenciais avanqados. 


W) = 3^/ 


^M d r‘ 


l “ (r ’ t) = s/ 


Mo f J(r'_^o) dr , 


nos quais as densidades de carga e de corrente sao calculadas no tempo avan<jado 


c.q.d 


(10.22) 


(10.23) 


t a = t + ~ c . (10.24) 

Uns poucos sinais mudam, mas o resultado final fica inalterado. Embora os potenciais avamjados sejam totalmente coeren- 
tes com as equa?6es de Maxwell, violam o mais sagrado dos principios da ffsica: o principio da causalidade. Eles sugerem 
que os potenciais agora dependem do que as distributes de carga e de corrente serao em algum tempo futuro — o efeito, 
em outras palavras, precede a causa. Embora os potenciais avatujados sejam teoricamente interessantes, nao tern significado 
ffsico direto. 4 


Exemplo 10.2 


Urn fio reto infinite) transporta a corrente 


m = 


0, para t < 0, 
Io , parat>0. 


Ou seja, uma corrente estatica I 0 6 ligada abruptamente em t = 0. Encontre os campos eletrico e magnetico resultantes. 

Solugao: presumivelmente o fio e eletricamente neutro, de forma que o potencial escalar e zero. Considere que o fio esta ao longo 
do eixo 2 (Figura 10.4); o potencial vetorial retardado no ponto P e 


A M =fz r^i d , 

47T / 4 

J — oo 


Para t < s/c> a ‘notfeia’ ainda nao chegou a P, e o potencial e nulo. Para t > s/c, somente o segmento 


\z\ < 1 / (ct) 2 - s 2 


(10.25) 


3. Observe que d/dt r = d/dt, ja que t r — t - independente de t. 

4. Como o d’alembertiano envolve t 2 (em oposigao a a teoria em si e invariante sob inversao temporal, e nao distingue ‘passado’ de ‘futuro’. A 
assimetria temporal 6 introduzida quando preferimos os potenciais retardados aos potenciais avangados, refletindo a crenga (bastante razodvel!) de que 
as influences eletromagneticas propagam-se para a frente, e nao para tr&s, no tempo. 
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contribui (fora desse ambito t r e negativo, de forma que I(t r ) = 0); assim 
A (s,t) = 


( V 0I ° ‘ 

>/■ 

\ 47T / 

Vo 


\Z{°t ) 2 - 


dz 


y/s 2 + z 2 


2t r 


z In ( a / s 2 +z 2 + z) 


*+/(<*)* -a* 


O campo eletrico e 


e o campo magnetico e 


E(«,t) = 


dA 

dt 


2ix 




z. 


27r v / (ct) 


2 e 2 


B(s,t) = V x A = ^ SL 


ds 2i xs 


yi ^) 2 — s 2 


4>- 


Observe que a medida que t -4 oo reencontramos o caso estatico: E = 0, B = (noIo/2ns) <f>. 


Problema 10.8 Confirme que os potenciais retardados satisfazem a condi 9 ao do calibre de Lorentz. [Dica: mostre primeiro que 

v '(i)4< v J > + r< v ' J )- v ''©. 

onde V denota derivadas com respeito a r, e V' denota derivadas com respeito a r'. Em seguida, observando que J(r' t - */ c ) 
dependeder tanto exphcitamente quanto atraves de enquanto depende de r somente atraves de 4 , confirme que 

V.J = -ij.(V*), V'.J = -p-Ij.(V^). 

Use isso para calcular o divergente de A (Equagao 10.19).] 

Problema 10.9 

(a) Suponha que pelo fio do Exemplo 10.2 passa uma corrente que aumenta linearmente 

I(t) ~ kt , 

para t > 0. Encontre os campos eletrico e magnetico gerados. 

(b) Faga o mesmo para o caso de um pulso repentino de corrente: 

I(t) = qoS(t). 

Problems 10.10 Por um peda 9 o de fio dobrado na forma de espira, como mostra a Figura 10.5, passa uma corrente que aumenta 
linearmente com o tempo: 

I(t) = kt (—00 < t < oo). 

Ca.culeopotencial vetorial retardado A no centra. Encontre o campo eletrico no centra. Por que esse fio (neutro) produz um campo 
eletrico! (Por que voce nao pode determinar o campo magnetico a partir desta expressao para A?) 



10.2.2 Equagdes de Jefimenko 

Dados os potenciais retardados 


A ^ = £/ 


jM o f J(r / , £ r ) ^ 


(10.26) 


ein principio e uma questao simples determinaros campos: 


E = - W- 


B = V x A. 


(10.27) 


Mas os detalhes nao sao totalmente triviais porque, como mencionei antes, os integrandos dependem de r tanto explicita- 
mente, atraves de n, = |r - r' | no denominador, quanto implicitamente, atraves do tempo retardado t r = t-*/c no argumento 
do numerador. 

Ja calculei o gradiente de V (Equaqao 10.22); a derivada temporal de A e facil: 


dA _ jiQ 

dt 4n 



(10.28) 


Colocando-os juntos (e usando c 2 = 1/jUoeo): 


(10.29) 

Esta 6 a generalizaqao da lei de Coulomb para o caso dependente do tempo, a qual se reduz ao caso estatico (onde o 
segundo e o terceiro termo caem fora e o primeiro termo perde sua dependencia em t r ). 

Quando para B, o rotacional de A contem dois termos: 




(10.30) 
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Enquanto isso V (1 fn) ~ —i/^ 2 (novamente, Problema 1.13), e consequentemente 



J(^> tr) j( r ',tr) 

4 2 05- 


x idr' . 


(10.31) 


Esta e a general izagao da lei de Biot-Savart para o caso dependente do tempo, ao qual se reduz no caso estatico. 

As equagoes 10.29 e 10.31 sao as solugoes (causais) para as equagoes de Maxwell. Por alguma razao, elas aparentemente 
nao foram publicadas ate recentemente — a primeira declaragao explicita da qual tenho conhecimento e de Oleg Jefimenko, 
em 1966. 5 Na pratica, as equagoes de Jefimenko tem utilidade limitada, ja que 6 tipicamente mais facil calcular os potenciais 
retardados e diferencia-los do que ir diretamente aos campos. Mesmo assim, elas fomecem uma sensagao satisfatoria de 
fechamento para a teoria. E tambem ajudam a esclarecer uma observagao que fiz na segao anterior: para obter os potenciais 
retardados, basta substituir t por t r nas formulas eletrostatica e magnetostatica, mas no caso dos campos nao so o tempo e 
substitui'do pelo tempo retardado, mas aparecem termos completamente novos (inclusive derivadas de p e J). E eles se revelam 
urn apoio surpreendentemente forte para a aproximagao quase-estatica (veja o Problema 10. 12). 


Problema 10.11 Suponha que J(r) e constante no tempo, portanto (Problema 7.55) p(r. t) = p( r, 0) + p(r, 0 )t. Mostre que 

1 


E(r ,t) = 


p( r ',t) e j /. 

— 3— , 


47T6o J ^ 

ou seja, a lei de Coulomb se aplica com a densidade de carga calculada no tempo nao retardado. 


Problema 10.12 Suponha que a densidade de corrente varie de forma suficientemente lenta para que possamos (em boa aproximagao) 
ignorar todas as derivadas mais altas na expansao de Taylor 

J (tr) = J(£) 4* (t r - t)3(t) + . . . 

(para maior clareza, suprimo a dependencia em r, que nao esta em questao). Mostre que urn cancelamento fortuito na Equagao 10.31 
resulta em 

B(r, () = ~ 

47r J 

Ou seja: a lei de Biot-Savart se aplica com J calculado em tempo nao retardado. Isso significa que a aproximagao quase-estatica e, 
de fato, muito melhor do que poderiamos esperar: os dois erros envolvidos (desprezar o retardamento e eliminar o segundo termo na 
Equagao 10.31) cancelam em primeira ordem. 


10.3 Cargas pontuais 

10.3.1 Potenciais de Lienard-Wiechert 

Meu proximo objetivo e calcular os potenciais (retardados), V (r, t ) e A(r, t), de uma carga pontual q que esta se movendo 
em uma trajetoria especlfica 

w (t) = posigao de q no tempo t. ( 1 0.32) 

O tempo retardado e determinado implicitamente pela equagao 

|r-w(t r )| = c(t-t r ), (10.33) 

pois o lado esquerdo e a distancia que a ‘notfcia’ tem de viajar, e (t - t r ) e o tempo que leva para fazer a viagem (Figura 10.6). 
Vou chamar w(t r ) de posigao retardada da carga; ieo vetor entre a posigao retardada e o ponto r do campo: 

* = r-w(f r ). (10.34) 


5. O. D. Jefimenko, Electricity and Magnetism , Segao 15.7 (Nova York: Appleton-Century-Crofts, 1996). Expressoes bastante proximas aparecem em W. 
K. H. Panofsky e M. Phillips, Classical Electricity and Magnetism, Segao 14.3 (Reading, MA: Addison-Wesley, 1962). Veja K. T. McDonald, Am. J. 
Phys. 65, 1074 (1997) para comentarios e referencias esclarecedores. 
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Figura 10.6 


E importante observar que no maximo um ponto da trajetoria esta ‘em comunicagao’ com r em qualquer tempo determi- 
nado t. Pois suponha que houvesse dois desses pontos, com tempos retardados t\ e to' 

= e * 2 = c(t-t 2 ). 

Entao ^ - 4 2 = c(t 2 - 1 1 ) , de forma que a velocidade media da particula em diregao ao ponto r teria de ser c — e isso sem 
contar a velocidade, seja ela qual for, que a carga pode ter em outras diregoes. Como nenhuma particula carregada pode viajar 
a velocidade da luz, segue-se que somente um ponto retardado contribui para os potenciais, em qualquer momento dado. 6 
Agora, uma leitura ingenua da formula 

< 1035 > 

talvez sugira a voce que o potencial retardado de uma carga pontual e, simplesmente, 

1 Q 

4-7reo n, 

(o mesmo que no caso estatico, mas com o entendimento de que 4 e a distancia a posigao retardada da carga). Mas isso esta 
errado por um motivo muito sutil: e verdade que para uma carga pontual o denominador* sai da integral, 7 mas o que resta, 

J p(r , ,f r )dT , ) (10.36) 

nao e igual a carga da particula. Para calcular a carga total de uma configuragao, voce tern de integrar p sobre toda a distribuigao 
em um instante de tempo, mas aqui o retardo, t r — t — -fc/c, nos obriga a calcular p em tempos diferentes para partes diferentes 
da configuragao. Se a fonte estiver se movendo, isso nos dara uma imagem distorcida da carga total. Voce pode pensar que 
esse problema desapareceria para cargas pontuais, mas nao desaparece. Na eletrodinamica de Maxwell, formulada como e 
em termos de densidades de cargas e de correntes, uma carga pontual tern de ser considerada como o contorno de uma carga 
ampliada, quando o tamanho diminui a zero. E para uma particula ampliada, por menor que seja, o retardo na Equagao 10.36 
acrescenta um fator (1 — i • v/c) -1 , onde v e a velocidade da carga no tempo retardado: 

/ <’( r 'A) < fr'= i' ./.v/c ' "°- 37 > 

Prova: este e um efeito puramente geometrico e contar a historia em um contexto menos abstrato pode ajudar. 

Voce nao tera notado, por motivos obvios, mas o fato e que um trem que vem na sua diregao parece um pouco 
mais longo do que realmente e, ja que a luz que voce recebe do ultimo vagao partiu antes da luz que voce recebe 
simultaneamente da locomotiva e naquele primeiro momento o trem estava mais longe (Figura 10.7). No intervalo 
que a luz do ultimo vagao leva para percorrer a distancia extra L\ o proprio trem movimenta-se uma distancia 
U - L: 


6. Pela mesma razao, um observador emrvea particula em apenas um lugar por vez. Em contrapartida, e possivel ouvir um objeto em dois lugares ao 
mesmo tempo. Considere um urso que ruge para voce e depois corre na sua diregao a velocidade do som e ruge novamente; voce ouvird os dois rugidos 
ao mesmo tempo, vindo de dois lugares diferentes, mas o urso e um so. 

7. Existe, no entanto, uma mudanga implicita na sua dependence funcional: antes da integragao, n. = |r-rjduma fungao de r e r'; depois da integragao 
(que fixa r' = w(t r ))n. = |r - w(t r )| 6 (como t r ) umafungao de re t. 
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Figura 10.7 


De forma que trens que se aproximam parecem mais longos, por um fator (1 - v/c)~\ Em contrapartida, 
urn trem que se afasta de voce parece mais cwrto, 8 por um fator (1 + v/c)-\ Em geral, se a velocidade do trem 
forma um angulo 6 com a sua linha de visao, 9 a distancia a mais que a luz do ultimo vagao tern de percorrer e 
L' cos 6 (Figura 10.8). No tempo L' cos 0/c, o trem movimenta-se uma distancia (V - L): 

L' cos 0 L' - L . L 

= , ou L'= . 

c v 1-ucos 9/c 

_ Observe que este eteito nao distorce as dimensoes perpendiculares ao movimento (altura e largura do trem). 
Nao se preocupe que a luz do lado distante se atrase para chegar ate voce (com rela$ao a luz do lado mais 
proximo) — ja que nao ha movimento nesse sentido, elas ainda parecerao estar separadas pela mesma distancia. 
O volume aparente r' do trem, entao, esta relacionado ao volume defato r por 


T 


/ 


r 

1 -i-v/c 


(10.38) 


onde i e um vetor unitario do trem para o observador. 

Caso a conexao entre trens em movimento e potenciais retardados lhe escape, o caso e o seguinte: sempre que 
voce resolve uma integral do tipo 10.37, na qual o integrando e calculado no tempo retardado, o volume de fato 
e modificado pelo fator da Equa?ao 10.38, justamente como o volume aparente do trem o foi — e pelo mesmo 
motivo. Como esse fator de corre^ao nao faz referenda ao tamanho da partfcula, e tao significativo para uma 
carga pontual quanto para uma carga ampliada. c.q.d 


Segue-se entao que 


V(r,t) 


1 qc 
47T€o (*C - * • V) ’ 


(10.39) 


L' 



8 . 

9. 


Por favor, observe que isto nada tem a ver com a relatividade especial ou com a contra f ao de Lorentz — Leo comprimento do trem em movimento e 
seu comprimento em repouso nao esta em questao. O argumento de certa forma lembra o efeito Doppler. 

fe” Sos e pmldi a s. 10n8e ° SUfidente ° U ’ melh ° r ainda> S6ja CUrt ° ° baStame Para qU<i ° S rai ° S QUe V6m d ° “ ltim0 Vag5 ° e da locomo,iva Possam 
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onde v e a velocidade da carga no tempo retardado e * e o vetor da pos^ao retardada para o ponto r do campo. Enquanto isso, 
como a densidade de corrente de um objeto rfgido e pv (Equa?ao 5.26), temos tambem 



,t r )\(t r ) 

n. 



ou 


A(r, t) 


Mo gcv 
47r (ic “ • v) 



(10.40) 


As equa$oes 10.39 e 10.40 sao os famosos potenciais de Lienard-Wiechert para uma carga pontual em movimento. 10 


Exemplo 10.3 

Encontre os potenciais de uma carga pontual movendo-se a velocidade constante. 

Solugao: por convenience, digamos que a particula passa pela origem no tempo t — 0, de forma que 

w (t) ~ vt. 

Primeiro calculamos o tempo retardado, usando a Equa 9 ao 10.33: 

|r - vtr\ - c(t - tr), 


ou, elevando ao quadrado: 

r 2 - 2r • vt r + v 2 t 2 r = c 2 (t 2 - 2 tt r + 1 2 ). 
Resolvendo para t r pela formula quadratica, concluo que 

+ ( (?t - r • v) db \J (c 2 t r • v) 2 -f (c 2 ~ v 2 )(r 2 - c 2 t 2 ) 

t r — - 

& — v z 


(10.41) 


Para escolher o sinal, considere o limite v = 0: 


t r = t± 


Neste caso, a carga esta em repouso na origem e o tempo retardado deve ser (t - r/c); evidentemente queremos o sinal negativo . 
Agora, das equates 10.33 e 10.34, 


i = c(t-t r ) e i = 


r - vt r 


c(t - tr) ’ 


entao 


4.(1— -£-v/c) =c(t — tr) 


1 __ v (r - Vt r ) 
c c(t~~t r ) 


, , \ v r v 

— C(t t r ) — 4" t r 

c c. 


= -[(c' t - r • v) - (c - v )t r ] 

— ^ yj(c 2 t - r ■ v) 2 + (c 2 - v 2 )(r 2 - c 2 t 2 ) 
(Usei a Equa^ao 10.41 com o sinal negativo no ultimo passo). Portanto, 

1 qc 


V(r ,t) 


e (Equagao 1 0.40) 


47reo ,/(c 2 t - r • v) 2 + (c 2 - v 2 )(r 2 - c 2 t 2 ) ’ 

A( r t) = M ° qCV 

4tt _ r . v) 2 + (c 2 - « 2 )(r 2 - c 2 f 2 ) ' 


(10.42) 


(10.43) 


10. Ha muitas maneiras de obter os potenciais de Lienard-Wiechert. Procurei enfatizar a origem geometrica do fator (1 - i ■ v/c) “ 1 ; para um comentario 
esclarecedor veja W. K. H. Panofsky e M. Phillips, Classical Electricity and Magnetism , 2- ed., p. 342-3 (Reading, MA: Addison-Wesley, 1962). Uma 
dedu 9 ao mais rigorosa pode ser encontrada em J. R. Reitz, F. J. Milford e R. W. Christy, Foundations of Electromagnetic Theory , 3^ ed., Se$ao 21.1 
(Reading, MA: Addison-Wesley, 1979), ou M. A. Heald e J. B. Marion, Classical Electromagnetic Radiation , 3- ed., Se 5 ao 8.3 (Orlando, FL: Saunders 
1995). 
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Problema 10.13 Uma partfcula de carga q move-se em um cfrculo de raio a a uma velocidade angular constante u. (Assuma que o 
circulo esta no piano xy, centrado na origem, e no tempo t = 0 a carga esta em (a, 0), no eixo x positivo.) Encontre os potenciais de 
Lienard-Wiechert para pontos no eixo 2 . 




Problema 10.14 Mostre que 0 potencial escalar de uma carga pontual movendo-se a velocidade constante (Equa$ao 10.42) pode ser 
escrito de forma equivalente como 


V(r,t) = 


_! g 

47r£ 0 R^Jl- v 2 sen 2 8/c 2 ' 


(10.44) 


onde R = r - v£ e 0 vetor posigao presente (!) da partfcula para o ponto r de campo, e 9 e o angulo entre Rev (Figura 10.9). 
Evidentemente, para velocidades nao relativfsticas (v 2 <C c 2 ), 


V(r,t) 


l q 

4neo R 


Problema 10.15 Mostrei que no maximo um ponto da trajetoria da partfcula se comunica com r em qualquer tempo dado. Em alguns 
casos, esse ponto pode nao existir (um observador em r nao veria a partfcula — na colorida linguagem da Relatividade Geral, ela 
esta ‘alem do horizonte’)- Como exemplo, considere uma partfcula em movimento hiperbolico ao longo do eixo x: 

w (t) - s/b^+Jc^x (-00 <t < 00 ). (10.45) 

(Na Relatividade Especial, essa e a trajetoria de uma partfcula sujeita a uma for?a constante F = me 2 /ft.) Desenhe o grafico de w 
versus t. Com quatro ou cinco pontos representatives na curva, desenhe a trajetoria de um sinal de luz emitido pela partfcula naquele 
ponto — tanto no sentido de x positivo quanto no de x negativo. Que regiao do seu grafico corresponde aos pontos e tempos (x, t) 
dos quais a partfcula nao pode ser vista? Em que tempo alguem no ponto x ve primeiro a partfcula? (Antes disso 0 potencial em x e, 
evidentemente, zero.) Depois de ja ter sido vista, uma partfcula pode desaparecer do campo de visao? 

Problema 10.16 Determine os potenciais de Lienard-Wiechert para uma carga em movimento hiperbolico (Equa?ao 10.45). Assuma 
que 0 ponto r esta no eixo xea direita da carga. 



Figura 10.9 


10.3.2 Os campos de uma carga pontual em movimento 

Estamos agora em posii^io de calcular os campos eletrico e magnetico de uma carga pontual em movimento arbitrario, 
usando os potenciais de Lienard-Wiechert: 1 1 




1 qc 
47TC0 (tc - <4. • v) ’ 


e as equa?oes para E e B: 


E 


-W- 


dA 

dt ’ 


A diferenciafao, no entanto, e complicada porque 


A.( r ,f) = Jv(r,i), 

B = V x A. 


(10.46) 


I = r - w (t r ) e v = w (t r ) 


(10.47) 


11. Voce pode obter os campos diretamente das equafoes de Jefimenko, mas nao e facil. Veja, por exemplo, M. A. Heald e J. B. Marion, Classical 
Electromagnetic Radiation , 3- e d., Segao 8.4 (Orlando, FL: Saunders, 1995). 
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sao ambos calculados no tempo retardado e t r — definido implicitamente pela equa§ao 

|r - w(i r )| = c(t - t r ) 


(10.48) 


- e em si uma fun 5 ao de r e t. n Entao, fique firme: as duas proximas paginas sao trabalhosas. . . mas a resposta vale o esfor§o. 
Vamos come§ar com o gradiente de V : 


VV = 


qc 


-1 


47T60 (iC — -4 • V) 2 


V {'ic — >v • v). 


Como 4 = c(t - t r ), 

V-j- = -cVi r . 

Quanto ao segundo termo, a regra de produto 4 resulta em 

V(-4 ■ v) = (-4 • V)v + (v • V)-4 + <4 x (V x v) + v x (V x - 4 ). 

Calculando esses termos, um de cada vez: 

, ( d d d \ . . 

( *' V)V " 

dv dt r dv dt r civ dt r 
dt r dx ' ly dt r dy ^ ' lz dt r dz 

= a(* • Vi r ), 

onde a = v e a aceleragao da partlcula no tempo retardado. Agora 

(v • V)<4 = (v • V)r - (v • V)w, 
e 

. _. ( d d a\.. . 

(vV)r = 


v x x + v y y + v z z = v, 


enquanto 


(v ■ V)w = v(v • Vt r ) 

(0 mesmo racioclnio da Equa?ao 10.52). Passando ao terceiro termo da Equaijao 10.51, 


dv z dv. 


dy dz 


__ u z Uy ^ \j Vx t/t/> ’ . 

V x v = x + v 

v a.. 1 j 


dv x dv 2 


dv z dt r dv y dt r 
dt r dy dt r dz 


x + 


dz dx 

dv x dt r dv z dt r 

dt r dz dt r dx 

= -a x Vi r . 


&Vy _ dVx 

dx dy 


dv y dt r dv x dt r 
^ dt r dx dt r dy 


Finalmente, 


Vxt = Vxr-Vxw, 

mas V x r = 0, enquanto pelo mesmo argumento da Equa?ao 10.55, 

VXW = —V X Vt r . 


(10.49) 

(10.50) 

(10.51) 


(10.52) 


(10.53) 


(10.54) 


(10.55) 

(10.56) 

(10.57) 


Colocando tudo isso de volta na Equa^ao 10.51, e usando a regra ‘BAC-CAB’ para reduzir os produtos vetoriais triplos, 

V(- 4 -v) = a(* • Vt r ) + v - v(v • Vi r ) --4 x (a x Vi r ) 4- v x (v x Vf r ) 

= v + (-4 ■ a - v 2 ) Vt r . (10.58) 


12. O cdlculo a seguir foi feito pelo metodo mais direto da ‘forga bruta’. Para uma abordagem mais inteligente e eficiente, veja J. D. Jackson, Classical 
Electrodynamics , 3- ed., Segao 14.1 (Nova York: John Wiley, 1999). 
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Juntando as equates 10.50 e 10.58, temos 

W = [v + (c 2 - v 2 + -t • a) ViJ . (10.59) 

47 T 60 { 1 C - * • v) 2 L ' 1 

Para completar o calculo, precisamos conhecer Vt r . Isso pode ser feito tomando-se o gradiente da equa^ao que define 
(10.48) — o que ja fizemos na Equa?ao 10.50 — e expandindo Vv. 


-cVt r = Vr = V V* • * = 


2 V* ■ * 


V (* • *) 


1 


[(•*. • V)-M--». x (V x *)]. 


Mas 

(* • V)* = * - v(* • Vt r ) 

(a mesma ideia que da Equa^ao 10.53), enquanto (das equa?oes 10.56 e 10.57) 


(10.60) 


Vxi=(vx Vt r ). 


Assim 


-cVtr = -[* - v(* ■ Vtr ) + * x (v X Vt r )\ = -[*- (-> • v)Vi r ], 

4- £ 


e entao 


Vt r = 


--4 


4C — 4 • V 

Incorporando esse resultado a Equate) 10.59, concluo que 

1 


W = 


qc 


(«:-*■ v) v - (c 2 - w 2 + * • a)-t 


47T6o (tc - * • v) 3 

Um calculo semelhante que deixarei para voce (Problema 10.17) resulta em 

1 qc 


dA 

dt 


47TC0 («: — *• v) 3 


(«:-*• v)(-v + m/c) 


+ - (c 2 - v 2 + * ■ a)v 

c 


(10.61) 


(10.62) 


(10.63) 


Combinando esses resultados e introduzindo o vetor 


u = ci - v, 


encontro 



Enquanto isso, 

V x A = x (Vv) = ^[V(V X v) - V x (VI/)]. 

Ja calculamos V x v (Equa?ao 10.55) e W (Equa?ao 10.62). Juntando ambos, 

VxA = -- ~~ - — x [(c 2 - u 2 )v + (* • a)v + it ■ u)a] 
c 4ire 0 (u • *) 3 v ’ v ' J 


(10.64) 

(10.65) 


A grandeza entre colchetes e visivelmente semelhante a da Equagao 10.65, que pode ser escrita usando-se a regra BAC-CAB, 
como [(c 2 - w 2 )u + (-4 • a)u - (* • u)a]; a principal difere^a e que temos v em vez de u nos dois primeiros termos. De fato, 
como de qualquer forma esta tudo multiplicado vetorialmente por*, podemos impunemente trocar v por -u; o termo extra 
proporcional a i anula-se no produto vetorial. Segue-se que 


B(r, i) — x E(r, i). 


( 10 . 66 ) 
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Evidentemente, o campo magnetico de uma carga pontual e sempre perpendicular ao campo eletrico e ao vetor a partir 
do ponto retardado . 

0 primeiro termo em E (o que envolve (c 2 -v 2 )u) cai com o inverso do quadrado da distancia da particula. Se a velocidade 
e a acelera 9 ao sao nulas, somente esse termo permanece, reduzindo-se ao velho resultado eletrostatico 


E = 


J_ig. 

47T6o 2 2 


Por essa razao, o primeiro termo em E e as vezes chamado de campo de Coulomb generalizado. (Como ele nao depende 
da aceleragao, e tambem conhecido como campo de velocidade.) 0 segundo termo (que envolve * x (u x a)) cai com o 
inverso da primeira potencia de- 2 .ee, portanto, dominante a grandes distancias. Como veremos no Capftulo 1 1, este e o termo 
responsavel pela radiagao eletromagnetica; coerentemente, ele e chamado de campo de radiagao — ou, como e proporcional 
a a, de campo de aceleragao. A mesma terminologia se aplica ao campo magnetico. 

No Capftulo 2, comentei que se pudessemos escrever a formula para a forga que uma carga exerce sobre outra, toda a 
eletrodinamica, em princfpio, estaria resolvida. Isso, juntamente com o princfpio da superposigao, nos diria qual a forga 
exercida em uma carga de prova Q por qualquer que fosse a configuragao. Bern... aqui esta: as equates 10.65 e 10.66 nos 
dao os campos e a lei de forga de Lorentz determina a forga resultante: 


F - 


+ 


qQ 


{ [(c 2 -ti 2 )u+ix(uxa)| 


47TCo (* ■ u) 3 
— x [4 x [(c 2 - w 2 )u + >i x (u x a)]] } , 


(10.67) 


onde V e a velocidade de Q, e u, v e a sao todos calculados no tempo retardado. Toda a teoria da eletrodinamica classica 
esta contida nessa equagao. . . mas voce ve por que preferi comegar pela lei de Coulomb. 


Exemplo 10.4 

Calcule os campos eletrico e magnetico de uma carga pontual que se move com velocidade constante. 
Solugao: colocando a = 0 na Equagao 10.65, 

„2 „. 2 \ 


Neste caso, usando w = vt. 


q (c 2 -u 2 k 

— 7 rr — U. 

47TC0 • Uj' 5 

m = cto — w = c(r — vt r ) — c(t — t r )v = c(r - vt). 


No Exemplo 1 0.3 constatamos que 

4 -c — -fc • v = • u ~ \/ (c 2 t — r • v) 2 + (c 2 - v 2 )(r 2 - c 2 t 2 ). 

No Problema 10.14, voce demonstrou que esse radical poderia ser escrito como 

Re y/l — v 2 sen 2 <9 /c 2 , 

onde 

R = r -vt 

e o vetor da posigao presente da particula ate r, e 0 e o angulo entre Rev (Figura 10.9). Assim, 


E(r,t) = 


1 ~v 2 /c 2 


R 


47re 0 (I-7; 2 sen 2 0/c 2 f /2 R 2 ' 


(10.68) 


Observe que E aponta ao longo da linha a partir da pos^ao presente da particula. Essa e uma coincidence extraordinaria , uma 
vez que a ‘mensagem’ veio da posi^ao retardada. Devido ao sen 2 0 no denominador, o campo de uma carga que se move em alta 
velocidade fica achatado na dire^ao perpendicular ao movimento (Figura 10.10). Nas didoes para a frente e para tras, E e reduzido 
p° r u m fator (1 ~ v 2 /c 2 ) em rela9ao ao campo de uma carga em repouso; na dire9ao perpendicular ele e aumentado por urn fator 
l/y/l - v 2 /c 2 . 


Quanto a B, temos 


e, portanto, 


c _ r - vtr (r - vt) + (t - t r )v R ( V 

^ — — — 1 — 

^ ^ >1 c 


B = -(ixE) = 4( v X E). 
c c 2 


(10.69) 
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E 



Linhas de B circundam a carga, como mostra a Figura 10. 1 1. 

Os campos de uma carga pontual movendo-se em velocidade constante (equates 10.68 e 10.69) foram primeiro obtidos por Oliver 
Heaviside em 1888. Quando v c 2 eles se reduzem a 






(10.70) 


O pnmeiro e, em essencia, a lei de Coulomb e o segundo e a ‘lei de Biot-Savart para uma carga pontual’ sobre a qual eu o alertei 
Lapitulo 5 (Equate) 5.40). 


no 



Figura 10.11 


Problema 10.17 Deduza a Equa^ao 10.63. Mostre primeiro que 


dt r __ 4C 

dt 4 u 


(10.71) 


Problema 10.18 Suponha que uma carga pontual q esta restrita a movimentar-se ao longo do eixo x. 
pontos do eixo a direita da carga sao dados por 


Mostre que os campos em 


E = — ( Hi') x 

4tt6 0 ^ 2 \c-vj ’ 

Quais sao os campos no eixo a esquerda da carga? 


B — 0. 


Problema 10.19 

(a) Use a Equaqao 10.68 para calcular o campo eletrico a uma distancia d de urn fio reto infinite 
carga uniforme A, movendo-se a uma velocidade constante v pelo fio. 

(b) Use a Equafao 10.69 para encontrar o campo magnetico desse fio. 


que possui uma densidade linear de 


Problema 10.20 Para a configurate do Problema 10.13, encontre os campos eletrico e magnetico no centra. A partir da sua formula 
para B, determine o campo magnetico no centra de uma espira circular pela qual passa uma corrente estacionaria I, e compare sua 

resposta com o resultado do Exemplo 5.6. 1 


13. Para hist6rico e references, veja O. J. Jefimenko, Am. J. Phys. 62, 79 (1994). 
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Mais problemas do Capitulo 10 

Problema 10.21 Suponha que voce tome urn anel de plastico de raio a e cole nele uma carga, de forma que a densidade linear de carga 
seja Ao| sen(0/2)|. Em seguida, voce gira a espira em torno do proprio eixo a uma velocidade angular to. Encontre os potenciais 
escalar e vetorial (exatos) no centra do anel. [Resposta: A = (poXotoa/Sn) {sen[u;(£ - a/c)] x — cos[cu(£ - a/c)] y}] 

Problema 10.22 A Figura 2.35 resume as leis da eletrostatica em um ‘diagrama triangular’ relacionando a fonte (p), o campo (E) 
e o potencial (V). A Figura 5.48 faz o mesmo para a magnetostatica , onde a fonte e J, o campo e B e o potencial e A. Construa o 
diagrama analogo para a eletrodinamica , com as fontes p e J (ligadas pela equa^ao de continuidade), os campos E e B, e os potenciais 
V e A (ligados pela cond^ao de calibre de Lorentz). Nao inclua formulas para FeAem termos de E e B. 

Problema 10.23 Verifique se os potenciais para uma carga pontual em movimento a uma velocidade constante (equates 10.42 e 
1 0.43) satisfazem a cond^ao de calibre de Lorentz (Equa9ao 10. 12). 

Problema 10.24 Uma partfcula de carga q\ e mantida em repouso na origem. Outra partfcula, de carga q2, aproxima-se ao longo do 
eixo x em movimento hiperbolico: 

x(t) = \/b 2 + (c£) 2 ; 

ela alcanna o ponto mais proximo, 6, no tempo t — 0, e depois retorna ao infinito. 

(a) Qua! e a foi^a F2 sobre <72 (devido a qi) no tempo tl 

(b) Qual e 0 impulso total {h ~ F^dt) fornecido a <72 por <71? 

(c) Qual e a foi^a F\ sobre q\ (devido a q2) no tempo tl 

(d) Qual e 0 impulso total (I\ = J F\dt ) fornecido a qi por q2l [Dica: rever 0 Problema 10.15 antes de calcular esta integral 
pode ajudar. Resposta: h ~ —h = qiq 2 / 4 t€obc] 

Problema 10.25 Uma particula de carga q esta viajando a uma velocidade constante v ao longo do eixo x. Calcule a potencia total 
que passa pelo piano x = o, no momento em que a partfcula em si esta na origem. [Resposta: q 2 v/ 327 rcoa 2 ] 

Problema 10.26 14 Uma partfcula de carga q\ esta em repouso na origem. Uma segunda partfcula de carga <72 move-se ao longo do 
eixo 2 com velocidade constante v. 

(a) Encontre a for^a Fi2(t) de <71 sobre <72, no tempo t (quando q2 esta em z = vt). 

(b) Encontre a for^a F2i(Q de q2 sobre qi, no tempo t. A terceira lei de Newton aplica-se neste caso? 

(c) Calcule 0 momento linear p (t) nos campos eletromagneticos, no tempo t. (Nao se preocupe com quaisquer termos que sejam 
constantes no tempo, ja que nao precisara deles na parte (d)). [Resposta: (/ao<7i<72 / 47t£) z] 

(d) Mostre que a soma das formas e igual a menos a taxa de variagao do momento nos campos, e interprete 0 resultado fisicamente. 


14. Veja J. J. G. Scanio, Am. J. Phys. 43, 258 (1975). 





Capftulo 11 


Radiacao 


11.1 Radiacao dipolar 

11.1.1 O que e radiacao? 

No Capftulo 9 discutimos a propaga 9 ao de ondas eletromagneticas planas atraves de varios meios, mas eu nao lhe disse 
como as ondas tiveram origem, para con^ar. Como todos os campos eletromagneticos, sua fonte e algum arranjo de cargas 
eletricas. Mas uma carga eletrica em repouso nao gera ondas eletromagneticas e uma corrente estacionaria tambem nao. E 
preciso acelerar as cargas e mudar as correntes, como veremos. Meu objetivo neste capftulo e mostrar como tais configures 
produzem ondas eletromagneticas — ou seja, como elas radiant. 

Uma vez estabelecidas, as ondas eletromagneticas no vacuo propagam-se ‘ao infinite’, transportando consigo energia; a 
assinatura da radia 9 ao e esse fluxo irreversfvel de energia que se afasta da fonte. No decorrer deste capftulo, vou assumir que 
a fonte esta localizada 1 proxima a origem. Imagine uma casca oca gigantesca, de raio r (Figura 1 1 . 1 ); a potencia total que sai 
atravessando a superffcie e a integral do vetor de Poynting: 

P(r) = • da = ~ j>(E x B) • da. (11.1) 

A potencia rndiada e o limite desta quantidade a medida que r tende ao infinite: 

Prad = lim P(r). (11.2) 

Esta e a energia (por unidade de tempo) transportada ao infinite, e ela nunca volta. 

Ora, a area da esfera e 47r r 2 , de forma que para que a radia 9 §o ocorra, o vetor de Poynting deve decrescer (para r 
grande) a no maximo 1/r 2 (a 1/r 3 , por exemplo, P(r) seria da forma 1/r e P rad seria nulo). Segundo a lei de Coulomb, os 
campos eletrostaticos caem com 1/r 2 (ou ate mais rapido se a carga total e nula), e a lei de Biot-Savart diz que os campos 
magnetostdticos vao com 1/r 2 (ou mais rapido), o que significa que S ~ 1/r 4 para configura 9 oes estaticas. De forma que 
as fontes estaticas nao radiam. Mas as equa 9 oes de Jefimenko (10.29 e 10.31) indicam que campos dependentes do tempo 
incluem termos (envolvendo p e j) que vao com 1/r; sao esses os termos responsaveis pela radia 9 §o eletromagnetica. 



Figura 11.1 


I . Para fontes nao localizadas, tais como pianos, fios ou solenoides infinitos, todo o conceito de ‘radiacao’ tern de ser reformulado — veja o Problema 1 1 .24. 
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0 estudo da radiagao, portanto, envolve escolher partes de E e B que vao como 1 jr a grandes distancias da fonte, construir 
a partir delas o termo 1 jr 2 em S, integral' sobre uma grande superficie esferica 2 e tomar o limite r oc. Vou levar a cabo este 
procedimento, primeiro para dipolos eletricos e magneticos oscilantes; depois, na Sefao 11.2, consideraremos o caso mais 
dificil da radiafao de uma carga pontual acelerada. 

11.1.2 Radia^ao de dipolo eletrico 

Imagine duas minusculas esferas de metal separadas por uma distancia d e conectadas por urn fio fino (Figura 1 1.2). No 
tempo t a carga da esfera superior e q(t), e a carga da esfera inferior e -q{t). Suponha que movimentemos a carga pelo fio 
indo e vindo de uma extremidade a outra, a uma frequencia angular oj: 

q(t) = q 0 cos(ut). (11.3) 

0 resultado e um dipolo eletrico oscilante: 3 

p(t) = po cos(wt) z, ( 1 1 .4) 


onde 

e o valor maximo do momento de dipolo. 

0 potencial retardado (Equa^ao 10.19) e 


Po = qod 


V(r,t) 


1 J qo cos[o;(f — ^+/c)] qo cos[w(t - *-/c)] 


47re 0 




onde, pela lei dos cossenos, 


*± = \/r 2 ^ rd cos 0 + (d/2) 2 . 


(11.5) 


( 11 . 6 ) 


Agora, para tomar este dipolo fisico um dipolo perfeito , queremos que a dist&ncia de separa$ao seja extremamente 
pequena: 

aproxima^ao 1: d < r. (11 .7) 

E claro que se d e nulo nao temos potencial nenhum; o que queremos e uma expansao ate a primeira ordem em d. Assim 


Segue-se que 


* ± = r ( 1 — cos 0 • 

1 2r ' 


— = -fl±^-COS0], 
n.± r \ 2 r 


( 11 . 8 ) 

(11.9) 



Figura 11.2 


2. Nao precisa ser uma esfera, e claro, mas isso torna os calculos bem mais faceis. 

3. Talvez Ihe ocorra que um modelo mais natural consistiria de cargas iguais e opostas colocadas, digamos, em uma mola, de forma que q e constante 
enquanto d oscila, em vez do contrario. Tal modelo levaria ao mesmo resultado, mas cargas de pontos moveis sao dificeis de trabalhar (por causa do 
denominador estranho nos potenciais de Lienard-Wiechert), e essa formula^ao e muito mais simples. 



Capftulo 1 1 Radiagao 311 


e 


cos[u(i -i±/c)\ = cos 


, ± i , (xid 

u)(t - r/c) ± — cos 9 

2c 


= cos[cu(f - r/c)} cos 



Tsen[u>(f - r/c)] sen 



No limite do dipolo perfeito, temos, tambem, 


aproximagao 2: d C — . 


OJ 


( 11 . 10 ) 


(Como ondas de frequencia w tern um comprimento de onda A = 2nc/u, isso resulta no requisite d < A.) Nessas 
condigoes 


COS I 


i[u(t -^±/c)} = cos[cu(f - r/c)] q= ^ cos0sen[u(i - r/c)]. (11.11) 

zc 

Colocando as equates 1 1.9 e 11.11 na Equagao 1 1.5, obtemos o potencial de um dipolo perfeito oscilante: 

T r / ^ V POCOS^ f U r y 1 "1 

V(r ’ ] = \c Sen[u,(i " r/c)] + r C0S ^ “ r/c)1 } • 


(11.12) 


No contorno estatico (u -)• 0), o segundo termo reproduz a velha formula para o potencial de um dipolo estacionari 
(Equagao 3.99): 


estacionario 


V = 


Po cos 0 
47reor 2 


Este, no entanto, nao e o teimo que nos preocupa agora; estamos interessados nos campos que sobrevivem a grandes 
distancias da fonte, na chamada zona de radiagao: 4 


aproximagao 3: r » - . 


c o 


(Ou, em termos de comprimento de onda, r > A.) Nessa regiao, o potencial se reduz ; 


x r , a ,, Pqoo ( cos0\ . . 

V ^M = ~ 4 ^ (— ) - r / c > 1 - 


Enquanto isso, o potencial vetorial 6 determinado pela corrente que passa pelo fio: 


1(f) = z = -Qouj sen (cat) z. 


Consultando a Figura 1 1.3, 


A(r,f) = f- f /2 

47r J-d/2 


-qoujsen\u{t -i/c)} 


■ dz. 


(11.13) 


(11.14) 


(11.15) 


(11.16) 


centra 


Como a integragao em si introduz um fator d, podemos, em primeira ordem, substituir o integrando pelo seu valor no 
tro: 


A(r, 9,t) = — sen[cu(f - r/c)] z. 


(11.17) 

(Observe que embora eu tenha implicitamente usado as aproximagoes 1 e 2, mantendo somente a primeira ordem em d, a 
Equagao 1 1.17 ndo esta sujeita a aproximagao 3.) 

A partir dos potenciais, calcular os campos e uma questao simples. 


T7T/ __ 9V . 1 dV A 

W — — - r + - -^~r 6 
or r 06 


Pou f 


Aneoc 


^ cos 6 sen[c o(t - r/c)] - ~ cos [u(t - r/c)] j r - 

cos[c o(t ~ r/c)] r. 


SCTl 6 

-^sen[a ,(t-r/c)\0 


Po^ 2 ( cos 9 
4neoc 2 


4. Observe que as aproximagoes 2 e 3 incluem a aproximagao 1. No todo, temos d « A « r. 
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(Excluf o primeiro e o ultimo termos, conforme a aproximagao 3.) Da mesma forma, 


dA 

dt 


4irr 


cos [oj(t - r/c)](cos#r - sen 60), 


e, portanto, 


Enquanto isso, 


E = - W- 


dA 

dt 


47T 


sen# 


cos [u(t - r/c)] 6. 


V x A 


d_ 

dr 


(rAg) - 


dA r 

~df 


4 > 


(11.18) 


Anr 


u r / , M sen# . . . ,, 

— sen 0 c,os[w(t - r/c)j H sen[o/(t - r/ c)J 

c r 


4 >. 


0 segundo termo e novamente eliminado pela aproximagao 3, entao 

B = V x A = cosM* - r/c)] l 

47 rc \ r ) 


(11.19) 


As equagoes 1 1.18 e 1 1.19 representam ondas monocromaticas de frequencia oj viajando na diregao radial, a velocidade 
da luz. E e B estao em fase, sao mutuamente perpendiculares e transversais; a razao de suas amplitudes e Eq/Bq — c, Tudo 
isso e precisamente o que esperamos para ondas eletroniagneticas no espago livre. (Essas sao, de fato, ondas esfericas, nao 
ondas planas, e sua amplitude diminui com 1/r a medida que elas avangam. Mas para r grande, elas sao aproximadamente 
planas sobre regioes pequenas — da mesma forma que a superffcie da Terra e razoavelmente plana, em uma regiao limitada.) 

A energia radiada por urn dipolo eletrico oscilante e determinada pelo vetor de Poynting: 

S = ^ (EXB) = ^{^ (^) C ° S[a;(i_r/c)] } (1L20) 


A intensidade e obtida tomando-se a media (no tempo) de urn ciclo completo: 



( 11 . 21 ) 


Observe que nao ha radiagao ao longo do eixo do dipolo (aqui sen# = 0); o perfil de intensidade 5 toma a forma de uma 
rosquinha, com seu maximo no piano equatorial (Figura 1 1 .4). A potencia total radiada e determinada integrando-se (S) sobre 
uma esfera de raio r: 

Ela e independente do raio da esfera, como seria de se esperar considerando-se a conserva?ao de energia (com a aproxi- 
ma?ao 3 estamos antecipando o limite r -4 oo). 


5. A coordenada ‘radial’ da Figura 1 1 A representa a magnitude de (S) (para r fixo), como fungao de 0 e <j). 
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Figura 11.4 


Exemplo 11.1 

A acentuada dependencia que a formula da potencia tem com a frequencia e a causa da cor azul do ceu. A luz que passa pela 
atmosfera estimula os atomos a oscilarem como minusculos dipolos. A radiagao solar incidente cobre uma ampla gama de frequencias 
(luz branca), mas a energia absorvida e rerradiada pelos dipolos atmosfericos e mais forte nas frequencias mais altas devido a o o 4 na 
Equagao 11.22. Entao, e mais intensa no azul do que no vermelho. E essa luz rerradiada que voce ve quando olha para o ceu — a 
menos, e claro, que esteja olhando diretamente para o sol. 

Como as ondas eletromagneticas sao transversals, os dipolos oscilam em urn piano ortogonal aos raios do sol. No arco celestial 
perpendicular a esses raios, onde o azul e mais pronunciado, os dipolos que oscilam ao longo da linha de visao nao enviam radiagao 
ao observador (devido a sen 2 9 na Equagao 1 1.21); a luz recebida nesse angulo e, portanto, polarizada perpendicularmente aos raios 
do sol (Figura 11.5). 

0 vermelho do por do sol e o outro lado da mesma moeda: a luz do sol que chega tangente a superffcie da Terra tem de passar 
atraves de urn trecho muito maior de atmosfera do que a luz que vem de cima (Figura 1 1.6). Consequentemente, muito do azul e 
removido pelo espalhamento e o que sobra e o vermelho. 



Figura 11.5 



Atmosfera (espessura toscamente exagerada) 


Raios 
do sol 


Figura 11.6 


Problema 11.1 Verifique se os potenciais retardados de urn dipolo oscilante (equagoes 11.12 e 11.17) satisfazem a condigao de 
calibre de Lorentz. Nao use a aproximagao 3. 

Problema 11.2 A Equagao 11.14 pode ser expressa em uma forma 4 livre de coordenadas’ escrevendo-se p 0 cos 0 — p 0 • r . Faga isso, 
e repita para as equagoes 11.17, 11.18, 11.19 e 11.21. 

Problema 11.3 Encontre a resistencia de radiagao do fio que junta as duas extremidades do dipolo. (Essa e a resistencia que teria a 
mesma perda media de potencia — para o calor — que o dipolo de fato emite na forma de radiagao.) Mostre que R = 790 (d/ A) 2 H, 
onde A e o comprimento de onda da radiagao. No caso dos fios de um radio comum (de, digamos, d — 5 cm), voce deve se preocupar 
com a contribuigao radiativa para a resistencia total? 


Problema 11.4 Pode-se pensar em um dipolo eletrico em rotagao como a supei*posigao de dois dipolos oscilantes , um ao longo do 
eixo x to outro ao longo do eixo y (Figura 1 1 .7), estando o segundo fora de fase por 90° : 
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p = po [cos (cut) x + sen (ait) y] . 

Usando o principio da superposi^ao e as equa 9 oes 1 1 . 1 8 e 1 1 . 19 (talvez na forma sugerida pelo Problema 1 1 .2), encontre os campos 
de um dipolo em rota 9 ao. Encontre tambem o vetor de Poynting e a intensidade de radia 9 ao. Fa 9 a o grafico do perfil de intensidade 
como fun 9 ao do angulo polar 0 , e calcule a potencia total radiada. A resposta parece razoavel? (Observe que a potencia, sendo 
quadrdtica nos campos, nao satisfaz o principio da superposi 9 ao. Neste caso, no entanto, parece que sim. Voce pode explicar isso?) 


11.1.3 Radia^ao de dipolo magnetico 

Suponha agora que temos uma espira de fio de raio b (Figura 1 1.8), em torno da qual passamos uma corrente alternada: 


I(t) = Io cos(c ot). 

Este e um modelo para um dipolo magnetico oscilante, 

m (t) — 7T b 2 I(t) z = tuq cos(o )t) z, 

onde 

mo = nb 2 Io 

e o valor maximo do momento de dipolo magnetico. 

A espira esta sem carga, de forma que o potencial escalar e nulo. 0 potencial vetorial retardado e 

Mo [ h c os[q )(t~qc)\ , 


A(r ’ () = s/ 


(1 1.23) 

(11.24) 

(11.25) 

(11.26) 


Para um ponto r diretamente acima do eixo x (Figura 1 1 .8), A tem de estar voltado para a dire?ao y, ja que os componentes 
x de pontos simetricamente colocados dos dois lados do eixo x irao se anular. Assim 


A(r ,t) 


Mo hb, 
47 T 


J 0 


cos[o;(f - i/c)) 


cos 4 / d<p' 


(11.27) 



Figura 11.8 
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(cos ft serve para escolher o componente y de dV). Pela lei dos cossenos, 

* = ^/r 2 + 6 2 — 2 rb cos ft , 

onde ^ to angulo entre os vetores r e b: 

T = r sen 8 x 4- r cos 9 z, b = b cos ft x + b sen ft y. 
Entao rb cos ip = r • b = rb sen 6 cos ft, e, portanto, 

* = \f^ + 6 2 - 2r&sen6»cos<^'. 

Para um dipolo perfeito’ , queremos que a espira seja extremamente pequena: 

aproxima^ao 1: b < r. 

Ate a primeira ordem em 6, entao, 


(11.28) 


(11.29) 


portanto, 


i. = r ( 1 - - sen 9 cos ft ) , 


11 / b 

— — — ( 1 H — sen 9 cos ft 
n. r \ r 


( 11 . 30 ) 


cos[oj(t - ijc)\ = cos 


ub 


/. / \ LUU 
u(t -r/c) H sen 6 cos ft 


J 

= cosMt - r/c)] cos ftp send cos - sen|w(t - r/c)] sen sen 0 cos 5 > 

Como antes, tambem assumimos que o tamanho do dipolo e pequeno em comparagao com 0 comprimento de onda radiada: 


aproxima?ao 2: 6 < - . 




Nesse caso, 


L 

cos[u/(f-*/c)] = cos[u>(f - r/c)] - — sen (9 cos^' sen[w(i - r/c)}. 

Inserindo as equafoes 1 1.30 e 11 . 32 na Equagao 11 . 27 , e eliminando o termo de segunda ordem: 


( 11 . 31 ) 

( 11 . 32 ) 


/»27T 


A M = ^y / {cosMi-r/c)] 

J 0 


+ b sen 9 cos ft ^ cos[u(t - r/c)} - ^ sen[w(* - r/c)]j | cos ft dft . 

A integral do primeiro termo e nula: 


cos ft dft = 0 . 


0 segundo termo envolve a integral do quadrado do cosseno: 

/*2tt 


cos 2 ft dft = 7 r. 


/o 


mag*«“ em geral ' A aPOn *“ ” d,re?5 ° * “" Cl ” ° de rnn dipoio 


A(rAt) = — f— )(- 


4 tt 


~ c os[u(t - r/c)} - - sen [cj(t - r/c)\ i ft 


( 11 . 33 ) 


No hrnite estatico (w - 0) reproduzimos a conhecida formula para o potencial de um dipolo magnetico (Equa ? ao 5.85) 


A(r,9) = ^^lft. 

47 r r 2 
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Na zona de radiagao, 


aproximagao 3: r > - , 

to 


o primeiro termo em A e desprezivel, de forma que 


A (r,9,t) = - 


inc 



De A obtemos os campos para r grande: 


E dt 


<9 A /ipmpw 2 ( sen# 


47TC 


cos[w(t - r/c)] (f>, 


(11.34) 


(11.35) 


(11.36) 


e 


B = V x A = - 


/rpmpaj 2 

47TC 2 



cos[w(t - r/c)] 6. 


(11.37) 


(Usei a aproximagao 3 no calculo de B.) Estes campos estao em fase, sao mutuamente perpendiculares, transversals a 
diregao de propagagao (r), e a razao de suas amplitudes e E 0 /B 0 = c, tudo conforme o esperado para ondas eletromagneticas. 
Eles sao, de fato, extraordinariamente semelhantes em estrutura aos campos de urn dipolo eletrico oscilante (equa 5 oes 11.18 
e 1 1 . 1 9), exceto que desta vez e B que aponta na diregao 0 e E na diregao 0, enquanto no caso dos dipolos eletricos ocorre o 
contrario. 

0 fluxo de energia para a radiagao por dipolo magnetico e 


S = i(ExB) = « 
Mo c 


\ 47 rc 


sen# 


cos[w(t - r/c)] 


(11.38) 


a intensidade e 

,a\ - ( W.' \ sen ^ ? 

{ } V 327T2C 3 ) r 2 ’ 

e a potencia total radiada e 

Mompcu 4 
[ ' 127 rc 3 ■ 


(11.39) 

(11.40) 


Mais uma vez, o perfil de intensidade tem o formato de uma rosquinha (Figura 11.4), e a potencia radiada vai com w 4 . 
Existe, no entanto, uma diferenga importante entre a radiagao de dipolo eletrico e de dipolo magn&ico: para configuragoes 
com dimensoes comparaveis, a potencia radiada eletricamente e imensamente maior. Comparando as equagoes 1 1 .22 e 1 1 .40, 


■P magnetico f ^0 

PeWtrico \PoC 


(11.41) 


onde (lembre-se) mo = 7r6 2 /o e = Qod. A amplitude de corrente no caso eletrico era ,Iq = (jpui (Equagao 11.15). 
Estabelecendo d, = rib, para fins de comparagao, obtenho 


^magnetico _ 
Pel&rico 


ub 

c 


(11.42) 


Mas c ob/c e precisamente a quantidade que assumimos que fosse muito pequena (aproximagao 2), e aqui ela aparece ao 
quadrado. Normalmente, entao, deve-se esperar que a radiagao de dipolo eletrico predomine. Somente quando o sistema 
e cuidadosamente concebido para excluir qualquer contribuigao eletrica (como no caso que acabamos de abordar) e que a 
radiagao de dipolo magnetico ira se revelar. 
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Problem 3 11.5 Calcule os campos eletrico e magnetico de um dipolo magnetico oscilante sem usar a aproxima 9 ao 3. [Eles parecem 

ami lares Compare ao Problema 9.33.] Encontre o vetor de Poynting e mostre que a intensidade da radiagao e exatamente a mesma 
que obtivemos usando a aproxima^o 3. 


Problema 11.6 Encontre a resistencia de radia^ao (Problema 1 1.3) para o dipolo magnetico oscilante da Figura 1 1.8. Expresse sua 
resposta em termos de A e b, e compare a resistencia de radia?ao do dipolo eletrico. [Resposta: 3 x 10 5 (6 /A) 4 ft] 

Problema 11.7 Use a transformafao de ‘dualidade’ do Problema 7.60, juntamente com os campos de um dipolo eletrico oscilante 
(equates 1 1 . 1 8 e 1 1 . 19), para determinar os campos que seriam produzidos por um dipolo magnetico oscilante ‘de Gilbert’ (com- 

posto de cargas magneticas iguais e opostas, em vez de uma espira de corrente eletrica). Compare as equacoes 1 1 36 e 1 1 37 e 
comente o resultado. ' ’ 


11.1.4 Radia^ao de uma fonte arbitraria 


Nas se?oes antenores estudamos a radia^o produzida por dois sistemas especificos: dipolos eletricos oscilantes e dipolos 
magneticos oscilantes. Agora quero aplicar os mesmos procedimentos a uma configurate de carga e coirente que e totalmente 
arbitraria, exceto pelo fato de que esta localizada dentro de algum volume finito proximo a origem (Figura 1 1 9) 0 potencial 
escalar retardado e 1 


onde 


V(r,t) 


1 

4rre 0 


4 


dr', 


(11.43) 


't = \/r 2 4- r' 2 — 2r • r'. 

Como antes, vamos assumir que o ponto de observato r esta longe em compara?ao as dimensoes da fonte: 


(11.44) 


aproxima^ao 1: r 1 < r. 


(11.45) 


(De fato, r’ e uma variavel de integra§ao; a aproxima? ao 1 significa que o valor maxima de r\ a medida que ele varia sobre 
a tonte, e muito menor do que r.) Com base nesse pressuposto, 


^ = r 1 — 


r • r 


entao 


1 + 


* r 


r • r' 




Expandindo p como uma serie de Taylor em t em torno do tempo retardado na origem, 


to = t - 

c 


(11.46) 

(11.47) 


(11.48) 



Figura 11.9 
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temos 

p( r', t - Vc) - p(r', to) + p(r 7 , f 0 ) f ~~ J + • • • 
onde o ponto significa diferencia?ao com relaijao ao tempo. Os proximos termos da serie seriam 



Podemos elimina-los, desde que 

aproxima^ao 2: 


c c 

W\'¥W 2 ' 



(11.49) 


(11.50) 


Para um sistema oscilante, cada uma dessas razoes e c/w, e encontramos a velha aproximagao 2. No caso geral e mais 
diffcil interpretar a Equagao 1 1.50, mas como questao pratica, as aproximagoes 1 e 2 equivalem a manter somente os termos 
de primeira ordem em r' . 

Colocando as equates 1 1 .47 e 11 .49 na formula para V (Equagao 1 1.43), e novamente descartando o termo de segunda 
ordem: 




47reo r 


J 


p( r', fo) dr' + - ■ / r'p(r', f 0 ) dr' + 


dt 


r' p{v r ,t 0 ) dr 1 


A primeira integral e simplesmente a carga total, Q, no tempo f 0 . No entanto, como a carga e conservada, Q e na realidade 
independente do tempo. As duas outras integrais representam o momento de dipolo eletrico no tempo fo- Assim 


V(r,t)^ 


1 

47Te 0 


Q f • P(*o) £ ■ pfto) 

I 9 ~T 

r r z rc 


(11.51) 


No caso estatico, os dois primeiros termos sao as contribuicoes de monopolo e de dipolo a expansao multipolar para V ; o 
terceiro termo, e claro, nao estaria presente. 

Enquanto isso, o potencial vetorial e 


A(r, t) = ~ j J(f '’ - ~ ^ /c) rfr'. 

47 t J n. 

Como voce vera logo mais, para a primeira ordem em r' basta substituir n, por r no integrando: 


A(r, f) 


Po 

Anr 


J J(r 7 , t 0 ) dr'. 


Segundo o Problema 5.7, a integral de J e a derivada temporal do momento de dipolo, portanto 

Mo p(£o) 


A(r,t) = 


47r r 


(11.52) 


(11.53) 


(11.54) 


Agora voce ve por que foi desnecessario levar a aproximagao de n, alem da ordem zero in. = r): p ja e de primeira ordem 
em r 1 , e quaisquer refinamentos seriam corregoes de segunda ordem. 

Em seguida temos de calcular os campos. Mais uma vez estamos interessados na zona de radiagao (isto e, nos campos que 
sobrevivem a grandes distancias da fonte), portanto mantemos apenas os termos que vao com 1 /r: 

aproximagao 3: descarte os termos 1/r 2 em E e B. (11.55) 


Por exemplo, o campo de Coulomb, 

47T60 T 2 ’ 

que vem do primeiro termo da Equagao 11.51, nao contribui para a radiagao eletromagnetica. De fato, a radiagao vem 
totalmente dos termos nos quais diferenciamos o argumento fo. A partir da Equagao 1 1 .48 segue-se que 

„ 1„ 1. 

Vfo = — Vr = — r, 
c c 


e, entao, 


VV^ V 


1 r • p(f 0 ) 

* 1 

1 

o 

<$H 
\ 

47T6o rc 

47Te 0 

rc 


\7t 1 [ ? • i>(*o)] 

0 47reoc 2 r 


i\ 
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Da mesma forma, 


VXA -^ Vx X P«o)] = — (f X p(fe)]. 

enquanto 


Portanto 


onde p e calculado no tempo to ~ t 


(11.56) 


— ^ P(*o) 

dt 47 r r * 


E(r,i) -^: | ( f 'P )f -P] = ^:[ f x(f xp)], 


r/c, e 


B(r,^-A [fX p]. 

47rrc J 


(11.57) 


Em particular, se usarmos coordenadas polares esfericas, com o eixo * na diregao de p (t 0 ), entao 

E(r, 6, t) * q j 


0 vetor de Poynting e 


e a potencia total radiada e 


B (r,M) = ^^(— ) 1 
Ai tc \ r J 




Mo 


“/ 


167r 2 c L 


S • da = 


sen 2 0 


MoT 

67TC 


Observe que E e B sao mutuamente perpendiculares, transversals a diregao de propasracao (r\ 
sempre acontece para os campos de radiagao. piopagagao (r), 


(11.58) 


(11.59) 

(11.60) 

e a razao E j B ~ c, como 


Exemplo 11.2 

(a) No caso de uni dipolo eletrico oscilante, 


p(t) = Po COS (wt), p(t) = -w 2 p 0 COS (ut), 

e reencontramos os resultados da Se 9 ao 11.1.2. 

(b) Para uma unica carga pontual q , o momento de dipolo e 


P{i) = qdyt), 

onde d e a posigao de q com relagao a origem. Pelo mesmo criterio, 

p(t) = qa(t), 

onde a 6 a aceleragao da carga. Neste caso, a potencia radiada (Equagao 1 1.60) 6 


P = 


O O 

flog a 
67 TC 


(11.61) 




em 

££ u t x r ' “*• 0 ^ ewtnc ° - ao — - * ■ «£> ■* £ 

1 Q(t 0 ) 


Knono — 


47re n 
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e obterfamos um campo monopolar proporcional a 1/r: 


E 


mono 


\ 9M. y 

47T€qc r 


Talvez voce pense que uma esfera carregada cujo raio oscila para dentro e para fora radie, mas ndo — o campo externo, 
segundo a lei de Gauss, e exatamente (Q/47re 0 r 2 )r, sejam quais forem as varies de tamanho. (Diga-se de passagem que 
na andloga acustica, os monopolos de fato radiam: veja o coaxar do sapo-boi.) 

Se o momento de dipolo eletrico se anular (ou, entao, se sua segunda derivada temporal for nula), nao havera radiagao 
dipolar eletrica e teremos de calcular o termo seguinte: o termo de segunda ordem em r' . Ocorre que esse termo pode ser 
separado em duas partes, uma das quais esta relacionada ao momento de dipolo magnetico da fonte e a outra ao seu momento 
quadrupolar eletrico. (0 primeiro e uma generalizagao da radiagao dipolar magnetica que consideramos na Segao 1 1 . 1 .3.) Se 
as contributes do dipolo magnetico e do quadrupolo eletrico se anularem, o termo (r') 3 devera ser considerado. Ele resulta 
em radiagao quadrupolar magnetica e octopolar eletrica. . . e assim por diante. 


Problems 11.8 Aplique as equates 1 1.59 e 1 1.60 ao dipolo em rotagao do Problema 1 1.4. Explique qualquer aparente discrepancy 
quanto a sua resposta anterior. 

Problema 11.9 Um anel circular isolante (de raio b) esta no piano xy, centrado na origem. Ele possui uma densidade linear de carga 
A = A 0 sen <£, onde A 0 e constante e </> e o angulo azimutal usual. O anel e agora colocado para girar a uma velocidade angular 
estacionaria w em torno do eixo z. Calcule a potencia radiada. 

Problema 11.10 Um eletron sai do repouso e cai sob a influencia da gravidade. No primeiro centi'metro, que fragao da energia 
potencial perdida e radiada? 

! Problema 11.11 Como modelo de radiagao quadrupolar eletrica, considere dois dipolos eletricos oscilantes com orientagoes opostas, 
separados por uma distancia d, como mostra a Figura 11.10. Use os resultados da Segao 1 1.1.2 para os potenciais de cada dipolo, 
mas observe que eles ndo estao localizados na origem. Mantendo somente os termos de primeira ordem em d: 

(a) Encontre os potenciais escalar e vetorial. 

(b) Encontre os campos magnetico e eletrico. 

(c) Encontre o vetor de Poynting e a potencia radiada. Faga o grafico do perfil de intensidade como fungao de 9. 

! Problema 11.12 Uma corrente J(t) flui em torno do anel circular da Figura 11.8. Deduza a formula geral para a potencia radiada 
(analoga a Equagao 1 1 .60), expressando sua resposta em termos de momento de dipolo magnetico (m(t)) da espira. [Resposta: 
P = pom 2 /6n c 3 ] 



11.2 Cargas pontuais 

11.2.1 Potencia radiada por uma carga pontual 

No Capftulo 10 deduzimos os campos de uma carga pontual q em movimento arbitrario (equagoes 10.65 e 10.66): 

~j~~ / * Y 3 -[(c 2 -*t 2 )u+4 X (u X a)], 

47T60 (4 • u) 6 


E(r, t) = 


(11.62) 
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onde u = ci — v, e 


B(r,<) = -4xE(r,t). 


(11.63) 


"* ^ * Vel0Ci<la<le - * ° "*"* <«~ 0 ™°™> «i*> * 

0 vetor de Poynting e 


S “ ^ (E X B) = ^ |E X <■* x E » = ^J E2i - <* ■ B)E]- 


(11.64) 


o entanto, nem todo esse fluxo de energia e radiagao; parte dele e simplesmente energia do campo levada pela oarticuh 
quando ela se movimenta. A energia radiada e aquilo que, de fato, se desprende da carga e radia-se ao infinite (B como 
s moscas procnando em um caminhao de lixo: algumas delas ficam voando em volta do caminhao enquanto ele faz sua 
iota, outras voam para longe e nao voltam mais.) Para calcular a potencia total radiada pela partfcula no tempo t temos de 

£££"* "** en ° rme * r “°* (Fis “ ra “ P-*o * P««(c„,a (no Ipo espZpelo Z* 


r c 


(11.65) 

para que a radiagao chegue a esfera e, nesse momenta, integrar o vetor de Poynting sobre a superffeie. 6 Usei a notacao t 
poique, de fata, esse e o tempo retardado para todos os pontos da esfera no tempo t. ! 

Ora, a area da esfera e proportional a * 2 , de forma que qualquer termo em S que vai com 1 /* 2 resultara em uma resoosta 
mta, mas termos como 1/* ou 1/* nao terao qualquer contribuigao no limite * -> oo. Por esse motivo, somente os cam nos 
de ateleragao representam a verdadeira radiagao (daf seu outro nome, campos de radiagao): ’ P 


PI rad — 


47re 0 (■* • u) ; 


M(ux a)]. 


( 11 . 66 ) 


0 campos de velocidade transportam energia, com certeza, e a medida que a carga se movimenta arrasta essa enertia 

S rad = ElA. (H. 67 ) 


Moc 


Se a carga esta momentaneamente em repouso (no tempo t r ), entao u = ci, e 

Erad 

Nesse caso, 


i ^ [ * x( i xa) ] = ^i( i . a )i_ a ]. 


Srad = — - (i ■ a) 2 ]* = f 

POC \4m/ L ' ' ‘ i/a-9 I o 


16w 2 c 


*, 


(11.68) 


(11.69) 


onde 0 e o angulo entre * e a. Nenhuma potencia e radiada para a frente ou para tras - em vez disso eh nmtaHo „ f 
de rosquinha em torno da diregao de aceleragao instantanea (Figura 11.12)/ d f ° rma 



Figura 11.11 



Figura 11.12 


localiza ? ao (move!) da carga. As implicl^L^ mSang! fc maS "** * maiS adeqUad ° UMr 8 
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A potencia total radiada e, evidentemente, 


/ 


S ra d ’ da — 


fM)q 2 a 2 

I67 r 2 c 


/ 


sen 2 9 2 


>1 sen 9 d9 d<f>, 


Oil 


P _ m 2 « 2 

6ttc 


(11.70) 


Esta e, novamente, a formula de Larmor, que obtivemos anteriormente por um outro caminho (Equagao 1 1.61). 

Embora eu as tenha deduzido sob 0 pressuposto de que v = 0, as equagoes 1 1.69 e 11.70 na realidade se aplicam a uma 
boa aproximagao desde que »«c. Um tratamento exato do caso w/0e mais diflcil, 7 tanto pelo motivo obvio de que E rad 
e mais complicado quanto pela razao mais sutil de que S rad , a taxa a qual a energia passa pela esfera, ndo nao e a mesma que 
a taxa a qual a energia deixou a particula. Suponha que alguem esta disparando uma sequencia de balas pela janela de um 
carro em movimento (Figura 1 1 . 13). A taxa N t a qual as balas atingem um alvo estacionario nao e igual a taxa N g a qual elas 
sai'ram da arma, devido ao movimento do carro. De fato, voce pode facilmente verificar que N g = (1 - v/c)N t , se 0 carro 


estiver se movendo em diregao ao alvo e 


N g = 


i ■ v 


c 


N t 


para diregoes arbitrarias (aqui v e a velocidade do carro, c a velocidade das balas — em relagao ao chao — e & 6 um vetor 
unitario entre 0 carro e o alvo). No nosso caso, se dW/dt e a taxa a qual a energia atravessa a esfera de raio i, entao a taxa a 
qual a energia deixou a carga foi 

dW _ dW/dt _ m-u\ dW 
dt r dt r /dt wc / dt 

(Usei aEquagao 10.71 paraexpressar<9t r /d£.) Mas 

♦•u i *' v 
1 , 

c 


que e precisamente a razao de N g por N t ; e um fator puramente geometrico (o mesmo que no efeito Doppler). 

A potencia radiada pela particula em um trecho de area n 1 sen 9 d9 d/j) = >i l dSl da esfera e, portanto, dada por 


dP _ z-t • u\ 1 2 2 _ 9 2 I* x (u x a)] 2 

dQ, l m i /M)C nA>> 167r 2 e 0 (i ■ u) 5 


(11.72) 


onde dPl = sen 9 d9 d(}> e 0 angulo solido no qual essa potencia e radiada. Integrar sobre 0 e <£ nao e facil e desta vez vou 
simplesmente dar a resposta: 

p _ Mo9 2 7 6 

67TC 

onde 7 = l/y 7 ! - v 2 /c 2 . Esta e a generalizagao de Lienard para a formula de Larmor (a qual ela se reduz quando v <C c). 
0 fator 7 6 significa que a potencia radiada aumenta enormemente a medida que a velocidade da particula aproxima-se da 
velocidade da luz. 


a 2 - 


v x a 


(11.73) 



Figura 11.13 


7. No contexto da relatividade especial, a condii^ao v = 0 representa simplesmente uma escolha astuta do sistema de referenda, sem qualquer perda de 
generalidade. Se voce pode decidir como P se transforma, voce pode deduzir o resultado geral (formula de Lienard) a partir do caso v = 0 (formula de 
Larmor) (veja o Problema 12.69). 
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Exemplo 11.3 


Suponha que v e a sejam momentaneamente colineares (no tempo t ) comn nnr 

distribuigao angular da radiagao (Equagao 1 1.72) e a potencia total emitida. ’ "° m ° Viment ° em linha reta - Encont ^ a 

Solugao. neste caso (u x a) = c{*i x a), portanto 

dP _ g 2 c 2 \j x (j x a) | 2 
d£l 167r 2 eo (c — ' v)^ 

Agora 

& x (i x a) = (i ■ a)i - a, portanto \ix (ix a)| 2 = a 2 - ■ a) 2 

Particularmente se deixarmos que o eixo z aponte ao longo de v, entao 

dP_ _ /tpg 2 q 2 sen 2 9 

dQ ~ 16tt 2 c (i-/W)«’ (H.74) 

ssuf no t de • ° n ° • — f- v « a. 

Figura 11.14. Embora ainda nao haja radiagao na diregao precismnmte z rrente 3 Pd ° ^ ^ ~ ' 6C ° S0> *’ C ° m ° indica a 
cada vez mais estrcito, em torno da diregao a frente (veja o Problema 11.15). ’ “ mai °‘ ^ COnce,Urada dentro de um conc 

A potencia total emitida e encontrada integrando-se a Equagao 1 1.74 sobre todos os angulos: 


D / dP _ 

p= /5r“ 


A*og 2 a 2 


7 : 


sen 2 6 


167T 2 C J (1 — /?cos#) 5 
A integral em <f> 6 2tt; A integral em (9 e simplificada pela substituigao x = cos 9: 


sen 9 dd dcj). 


P = 


2 2 
A^og a 


/• + 1 


(l-x 2 ) 
y_, (l-/3x)5 


dr. 


A integragao por partes resulta em |(1 - ff )~\ e concluo que 


p_ Mo9 2 a 2 7 6 

6itc ' (11.75) 

Este resultado e coerente com a formula de T ienarH 1 1 , 

angular da radiagao e a mesma esteja a partfcula acelerando ou aJ’/^ **1° ^ J 6 3 colineares - Observe que a distribuigao 
diregao a frente (com respeito a O and 7 ” “T* d ° de «’ e concent™ na 

rapidamente desacelera emitindo bremsstrahlung , ou ‘radiagao dHrenageT "o lue desc * at, " ge um alvo de metal > ele 

classica de bremsstrahlung. S ' ° qUC deSCrevi neste exem P l0 * em essencia, a teoria 



Figura 11.14 


Problema 11.13 


(a) Suponha que um eletron desacelera a uma taxa constante a de uma velocidade inicial v ^ rh r, c 
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Problem a 11.14 Na teoria de Bohr sobre o hidrogenio, o eletron no seu estado fundamental deveria supostamente viajar em urn 
circulo de raio 5 x 10 _ 11 m, mantido em orbita pela atragao Coulombiana do proton. Segundo a eletrodinamica classica, esse eletron 
deve radiar e, portanto, espiralar para dentro do nucleo. Mostre que v < c para a maior parte da viagem (para que voce possa usar a 
formula de Larmor), e calcule o tempo de vida do atomo de Bohr. (Assuma que cada revolugao e essencialmente circulat.) 

Problema 11.15 Encontre o angulo 0 ma x no qual a radiagao max ima e emiti da, no Exemplo 1 1.3 (veja a Figura 11.14). Mostre que 
para velocidades ultrarrelativisticas (v proxima de c), 0max — ^/(l — /?)/2. Qual a intensidade da radiagao nessa diiegao maxima 
(no caso ultrarrelativistico), em proporgao a mesma quantidade para uma partfcula momentaneamente em repouso? De sua lesposta 
em termos de 7 . 

Problema 11.16 No Exemplo 1 1.3 assumimos que velocidade e aceleragao eram (pelo menos momentaneamente) coiineares . Faga a 
mesma analise para 0 caso em que elas sao perpendiculares . Escolha os eixos de forma que v esteja ao longo do eixo z e a ao longo 
do eixo x (Figura 11.1 5), de forma quev = vz,a = axei = sen6lcos0x + sen 6 sen (j ) y + cos 6 z. Verifique se P e consistcnte 
com a formula de Lienard. [Resposta: 

dP _ m 2 a 2 [(1 - ffeosfl ) 2 - (1 - ft 2 ) sen 2 0 cos 2 </>} p = /t 0 g 2 a 2 7 4 
dn ~ 167 r 2 c (1-/9 cos 8) 5 ’ 6ttc 

Para velocidades relativfsticas (/3 ~ 1) a radia^ao novamente atinge urn pico acentuado na dire 9 ao a fiente (Figura 11.16). A aplica- 
9 ao mais importante dessas formulas e para o movimento circular — nesse caso, a radia 9 ao e chamada de radia 9 ao sincrotronica. 
No caso de uni eletron relativistico, a radia 9 ao flui como a luz de um farol de locomotiva a medida que a partfcula se move.] 




Figura 11.16 


11.2.2 Rea$ao de radia^ao 

Segundo as leis da eletrodinamica classica, uma carga acelerada radia. Essa radiaqao leva energia a custa da energia 
cinetica da partfcula. Sob a influencia de uma determinada forqa, portanto, uma partfcula carregada acelera menos do que 
outra neutra de mesma massa. A radiaqao evidentemente exerce uma torqa (F rac i) de volta sobre a carga uma foiqa de recuo 
um tanto quanto o coice de uma arma. Nesta seqao vamos deduzir a forga de reagao de radiagao a partir da conservagao 
de energia. Depois, na proxima segao, mostrarei o mecanismo responsavel de fato e farei novamente a dedugao da forga de 
reagao, no contexto de um modelo simples. 

Para uma partfcula nao relativfstica (v c) a potencia total radiada e dada pela formula de Laimor (Equagao 1 1 .70). 

(11.76) 

67TC 


A conservagao de energia sugere que essa tambem e a taxa a qual a partfcula perde energia, sob influencia da forga de 


reagao de radiagao F rad : 


Frad 


Mo g 2 « 2 

67TC 


(11.77) 


Digo ‘sugere’ deliberadamente porque essa equagao de fato esta errada. Pois calculamos a potencia radiada integrando o 
vetor de Poynting sobre uma esfera de raio ‘infinito’; nesse calculo, os campos de velocidade nao tiveram participagao, ja que 
diminuem depressa demais como fungao de n. para dar qualquer contribuigao. Mas os campos de velocidade transportam sim 
energia — so nao a transportam para o infinito. A medida que a partfcula acelera e desacelera, ela troca energia com os campos 
de velocidade, ao mesmo tempo em que a energia e irrecuperavelmente radiada para longe pelos campos de aceleragao. A 
Equagao 1 1.77 responde apenas pelo segundo caso, mas se quisermos saber qual a forga de recuo exercida pelos campos sobre 
a carga, temos de considerar a potencia total perdida em qualquer instante, nao apenas a porgao que consequentemente escape 
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na forma de radiagao. (0 termo ‘reagao de radiagao’ e urn nome improprio. Devenamos chama-la de reacdo de campo De 
ato, logo veremos que F rad e determinada pela derivada temporal da aceleragao e pode ser nao nula mesmo que a aceleracao 
em si seja momentaneamente nula, de forma que a particula nao esteja radiando.) ‘ 9 ‘ 

A energia perdida pela particula em urn determinado intervalo de tempo, entao, deve igualar-se a enema levadi neh 
radiagao mats qualquer energia extra que tenha sido acrescentada aos campos de velocidade. 8 No entanto se 
con.derar somente os intervals nos quais o sistema retorna ao seu estado imcial, entao a energia 

mesma em ambas as extremidades e a umca perda Uquida sera na forma de radiagao. Assim, a EquagSo 1 1 77 embon 
momentaneamente incorreta, e valida na media-. q v n,// ’ emb01 a 


ft 2 

Ju 


Frad • vdt = 


.Ml 

67TC 


rh 


a 2 dt. 


(11.78) 

~ i 

com a condigao de que o estado do sistema e identico em t x e t 2 . No caso de movimento periodico por exemplo devemos 
integiar sob.e urn numero total de ciclos completes. 9 Ora, o lado direito da Equagao 1 1.78 pode ser integrado por partes: 


a 2 dt 


>u 


■/ 


h \dt 


dv . 

— ) dt = 
dt 


dv 

dt 


d 2 v 

dt , 2 


■ vdt. 


s. as veloc,dades e acdera?ses sa ° idto ei " * **• - >. .« ^ 


/ 

Ju 


• rad 


m 

6nc 


a -vdi = 0. 


A Equagao 1 1 .79 certamente seria satisfeita se 


■pi m 

^ rad — a. 

07 TC 


(1 1.79) 


(11.80) 


Esta e a formula de Abraham-Lorentz para a for 9 a de reagao de radiagao. 

E claro que a Equagao 11.79 nao prova a Equagao 11.80. Ela nao diz absolutamente nada sobre o comoonente F 

muito^esoeeffi * * r *° ^ ^ d ° com P onente P ara klo - uma media, alias, sobre intervales de tempo 

mmto espe tficos. Como veremos na proxtma segao, ha outros motives para acreditar na formula de Abraham-Lorentz Z 

por enquanto, o maximo que podemos dizer e que ela representa a forma mais simples que a forga de reagao de radhcao’ node 
assumir, sendo coerente com a conservagao de energia. 9 9 de 1 adia 9 ao P ode 

A formula de Abraham-Lorentz tern implicagoes perturbadoras, as quais ainda nao sao totalmente compreendidas mesmo 

suiehn'a ^ ^ le ' foi Pr ° P ° Sta pela P rimeira vez - Pois > suponha que uma particula into esteja 

sujeita a qualquer for^a externa ; a segunda lei de Newton diz entao que c 


do que se segue que 


onde 


p m 2 . 

Aad = — — a = ma, 

07TC 


a(t) = a 0 e t/r , 


r~ m 


67 xmc ' 


(11.81) 


(11.82) 


(No caso do eletion, r 6 x 10 s.) A acelera§ao espontanearaente aumenta de forma exponencial com o temnoi 

conclusa 0 a surda pode ser evtada se insisrirnros que a, = 0. mas ocome que a exclusao sisreSca de ,ai, Ml uZ ex“ 
nencialmente diver^entes tern uma consequSncia ainda mais desagradivel: se vocS aplicar uma forpa exiema, a parte* 


Na realidade, enquanto o campo total 6 a soma dos campos de velocidade e de acelencno f — F j_f . , . „ 

E a + El e contend tris termos: energia armazenada somente nos campos de veSd “ E = + 2E “ ' 

E„ • E a . Por simplicidade, estou me referindo a combinacao (E 2 + 2P F i mm • • ’ g ‘ ad ada paia lon S e (^o) e 11111 termo cruzado 

»«.»„ i/,4 , 1A s. de f „„ ,„ e nenhnm ^ ^ ” 8 " ,, “ d ‘ “ E «» ““ 

“ - *.«•»« — ditroif d. « cumprida. N.o 

em prmdpm. .... mdp, a, derlmta, de erdee, supernL dewm ser ideatemT, “ ""'T Por “"" > ' 

rapidamente com n,. basta que it e a sejam iguais sobre o breve intervalo anterior a h e t 2 . ° S CamP ° S de veloc,dade diminuem 
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comegara a responder antes que a forga comece a agir! (Veja o Problema 11.19.) Esta pre-aceleragao nao causal comega 
antes por um tempo curto r; mesmo assim, e (no meu entender) filosoficamente repugnante que a teoria sequer o permita. 10 


Exemplo 11.4 

Calcule o aniortecimento de radiagao de uma particula carregada ligada a uma mola de frequencia natural cjo, movida a uma 
frequencia to. 

Solugao: a equagao de movimento e 

771 X — F mo i a "1“ ^rad -^motriz — TYILOqX ~h TflTX ^niotriz- 


Com o sistema oscilando a frequencia cu, 


x(t) = xo cos (uit + S), 


entao, 


2 * 

-OJ X. 


Portanto, 


mx + rri'yx + mtulx = F motriz , 


e o fator de amortecimento 7 e dado por 


2 

7 — to r. 


(11.83) 

(11.84) 


[Quando escrevi F amor tecimento = -7 mv, no Capftulo 9 (Equagao 9.152), assumi, para simplificar, que 0 amortecimento era propor- 
cional a veiocidade. Agora sabemos que 0 amortecimento de radiagao , pelo menos, e proporcional a v . Mas nao importa: para as 
oscilagoes senoidais qualquer numero par de derivadas de v serviria, ja que sao todas proporcionais a v.] 


Problema 11.17 

(a) Uma particula de carga q move-se em um cfrculo de raio R a uma veiocidade constante v. Para manter 0 movimento, voce precisa, 
e claro, de uma forga centripeta mv 2 /R\ que forga adicional (F e ) voce precisa exercer para neutralizar a reagao de radiagao? [E 
mais facil expressar a resposta em termos da veiocidade momentanea v.] Que potencia (P e ) essa forga extra fornece? Compare P e 
com a potencia radiada (use a formula de Larmor). 

(b) Repita a parte (a) para uma particula em movimento harmonico simples com amplitude A e frequencia angular u (w (t) = 
A cos (ut) z). Explique a discrepancia. 

(c) Considere 0 caso de uma particula em queda livre (aceleragao constante g). Qual e a forga de reagao de radiagao? Qual e a 
potencia radiada? Comente esses resultados. 

Problema 11.18 

(a) Assumindo (de maneira pouco logica) que 7 e totalmente atribuido ao amortecimento de radiagao (Equagao 1 1.84), mostre que 
para a dispersao otica, 0 amortecimento e ‘pequeno’ (7 < cuo). Assuma que as ressonancias relevantes estao na faixa de frequencias 
oticas ou proximas dela. 

(b) Usando os resultados do Problema 9.24, estime a largura da regiao de dispersao anomala para 0 modelo do Problema 9.23. 

Problema 11.19 Com a inclusao da forga de reagao de radiagao (Equagao 11.80), a segunda lei de Newton para uma particula 
carregada torna-se 

F 

a = ra H , 

m 

onde F e a forga externa agindo sobre a particula. 

(a) Em contraste com 0 caso de uma particula nao carregada ( a = F/m ), a aceleragao (como a posigao e a veiocidade) deve agora 
ser uma fungao continua do tempo, mesmo que a forga mude abruptamente. (Fisicamente, a reagao de radiagao amortece qualquer 
alteragao rapida em a.) Prove que a e continuo em qualquer tempo t, integrando a equagao de movimento acima de (t - e) ate (t + e) 
e tomando 0 limite e — > 0. 

(b) Uma particula esta sujeita a uma forga constante F, que comega no tempo t — 0 e dura ate 0 tempo T. Encontre a solugao mais 
geral a(t) para a equagao de movimento em cada um dos tres perfodos: (i) t < 0; (ii) 0 < t < T; (iii) t>T. 


10. Tais dificuidades persistem na versao relativfstica da equagao de Abraham-Lorentz que pode ser deduzida a partir da formula de Lienard em vez da de 
Larmor (veja 0 Problema 12.70). Talvez elas estejam nos dizendo que nao pode existir algo como uma carga pontual em eletrodinamica cldssica, ou talvez 
pressagiem 0 inicio da mecanica quantica. Para um guia da literatura pertinente consulte 0 capftulo de Philip Pearle em D. Teplitz, ed., Electromagnetism: 
Paths to Research (Nova York: Plenum, 1982) e F. Rohrlich, Am. J. Phys. 65, 1051 (1997). 
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(c) Imponha a condigao de continuidade (a) em t = 0 e t = T. Mostre que voce pode eliminar a divergence exponencial na regiao 
(iii) ou evitar a pre-aceleragao na regiao (i), mas nao ambas. 

(d) Se resolver eliminar a divergence exponencial, qual e a aceleragao como fungao temporal, em cada intervalo? E quanto a 
velocidade? (Esta deve, e claro, ser continua em t = 0 e t = T.) Assuma que a particula estava originalmente em repouso: 
i/(—oo) — 0. 

(e) Desenhe o grafico de a(t) e v(t), tanto para uma particula sem carga quanto para uma particula com carga (sent divergence 
exponencial) sujeitas a essa forga. 


11.2.3 Fundamentos fisicos da rea^ao de radiagao 

Na segao anterior deduzi a formula de Abraham-Lorentz para a reagao de radiagao, usando a conservagao de energia. Nao 
fiz qualquer tentativa de identificar o mecanismo que de fato e responsavel por essa forga, exceto ressaltar que deve ser urn 
efeito de coice dos campos da propria particula, agindo de volta sobre a carga. Infelizmente, os campos de uma carga pontual 
explodem exatamente na particula, de forma que e dificil ver como se pode calcular a forga que eles exercem. 1 1 Vamos 
evitar esse problema considerando uma distribuigao estendida de carga para a qual o campo e finito em toda parte; ao final 
tomaremos o limite a medida que o tamanho da particula tender a zero. Em geral, a forga eletromagnetica de uma parte (A) 
sobre outra parte ( B ) nao e igual e oposta a forga de B sobre A (Figura 1 1.17). Se a distribuigao estiver dividida em porgoes 
infinitesimals e os desequilfbrios forem somados para todos esses pares, o resultado sera a forga liquida da carga sobre si 
mesma. E essa autoforga, resultante da invalidagao da terceira lei de Newton dentro da estrutura da particula, que responde 
pel a reagao de radiagao. 

Loientz originalmente calculou a autoforga eletromagnetica usando uma distribuigao esferica de carga, o que parece ra- 
zoavel, mas torna os calculos um tanto trabalhosos. Como estou apenas tentando elucidar o mecanismo envolvido, usarei 
um modelo menos realista. um halter no qual a carga total q esta dividida em duas metades separadas por uma distancia fixa 
d (Figura 1 1.18). Este e o arranjo de carga mais simples posslvel que permite que o mecanismo essencial (o desequilfbrio das 
forgas eletromagneticas internas) funcione. Nao se preocupe por ser um modelo improvavel para uma particula elementar: no 
limite do ponto ( d -> 0) qualquer modelo deve gerar a formula de Abraham-Lorentz, de forma que a conservagao de energia 
por si dita essa resposta. 

Vamos assumir que o halter se move na diregao x, e esta (momentaneamente) em repouso no tempo retardado. 0 campo 
eletrico em(l)devidoa(2)e 

(q/2) i 2 , . x i , , 

El 4^(^)3 [(c +^- a ) u -(^^)a] (11.85) 

(Equagao 10.65), onde 

u = ci e * = lx + d y, (11.86) 

de forma que 

% - w — Cb, — e 4 = \// 2 + d 2 . (11.87) 

y 


Posigao Posigao 
retardada x(t t ) presente x(t,) 

Figura 11.17 Figura 11.18 


1 1. Pode ser feito tomando-se adequadamente a media do campo, mas nao e facil. Veja T. H. Boyer, Am. J. Phys. 40, 1843 (1972) e as references alt 
citadas. 

12. Veja J. D. Jackson, Classical Electrodynamics, 32 ed., Segao 16.3 (Nova York: John Wiley, 1999). 
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So estamos interessados, de fato, no componente x de Ei, ja que os componentes y serao cancelados quando somannos 
as formas nas duas extremidades (pelo mesmo motivo, nao precisamos nos preocupar com as forgas magneticas). Agora 


cl 


U’x — i 


( 11 . 88 ) 


e entao 


Ei x = 


q ( Ic 2 - ad 2 ) 


87reo c 2 (l 2 + d 2 ) 3 / 2 ' 

Por simetria, £ 2 * = E\ :r , de forma que a for?a lfquida no halter e 

F = q (V I FI q - (/r2 " /2) -: 

F aut0 2 (Ej + E 2 ) Sitcqc 2 (P 4 d 2 fP 


(11.89) 


(11.90) 


Por enquanto esta tudo exato. A ideia agora e expandir em potencias de d\ quando o tamanho da partlcula tender a zero, 
todas as potencias positivas irao se anular. Usando o teorema de Taylor 

x(t) = x(t r ) + x(t r )(t - t r ) + ^ x{t r )(t - t r ) 2 + ^x(t r ){t - t r f + • • • , 


temos 


l = x(t) - x(t r ) = ]-aT 2 + ^aT 3 + • • • , 

46 D 


onde T = t - t r , para abreviar. Ora, T e determinado pela condi?ao de tempo retardado 

(cT) 2 = l 2 + d 2 , 

entao 


(11.91) 


(11.92) 


= !-(f + ^ + - 


2 2 

or 


cT - ^T 3 + ( )T 4 + ■ 


Esta equa§ao nos fornece d, em termos de T; precisamos ‘resolve-la’ para T como fun?ao de d. Existe um procedimento 
sistematico para isso, conhecido como reversao de series , 13 mas podemos obter os primeiros termos mais informalmente, 
como segue: ignorando todas as potencias mais altas de T, 


d = cT 

usando isso como aproximaijao para 0 termo ciibico, 


d = cT- 


rP 

8c c 3 


rj~i 


d a 2 d 3 

T -- + TT’ 

c 8 c° 


e assim por diante. Evidentemente 


T — -d + TTjd 3 + ( )d A + 
c 8 c° 


Voltando a Equa?ao 1 1.91, construimos a serie de potencias para l em termos de d\ 

Coloeando isso na Equa 9 ao 1 1.90, concluo que 

Fan in = 


47T60 


a a / \ i 

lc^i + U? + ()d + 


X. 


(11.93) 


(11.94) 


(11.95) 


Aqui a e a sao calculados no tempo retardado (t r ), mas e facil reescrever o resultado em termos do tempo presente t: 
a(t r ) = a(t) 4- a(t)(t r — t) + ■ ■■ = a,(t) — a(t)T + • • • = a(t) - a,(t)~ 4 , 


1 3. Veja, por exemplo, CRC Standard Mathematical Tables (Cleveland: CRC Press). 
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e segue-se que 


F auto — 


47Te 0 


a(t) a(t) , 

W : + ^ + ( )d + 


X. 


(11.96) 


. _ 4 c 2 d ' 3c 3 

Oprimeirotermoadireitaiproporcionalaacderatao da carga; seopuxarmos para o outre lado da segunda lei de Newton 

ele simplesmente se somara a massa do halter. De fato. a inercia total do halter carregado e 

J2 


tV, — 2 /77/ n ~\~ 


1 


47T6n 4 d,C 2 ’ 


(11.97) 


o^e mo e a massa de qualquer um dos lados sozinho. No contexto da relatividade especial, nao surpreende que a repulsao 
ca das cargas aumente a massa do halter. Pois a energia potencial desta configuragao (no caso estatico) e 

m 2 


i 

47T60 d ’ 

e segundo a formula de Einstein E = me 2 , esta energia contribui para a inercia do objeto. 14 
0 segundo terrno da Equagao 1 1 .96 e a reagao de radiagao: 


(11.98) 


pint 

^rad 


127TC 


(11.99) 

Sozinha (sem a corregao de massa 15 ) ela sobrevive no limite do ‘halter pontual’ d -> 0. Infelizmente ela difere da formula 

‘inf ^ R^r f a P ° r 7 ° r d ? 2 J P ° r6m ’ CSta 6 apenaS 3 aut0f0r?a associada a interagao entre 1 e 2 - dai o sobrescrito 
. Resta a forga de cada extremidade sobre si mesma. Quando esta ultima e incluida (veja o Problema 1 1 20) o resultado e 


^rad = 


dnre 


( 11 . 100 ) 

reproduzindo, com exatidao, a formula de Abraham-Lorentz. Conclusdo: a reagao de radiagao e devida d form da carrn 

iobre si mesma ou, de forma mais elaborada, e a forga lfquida exercida pelos campos gerados por diferentes partes da 
distribuigao de carga agindo uns sobre os outros. S F unerentes panes da 


Problema lf.20 Deduza a Equagao 1 1.100 da Equagao 1 1.99, como se segue: 

(a) Use a formula de Abraham-Lorentz para determinar a reagao de radiagao em cada extremidade do 
de interagao (Equagao 11.99). 


halter; acrescente isso ao terrno 


(b) O metodo (a tern o defe.to de usar a formula de Abraham-Lorentz - exatamente aquilo que estamos tentando deduzir Pan 
evuai isso, espalhe as cargas ao longo de uraa faixa de comprimento L direcionada perpendicularmente ao movimento (a densidade 
e carga, entao, sera A - q/L ); encontre a forga de interagao cumulativa para todos os pares de segmentos usando a Equacao 1 199 
(c„,n , correspondencia g/2 -* \dyi, em „ma extremidade e ,/2 „a Optra). Cettilttptei de ptto - o IZo %, Z 


Mais problemas do Capftulo 11 


U - 21 1 ligad. a lima mola com constante de forp, it, pendttrada do teto (Fi- 

‘ acima d0 ch,a A mola ' p “ xad " p " b “° a “ "™ dist “ d *“» d ° 

(a) Sob os pressupostos normals (d « A « h), calcule a intensidade da radiagao que atinge o chao como fungao da distanch 7? a 

~ nt ° dlretam f ente 9 abaiX0 de * W*™***: a intensidade, aqui, e a poteneia medL por unidade de area do cto ' Z qu 
R tadragao e mais mtensa? Despreze o amortecimento radiativodo oscilador. [Resposta: paq 2 d 2 u 4 R 2 h/32n 2 c(R 2 + h 2 f/ 2 ] 

,Ue ° Chi ° “ “ de tempo q ue 

fmnlunTpT'' T* 7° f ° rma de radiae5 °’ 3 am P litude da osclla ? 5 ° ira gradualmente diminuir. Depois de que tempo r a 

amplitude foi reduzida a d/el (Assuma que a fragao de energia total perdida em um ciclo e muito pequena.) P 


14. 


15 . 
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Figura 11.19 


Problema 11.22 Uma torre de radio ergue-se a uma altura h acima de um chao horizontal piano. No topo esta uma antena de 
dipolo magnetico, de raio b t e com eixo vertical. A estagao de FM KRUD transmite a partir dessa antena a frequencia angular u>, 
com uma potencia radiada total P (em media, e claro, sobre um ciclo completo). Os vizinhos estao reclamando de problemas que 
eles atribuem ao excesso de radiagao da torre — interference nos aparelhos de som, portas de garagem que abrem e fecham-se 
misteriosamente e uma serie de problemas de saude suspeitos. Mas o engenheiro da prefeitura que mediu o nivel de radiagao na base 
da torre constatou que ele esta muito abaixo do padrao aceitavel. Voce foi contratado pela Associagao de Moradores para avaliar o 
relatorio do engenheiro. 

(a) Em termos das variaveis dadas (das quais e possfvel que nem todas sejam relevantes, e claro), encontre a formula para a intensidade 
de radiagao no nivel do chao, a uma distancia R da base da torre. Voce pode assumir que a < c/ou C h. [Observagdo: estamos 
interessados somente na magnitude da radiagao, nao na sua diregao — quando as medidas sao tomadas, o detector fica voltado 
diretamente para a antena.] 

(b) A que distancia da base da torre o engenheiro deveria ter feito a medigao? Qual e a formula para a intensidade nesse local? 

(c) A potencia de saida da KRUD, de fato, e 35 kilowatts, sua frequencia e 90 MHz, o raio da antena e 6 cm e a altura da torre e 200 
m. 0 limite para as transmissoes de radio da cidade e de 200 microwatts/cm 2 . A KRUD atende aos padroes? 

Problema 11.23 Como voce sabe, o polo norte magnetico da Terra nao coincide com o polo norte geografico — de fato, a divergencia 
e de cerca de 11°. Com relagao ao eixo fixo de rotagao, portanto, o vetor momento de dipolo magnetico da Terra esta mudando com 
o tempo e a Terra deve estar liberando radiagao magnetica dipolar. 

(a) Encontre a formula para a potencia total radiada, em termos dos seguintes parametros: ^ (o angulo entre os polos norte geografico 
e magnetico), M (a magnitude do momento de dipolo magnetico da Terra) e uj (a velocidade angular de rotagao da Terra). [Dica: 
consul te o Problema 1 1.4 ou o Problema 11.12.] 

(b) Usando o fato de que o campo magnetico da Terra e de aproximadamente meio gauss no equador, estime o momento de dipolo 
magnetico M da Terra. 

(c) Encontre a potencia radiada. [Resposta: 4 x 10 W] 

(d) Acredita-se que os pulsares sao estrelas de neutrons em rotagao, com um raio tipico de 10 km, um periodo rotacional de 10” 3 s e 
um campo magnetico superficial de 10 8 T. Que tipo de potencia radiada seria de se esperar de tal estrela? [Veja J. P. Ostriker e J. E. 
Gunn, Astrophys. J. 157, 1395 (1969).] [Resposta: 2 x 10 36 W] 

Problema 11.24 Suponha que o piano y z (eletricamente neutro) carrega uma corrente superficial dependente do tempo, porem com 
densidade uniforme K(t) z. 

(a) Encontre os campos eletrico e magnetico a uma altura x acima do piano se 
(i) uma corrente constante for ligada em t — 0: 


K(t) = 


0, t < 0, 
Ko, t > 0. 


(ii) uma corrente que aumenta linearmente e ligada em t = 0: 


*(*) = 


0, t < 0, 
at, t> 0. 


(b) Mostre que o potencial vetorial retardado pode ser escrito da seguinte forma 


a(m) = ^ Y i 


poo 

j K — — — uj du , 



;-J ON 


Capftulo 1 1 Radiagao 331 


e a partir dele, determine E e B. 

(c) Mostre que a potencia total radiada por unidade de area da superffcie e 

M oc 


mt- 

V yyj), i. A. ADDott e D. J. Griffiths, Am. J. Phys. S3, 1203 (1985).] 

decorrencia da de “ ma SU P erf, ' cie condut °''A radiagao e emitida, em 

potgncia radiada total como fang, da sua ira , ac^Z ” 6 “ 

magnetico q m em inoviij^^ “ Camp °* f trko e ma S ndtic ° de urn monopolo 

A. Heras, Am. / Phys. 63, 242 (1995).] ° f Pa ™ 3 P ° tenCia radiada - [ Para a Plica ? 6es cotrelatas veja J. 

Problema 1 1.27 Assumindo que voce exclua a solugao nao-ffsica do Problema 11.19, calcule 

(a) o tiabaJho realizado pela for 9 a externa, 

(b) a energia cinetica final (assuma que a energia cinetica inicial era nula), 

(c) a energia total radiada. 

Venfique se a energia e conservada neste processo. 16 

Problema 11.28 

l!,Ze ») d ? irac: '»-*«» *» 

( < o.^ r °^ ema (a ^ para moslrar t f ue Aa = Nesce^rob^ra^^x^Km rfoi.'^^valosrcons^derarl'^) 

(b) Como no Problem, 1 1.27, .erifique se a energia e consereada nes.e processo 

Problema 11.29 Uma partlcula carregada vindo de — oo ,o longo do eixo x encontra uma barreira retangular de energia polencial 

S TT « 




Uo, seO < x < L, 
caso contrario. 


x -7 wiiuauu, 

incidente seja inferior a U 0 , a partfeulH^to^^ ^ a energia cinetica 

resolver a equagao V J ner et aL P/i - w Rev - E 56, 3624 (1997).) [ Dica : sua tarefa e 
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• Os problemas 1 1 .27 e 1 1 .28 foram sugeridos por G. L Pollack 

• Este exemplo fo. primeiro analisado por P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. A167, 148 (1938). 
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Problema 11.30 

(a) Gncontre a forga de reagao de radiagao sobre uma particula que se move a uma velocidade arbitraria, em linha reta, reconstruindo 
o argumento da Segao ) 1.2.3 sem assumir que v(t r ) = 0. [Resposta: (poq 2 ^ 4 /6 / Kc)(d + 3y 2 a 2 v/c 2 )] 

(b) Mostre que este resultado e coerente (no sentido da Equagao 1 1 .78) com a potencia radiada por essa particula (Equagao 1 1 .75). 

Problema 11.31 

(a) Uma particula em movimento hiperbolico (Equagao 10.45) radia? (Use a formula exata (Equagao 1 1.75) para calcular a potencia 
radiada.) 

(b) Uma particula em movimento hiperbolico sofre reagao de radiagao? (Use a formula exata (Problema 1 1.30) para determinar a 
forga de reagao.) 

[Comentario: essas famosas questQes tern implicagoes importantes para o principio da equivalencia. Veja T. Fulton e F. Rohrlich, 
Annals of Physics 9, 499 (1960); J. Cohn, Am. J. Phys. 46, 225 (1978); Capitulo 8 de R. Peierls, Surprises in Theoretical Physics 
(Princeton: Princeton University Press, 1979); e o artigo de P. Pearle em Electromagnetism: Paths to Research , ed. D. Teplitz (Nova 
York: Plenum Press, 1982).] 


Capftulo 12 


Eletrodinamica e relatividade 


12.1 A teoria especial da relatividade 

12.1.1 Postulados de Einstein 

A mecanica classica obedece ao princfpio da relatividade: as mesmas leis se aplicam em qualquer sistema de referencia 
inercial. Por ‘inercial ’ quero dizer que o sistema esta em repouso ou em movimento a uma velocidade constante. 1 Imagine, por 
exemplo, que voce colocou uma mesa de bilhar em urn vagao de trem e que o trem esta viajando a uma velocidade constante 
sobie trilhos letos e uniformes. Um jogo poderia ser jogado exatamente como se o trem estivesse parado na estagao: voce 
nao precisaria ‘corrigir’ as suas tacadas pelo fato de que o trem esta em movimento — de fato, se fechasse todas as cortinas, 
voce nao teria como saber se o trem esta em movimento ou nao. Observe, em contrapartida, que voce saberia imediatamente 
se o tiern acelerasse ou desacelerasse, ou fizesse uma curva ou passasse por cima de uma protuberancia — as bolas de bilhar 
lolariam em trajetoiias curvas estranhas e voce mesmo sentiria o balance. As leis da mecanica, portanto, certamente nao sao 
as mesmas no caso de sistemas de referencia acelerados. 

Em sua aplicagao na mecanica classica, o princfpio da relatividade nao tern nada de novo; ele foi expresso claramente 
poi Galileu. Peigunta. ele tambem se aplica as leis da eletrodinamica? A primeira vista a resposta aparentemente seria nao. 
Afinal, uma caiga em movimento produz um campo magnetico, enquanto uma carga em repouso nao. Uma carga transportada 
junto com o trem geraria um campo magnetico, mas alguem que estivesse no trem aplicando as leis da eletrodinamica a 
esse sistema nao iria prever um campo magnetico. De fato, muitas das equates da eletrodinamica, comegando com a lei de 
forga de Lorentz, fazem referencia explfcita a velocidade da carga. Certamente parece, portanto, que a teoria eletromagnetica 
pressupoe a existencia de um sistema de referencia estacionario em relagao ao qual todas as velocidades devem ser medidas. 

E, no entanto, ha uma coincidencia extraordinaria que nos da o que pensar. Suponha que montemos uma espira de fio em 
um vagao e fagamos o tiem passar entre os polos de um fma gigante (Figura 12.1). A medida que o trem passa pelo campo 
magnetico, uma fern devida ao movimento se estabelece; segundo a regra de fluxo (Equagao 7.13), 

dt 


Espira de fio 



Figura 12.1 


'■ s '' sci,a um P'° b lema complicado: se as leis da fi'sica se aplicam da mesma forma em um sistema com movimento uniforme, nao temos como 
identincar um sistema em repouso’ para infcio de conversa e, consequentemente, nao ha como verificar se algum outro sistema esta se movimentando 
em velocidade constante. Para evitar esta armadilha, definimos formalmente um sistema inercial como aquele ao qua l se aplica a primeira lei de Newton 
Se voce qu.ser saber se esta em um sistema inercial, jogue algumas pedras a sua volta - se elas se moverem em linha reta em velocidade constante! 

voce esta em um sistema inercial e qualquer sistema que se movimente com velocidade constante em relagao a voce sera outro sistema inercial fveia o 
Problems 12.1). J 
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Esta fem, lembre-se, e devida a for?a magnetica sobre as cargas na espira de fio que estao se movendo junto com o trem. 
Por outro lado, se alguem no trem ingenuamente aplicasse as leis da eletrodinamica a esse sistema, qual seria a previsao? 
Nada de fonja magnetica porque a espira esta em repouso. Mas a medida que o ima passar, o campo magnetico do vagao ira 
se alterar e urn campo magnetico que varia induz um campo eletrico, segundo a lei de Faraday. A for?a eletrica resultante 
geraria na espira uma fem dada pela Equa$ao 7.14: 

e = -e 

dt 

Como a lei de Faraday e a regra do fluxo preveem exatamente a mesma fem, as pessoas no trem obterao a mesma resposta, 
embora sua inter p retagdo fisica do processo esteja completamente errada . 

Mas esta mesmo? Einstein nao conseguia acreditar que isso fosse mera coincidencia; ao contrario, ele tomou isso como 
pista de que os fenomenos eletromagneticos, assim como os mecanicos, obedecem ao principio da relatividade. Na sua visao, a 
analise pelo observador no trem e tao valida quanto a do observador no solo. Se as suas interpretagoes diferem (um chamando 
o processo de eletrico e o outro de magnetico), que seja; as previsdes de fato, estao de acordo. Eis o que ele escreveu na 
primeira pagina de seu trabalho de 1905 apresentando a teoria da relatividade especial: 

Sabe-se que a eletrodinamica de Maxwell — como e, em geral, entendida atualmente — quando aplicada a 
corpos em movimento leva a assimetrias que nao parecem ser inerentes ao fenomeno. Tome-se, por exemplo, a 
a?ao eletrodinamica reciproca de um magneto e um condutor. O fenomeno observavel, aqui, depende somente 
do movimento relativo do condutor e do magneto, enquanto a visao costumeira tra?a uma distingao incisiva entre 
os dois casos nos quais um ou outro desses corpos esta em movimento. Pois se o magneto estiver em movimento 
e o condutor em repouso, surge em torno do magneto um campo eletrico. . . produzindo uma corrente nos lugares 
onde partes do condutor estao situadas. Mas se o magneto estiver parado e o condutor em movimento, nao surge 
campo eletrico nas proximidades do magneto. No condutor, porem, encontramos uma fonja eletromotriz. . .que 
faz surgir — presumindo~se igualdade de movimento relativo nos dois casos em discussao — correntes eletricas 
com o mesmo caminho e intensidade daquelas produzidas pelas formas eletricas do caso anterior. 

Exemplos desse tipo, juntamente com tentativas malsucedidas de descobrir qualquer movimento da Terra 
em rela?ao ao ‘meio luminoso’, sugerem que os fenomenos da eletrodinamica, bem como os da mecanica, nao 
possuem qualquer propriedade correspondente a ideia de repouso absoluto. 2 * 

Mas estou me adiantando. Para os antecessores de Einstein, a igualdade de duas fem era apenas um acidente feliz; eles nao 
tinham diivida de que um observador estava certo e o outro errado. Consideravam os campos eletrico e magnetico deformasoes 
em um meio invisivel semelhante a uma gelatina, chamado eter, e que permeava todo o espa?o. A velocidade da carga deveria 
ser medida com relagdo ao eter — so entao as leis da eletrodinamica seriam validas. 0 observador do trem esta errado porque 
o sistema esta em movimento com relafao ao eter. 

Mas espere! Como sabemos que o observador no solo tambem nao esta se movendo com relagao ao eter? Afinal, a Terra 
gira sobre o proprio eixo uma vez por dia e em torno do Sol uma vez por ano; o sistema solar circula pela galaxia e, ate onde 
eu sei, a propria galaxia pode estar se movendo em alta velocidade pelo cosmos. Considerando tudo, devemos estar viajando 
a bem mais que 50 km/s com rela?ao ao eter. Como um piloto de motocicleta em uma estrada descampada, enfrentamos um 
‘vento do eter’ em alta velocidade — a menos que por alguma miraculosa coincidencia estejamos em um vento a favor que 
tern precisamente a intensidade certa, ou entao a Terra tern uma especie de ‘parabrisa’ e carrega consigo seu proprio estoque 
de eter. De repente, torna-se uma questao de importancia vital encontrar o sistema do eter, experimentalmente, ou todos os 
nossos calculos serao invalidos. 

0 problema, entao, e determinar nosso movimento atraves do eter — medir a velocidade e dire?ao do ‘vento do eter’. 
Como faremos isso? A primeira vista talvez voce suponha que praticamente qualquer experiment eletromagnetico seria 
suficiente: se as equates de Maxwell forem validas somente com rela?ao ao sistema do eter, qualquer discrepancia entre o 
resultado experimental e a previsao teorica seria atribuida ao vento do eter. Infelizmente, como os fisicos do seculo XIX logo 
perceberam, o erro esperado em um experimento tfpico e extremamente pequeno; como no exemplo acima, ‘coincidencias’ 
sempre parecem conspirar para esconder o fato de que estamos usando o sistema de referenda ‘errado’. Portanto, e necessario 
um experimento extraordinariamente delicado para realizar a tarefa. 

Ora, entre os resultados da eletrodinamica classica esta a previsao de que as ondas eletromagneticas viajam atraves do 
vacuo a velocidade 

— 3, 00 x 10 8 m/s, 

V^oMo 

relativa (presumivelmente) ao eter. Em principio, portanto, deve ser possivel detectar o vento do eter simplesmente medindo 
a velocidade da luz em varias didoes. Como em um barco a motor em um rio, a velocidade liquida ‘a jusante’ deve ser 


2. Uma tradugao do primeira trabalho de Einstein sobre relatividade, ‘On the Electrodynamics of Moving Bodies’, foi reimpressa em The Principle of 

Relativity , de H. A. Lorentz et al. (Nova York: Dover, 1923). 
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maxima, ja que aqui a luz e levada pelo eter; no sentido oposto, onde esta enfrentando a corrente, a velocidade deve ser 
minima (Figuia 12.2). Enquanto a ideia desse experimento nao poderia ser mais simples, sua exccugcio e uma outra historia 
porque a velocidade da luz e inconvenientemente grande. Se nao fosse por esse ‘detalhe tecnico’ tudo poderia ser feito com 
uma lanterna e um cronometro. Mas ocorre que urn experimento elaborado e adoravel foi criado por Michelson e Morley, 
usando um inteiferometro otico de precisao fantastica. Nao vou entrar em detalhes aqui, porque nao quero desviar sua atengao 
de dois pontos essenciais: (1) tudo o que Michelson e Morley estavam tentando fazer era comparar a velocidade da luz em 
varias diregoes e (2) o que eles de fato descobriram e que essa velocidade e exatamente a mesma em todas as diregoes. 

Hoje em dia, os estudantes do ensino medio aprendem a rir da ingenuidade do modelo do eter e e preciso um pouco de 
imaginagao para entendercomo esse resultado deve ter sido totalmente desconcertante na epoca. Todas as outras ondas (ondas 
na agua, sonoras, ondas em uma corda) viajam a uma determinada velocidade relativa ao meio de propagagao (a coisa que 
ondula), e se esse meio estivei em movimento em relagao ao observador, a velocidade lfquida e sempre maior ‘a jusante’ do 
que ‘a montante’. Nos 20 anos que se seguiram, uma serie de esquemas improvaveis foi inventada na tentativa de explicar 
por que isso nao ocorre com a luz. Os proprios Michelson e Morley interpretaram seu experimento como a con tirmacao da 
hipotese de ‘arraste do eter’, segundo a qual a Terra de alguma forma leva o eter consigo. Mas constatou-se que isso era 
incoerente com outras observagSes, principalmente a refragao da luz das estrelas. 3 Varias supostas teorias de ‘emissao’ foram 
propostas, segundo as quais a velocidade das ondas eletromagneticas 6 governada pelo movimento da fonte — como no caso 
de uma teoria corpuscular (que concebe a luz como um fluxo de particulas). Tais teorias pediam modificagoes implausfveis nas 
equates de Maxwell, mas de qualquer forma elas foram descartadas por experimentos usando fontes de luz extraterrestres. 
Enquanto isso, Fitzgerald e Lorentz sugeriam que o vento do eter comprimia fisicamente toda a materia (inclusive o proprio 
aparato de Michelson-Morley), de forma a compensar exatamente e, portanto, ocultar, a variagao de velocidade decorrente da 
diregao. Ocorre que isso tern um pouco de verdade, embora a ideia deles quanto ao motivo da contragao estivesse bastante 
errada. 

De qualquei foima, foi so a partir de Einstein que o resultado obtido por Michelson e Morley passou a ser considerado pelo 
seu valor real, sugerindo que a velocidade da luz e uma constante universal, igual em todas as di redoes, independentemente 
do movimento do observador ou da fonte. Nao existe vento do eter, porque nao existe eter. Qualquer sistema inercial e um 
sistema de referenda adequado para a aplicagao das equagoes de Maxwell e a velocidade de uma carga deve ser medida nao 
com relagao a um sistema (inexistente) em repouso absoluto ou com relagao a um eter (inexistente), mas simplesmente em 
relagao ao sistema de referenda particular que voce escolheu. 

Inspirado, entao, tanto pelas pistas teoricas internas (o fato de que as leis da eletrodinamica dao a resposta certa mesmo 
quando aplicadas ao sistema ‘errado’) quanto pelas evidencias empfricas externas (o experimento de Michelson-Morley 4 ), 
Einstein formulou seus dois famosos postulados: 

1. O princfpio da relatividade. As leis da ffsica aplicam-se em todos os sistemas de referenda inerciais. 

2. A velocidade universal da luz. A velocidade da luz no vacuo 6 a mesma para todos os observadores 
inerciais, independentemente do movimento da fonte. 

A teoria especial da relatividade e obtida desses dois postulados. O primeiro eleva a observagao de Galileu sobre a 
mecanica classica ao status de lei geral que se aplica a toda a ffsica. Ele afirma que nao existe estado de repouso absoluto. 
0 segundo pode ser considerado a resposta de Einstein ao experimento de Michelson-Morley. Ele significa que nao existe 
eter. (Alguns autores consideram o segundo postulado de Einstein redundante — nao mais que um caso especial do primeiro. 
Eles alegam que a propria existencia do eter violaria o princfpio da relatividade, no sentido de que definiria um sistema de 
referencia estacionario, singular. Acho que isso e bobagem. A existencia do ar como meio para o som nao invalida a teoria da 



Figura 12.2 


3. Uma discussao sobre o experimento de Michelson-Morley e questdes correlatas pode ser encontrada em R. Resnick, em Introduction to Special Relativity 
Cap. 1 (Nova York: John Wiley, 1968). 

4. Na realidade, aparentemente Einstein pouco sabia do experimento de Michelson-Morley na epoca. Para ele, o argumento teorico por si foi decisivo. 
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relatividade. 0 eter nao e um sistema em repouso absoluto, mais do que a agua em um aquario — que e um sistema especial 
se voce for um peixinho, mas que dificilmente e ‘absoluto’.) 5 

Ao contrario do princfpio da relatividade, cujas raizes remontavam a varios seculos, o da velocidade universal da luz era 
radicalmente novo — e, aparentemente absurdo. Pois se eu andar a 5 mi/h pelo corredor de um trem que esta a 60 mi/h, minha 
velocidade liquida em rela§ao ao solo e ‘obviamente’ 65 mi/h — a velocidade de A (eu) com rela9ao a C (solo) e igual a 
velocidade de A com rela?ao a B (o trem) mais a velocidade de B com relaqao a C : 


vac = vab + vbc • ( 12 . 1 ) 

E, no entanto, se A e um sinal de luz (venha ela de uma lanterna no trem, de uma luminaria no solo ou de uma estrela no 
ceu), Einstein queria que acreditassemos que sua velocidade e c com relaqao ao trem c com relagao ao solo: 


vac = vab = c. (12.2) 

Evidentemente, a Equaqao 12.1, que hoje chamamos de regra da adi^ao de velocidades de Galileu (ninguem antes de 
Einstein importou-se em lhe dar um nome) e incompativel com o segundo postulado. Na relatividade especial, como veremos, 
ela e substituida pela regra de adi^ao de velocidades de Einstein: 


vab + vbc 
1 + ( vabvbc/c 2 ) ’ 


(12.3) 


Para velocidades ‘comuiis’ {vab < c, vbc < c), o denominador e tao proximo de 1 que a discrepancia entre a formula 
de Einstein e a de Galileu e desprezivel. Por outro lado, a formula de Einstein tern a desejavel propriedade de que se vab — c, 
entao, automaticamente vac = c: 

C + VBC 

VAC - 1 + ( cvsc/c 2) “ C ' 

Mas como a regra de Galileu, que parece se apoiar em nada alem do bom senso, pode estar errada? E se ela esta errada, 
como isso afeta toda a fisica classica? A resposta e que a relatividade especial nos leva a alterar nossas nogoes de tempo e 
espafo em si e, consequentemente, tambem grandezas decorrentes como velocidade, momento e energia. Embora ela tenha 
historicamente se desenvolvido a partir da contempla^ao de Einstein da eletrodinamica, a teoria especial nao esta limitada a 
qualquer classe particular de fenomeno — alias, ela e uma descrifao da ‘arena’ espago-temporal na qual todos os fenomenos 
ffsicos acontecem. E apesar da referenda a velocidade da luz no segundo postulado, a relatividade nada tern a ver com a 
luz: c e evidentemente uma velocidade fundamental e ocorre que a luz viaja a essa velocidade, mas e perfeitamente possivel 
conceber um universo no qual nao existam cargas eletricas e, portanto, nem campos ou ondas eletromagneticos, mas onde 
a relatividade ainda prevaleceria. Como a relatividade define a estrutura do espa90 e do tempo, ela reivindica autoridade 
nao somente sobre todos os fenomenos conhecidos hoje, mas sobre aqueles ainda desconhecidos. E, como diria Kant, um 
‘prolegomeno de qualquer fisica futura’. 


Problema 12.1 Considere S um sistema de referenda inercial. 

(a) Suponha que <5 move-se com velocidade constante em rek^ao a S. Mostre que S e tambem um sistema de referenda inercial. 
[Die a: use a defin^ao da nota de rodape 1.] 

(b) Inversamente, mostre que se S e um sistema inercial, ele se move com rela9ao a S a velocidade constante. 

Problema 12.2 Como uma ilustra9ao do principio da relatividade na mecanica classica, considere a seguinte colisao generica: no 
sistema inercial S , a particula A (massa via, velocidade u a) atinge a particula B (massa rriB, velocidade us). No curso da colisao, 
uma certa massa passa de A para B , e ficamos com particulas C (massa me, velocidade uc) e D (massa mo, velocidade uo). 
Assuma que o momento (p = mu) e conservado em S. 

(a) Prove que o momento tambem e conservado no sistema inercial S, que se move a velocidade v com rela9ao a S. [Use a regra de 
adi9ao de velocidades de Galileu — este e um calculo totalmente classico. O que voce deve assumir sobre a massa?] 

(b) Suponha que a colisao e elastica em S\ mostre que tambem e elastica em S . 


5. Coloco desta maneira no intuito de dissipar algum mal-entendido quanto ao que constitui um sistema em repouso absoluto. Em 1977, tornou-se possfvel 
medir a velocidade da Terra atraves da radiagao de fundo a 3 K que sobrou do 4 big bang \ Isso significa que encontramos um sistema em repouso absoluto 
e a relatividade esta descartada? E claro que nao. 
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Problema 12.3 

(a) Qual o percentual de erro introduzido quando se usa a regra de Galileu, em vez da regra de Einstein, em vab ~ 8 km/h e v bc — 
96 km/h? 

(b) Suponha que voce pode correr a metade da velocidade da luz pelo corredor de um trem que esta a tres-quartos da velocidade da 
luz. Qual seria a sua velocidade com rela^ao ao solo? 

(c) Prove, usando a Equat^ao 12.3, que se vab < cqvbc < c, entao vac < c. Interprete este resultado. 

Problema 12.4 Enquanto os bandidos fogem em um carro que esta a |c, o policial dispara um bala da viatura, cuja velocidade e 
apenas (Figura 12.3). A velocidade da bala no cano (com rela^o a arma) e |c. A bala atingira seu alvo (a) segundo Galileu, (b) 
segundo Einstein? 



Figura 12.3 


12.1.2 A geometria da relatividade 

Nesta segao apresento uma serie de experimentos gedanken (imaginarios), que servem para introduzir as tres consequen- 
cias geometricas mais impressionantes dos postulados de Einstein: dilata^ao do tempo, contra 9 ao de Lorentz e relatividade da 
simultaneidade. Na Se?ao 12.1.3, os mesmos resultados serao deduzidos mais sistematicamente, usando as trails Ion nacdes de 
Lorentz. 

(i) A relatividade da simultaneidade. Imagine um vagao viajando a velocidade constante sobre trilhos retos e uniformes 
(Figura 12.4). Bern no centro do vagao esta pendurada uma lampada. Quando alguem liga a lampada, a luz espalha-se em 
todas as direcdes a velocidade c. Como a lampada esta equidistante das duas extremidades, um observador no trem vera que 
a luz atinge a extremidade dianteira ao mesmo tempo que atinge a extremidade traseira: os dois eventos em questao — (a) luz 
chega a extremidade dianteira e (b) luz chega a extremidade traseira — ocorrem simultaneamente. Porem, para um observador 
no solo, esses mesmos dois eventos nao sao simultaneos, pois a medida que a luz sai da lampada, o trem em si move-se para 
a frente de forma que o raio que vai para o fundo tern uma distancia menor a percorrer do que aquele que vai para a frente 
(Figura 12.5). Segundo este observador, portanto, o evento (b) acontece antes do evento (a). Um observador que passasse ao 
lado em um trem expresso, enquanto isso, diria que (a) precede (b). Conclusdo: 

Dois eventos que sao simultaneos em um sistema inercial nao sao, em geral, simultaneos em outro. 

Naturalmente o trem teria de estar a uma velocidade extremamente grande para que a discrepancia fosse detectavel — essa 
e a razao pela qual voce nao percebe isso o tempo todo. 

E claro que e sempre possfvel para uma testemunha ingenua enganar-se sobre a simultaneidade: voce ouve o trovao depois 
de ver o raio, e uma crian 9 a poderia pensar que a origem da luz nao e simultanea a origem do som. Mas esse e um erro trivial 
que nada tem a ver com observadores em movimento e relatividade — e obvio que voce tern de fazer a corre 9 ao para o tempo 
que o sinal (som, luz, pombo-correio, o que for) demora para chegar ate voce. Quando falo em observador, me refiro a 
alguem que tem o bom senso de fazer essa corre 9 ao, e uma observa9ao e aquilo que um observador registra depois de fazer 
essa corre 9 ao. O que voce ve, portanto, nao e o mesmo que aquilo que voce observa. Uma observa 9 ao nao pode ser feita com 
uma camera — ela e uma reconstru 9 ao artificial apos o fato, quando todos os dados sao considerados. De fato, urn observador 
sabio evitaria todo esse problema colocando assistentes em pontos estrategicos, cada um deles com um relogio sincronizado 
a um relogio mestre, de forma que as medi 9 oes de tempo podem ser feitas no local. Estou detalhando excessivamente este 
ponto para enfatizar que a relatividade da simultaneidade e uma discrepancia genurna entre medi 9 oes feitas por observadores 
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competentes em movimento relativo, e nao um simples erro resultante da falha em considerar o tempo de caminho dos sinais 
de luz. 


Problema 12.5 Relogios sincronizados estao colocados em intervalos regulares de um milhao de quilometros, ao longo de uma linha 
reta. Quando o relogio perto de voce marcar meio-dia: 

(a) Que horas voce verb no 90 2 relogio a frente? 

(b) Que horas voce observard nesse relogio? 

Problenia 12.6 A cada dois anos, mais ou menos, o The New York Times publica um artigo no qual algum astronomo alega que 
encontrou um objeto viajando a uma velocidade maior que a da luz. Muitos desses relatos resultam da falha em distinguir o que e 
visto do que e observado — ou seja, da falha ao considerar o tempo de viagem da luz. Eis um exemplo: uma estrela esta viajando a 
velocidade v com um angulo 9 em rela?ao a linha de visao (Figura 12.6). Qual a sua velocidade aparente atraves do ceu? (Suponha 
que o sinal de luz de b chega a Terra em um tempo At apos o sinal de a, e a estrela, nesse meio tempo, avan?ou uma distancia As 
atraves da esfera celeste; por ‘velocidade aparente’ quero dizer As/At.) Que angulo 6 da a maxima velocidade aparente? Mostre 
que a velocidade aparente pode ser muito maior que c, mesmo que v seja menor do que c. 



Figura 12.6 


(ii) Dilata^ao do tempo. Agora consideremos um raio de luz que sai da lampada e atinge o chao do vagao diretamente 
abaixo. Pergunta : quanto tempo a luz demora para fazer esse caminho? Do ponto de vista de um observador no trem, a 
resposta e facil: se a altura do vagao e h, o tempo e 


At = 


h 

c 


(12.4) 


(Usarei um traijo sobrescrito para denotar as medidas feitas no trem.) Por outro lado, a partir de uma observa^ao no solo, o 
mes mo raio tern d e viajar mais longe porque o trem em si esta em movimento. A partir da Figura 12.7, vejo que essa distancia 
e yjh? + (-u At) 2 , entao 

y/h* + (vAt)* ' 
c 


Resolvendo para At, temos 


At = 


v/T -w 2 /c 2 ’ 



Figura 12.7 
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e, portanto, 

At = \/T — n 2 /c 2 At. 


(12.5) 


Evidentemente, tempo transcorrido entre os mesmos dois eventos — (a) luz sai da lampada e (b) luz atinge o chao — e 
diferente para os dois observadores. De fato, o intervalo registrado no relogio do trem, At, e mais curto pelo fator 


1 

7= y/l -w 2 /^' 


( 12 . 6 ) 


Conclusao: 

Relogios em movimento andam mais devagar. 

Esta e a chamada dilata^ao do tempo. Ela nada tem a ver com a mecanica dos relogios; e uma declaragao sobre a natureza 
do tempo que se aplica a todos os relogios que estejam funcionando adequadamente. 

De todas as previsoes de Einstein, nenhuma teve confirtnacao mais espetacular e persuasiva do que a dilata$ao do tempo. 
As particulas mais elementares sao instaveis: elas se desintegram apos urn tempo de vida caracterfstico 6 que varia de uma 
especie para outra. 0 tempo de vida de urn neutron e de 15 minutos, o de urn muon, 2 x 10~ 6 s, o de um pi'on neutro, 
9 x 10“ 17 s. Mas esses sao tempos de vida das particulas em repouso. Quando as particulas estao se movendo a velocidades 
proximas de c elas duram muito mais tempo, pois seus relogios internos (seja la o que for que diz a elas que o tempo acabou) 
andam mais devagar, segundo a formula de Einstein de dilatagao do tempo. 


Exemplo 12.1 

Um muon esta viajando pelo laboratorio a 3/5 da velocidade da luz. Quanto tempo ele dura? 
Solu^ao: neste caso, 

f _ 5 
7_ ^l-(3/5) 2 “4’ 

de forma que ele vive mais tempo (do que em repouso) por um fator de 

| X (2 x 10~ 6 )s = 2,5 x 10~ 6 s. 


Talvez the pare§a que a dilatapao do tempo e incoerente com o prinefpio da relatividade. Pois se o observador no solo 
disser que o relogio do trem esta lento, o observador no trem podera, com a mesma razao, dizer que o relogio no solo e que 
estd lento — afinal, do ponto de vista do trem, e o solo que esta em movimento. Quern tem razao? Resposta: ambos estao 
certos! Se analisarmos mais de perto, a ‘contradi^ao’ , que parece tao acentuada, se evapora. Deixe-me explicar: para verificar 
a marcha do relogio do trem, o observador no solo usa dois dos seus proprios relogios (Figura 12.8): um para comparar os 
tempos no imcio do intervalo, quando o relogio do trem passa pelo ponto A, e outro para comparar os tempos no fim do 
intervalo, quando o relogio do trem passa pelo ponto B. E claro que ele tem de ter o cuidado de sincronizar seus relogios 
antes do experimento. 0 que ele constata e que enquanto no relogio do trem passaram-se, digamos, 3 minutos, o intervalo 
entre seus proprios dois relogios foi de 5 minutos. Ele conclui que o relogio do trem esta lento. 

Enquanto isso, a observadora no trem esta verificando a marcha do relogio no solo, com o mesmo procedimento: ela 
usa dois rel6gios cuidadosamente sincronizados, no trem, e compara seus tempos com um unico relogio no solo, quando 
passa por cada um deles, um depois do outro (Figura 1 2.9). Ela constata que embora no relogio no solo tenham se passado 
3 minutos, o intervalo entre seus relogios no trem 6 de 5 minutos, e conclui que o relogio no solo esta lento. Existe uma 
contradi?ao? Nao, ja que os dois observadores mediram coisas diferentes. 0 observador no solo comparou um relogio no 
trem a dois relogios no solo; a observadora no trem comparou um relogio no solo com dois relogios no trem. Ambos seguiram 
procedimentos corretos e sensatos, comparando um unico relogio em movimento a dois relogios estacionarios. ‘E daf , dira 
voce, ‘Os relogios estacionarios estavam sincronizados em ambos os casos, de forma que nao pode fazer diferen 5 a se eles 
usaram dois relogios diferentes.’ Mas aqui esta o obstaculo: relogios que estao corretamente sincronizados em um sistema 
nao estarao sincronizados quando observados a partir de outro sistema. Eles nao podem estar, ja que dizer que dois relogios 
estao sincronizados e dizer que eles indicam meio-dia simultaneamente, e ja vimos que o que e simultaneo para um observador 


6. Na realidade, uma partfcula individual pode durar mais ou menos que isso. A desintegrapao de particulas 6 um processo aleatorio e eu deveria realmente 
fatal do tempo medio de vida de cada especie. Mas para evitar complicapoes irrelevantes, tarei de conta C|ue cada partfcula se desintegra precisamente 
apds o tempo medio de vida. 
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Relogio do trem 



Figura 12.8 


Relogio do trem B Relogio do trem A 



Relogio do solo 

Figura 12.9 


nao e simultaneo para o outro. Portanto, embora cada observador tenha conduzido uma medigao perfeitamente correta, a partir 
do seu ponto de vista, o outro observador, vendo o processo, considera que ele/ela cometeu um erro elementar usando dois 
relogios nao sincronizados. E assim que, apesar dos relogios dele ‘de fato’ funcionarem devagar, ele consegue concluir que 
os delci e que estao lentos (e vice-versa). 

Como os relogios em movimento nao estao sincronizados, na verificagao da dilatagao do tempo e essencial concentrar a 
atengao em um unico relogio em movimento. Todos os relogios em movimento sao lentos, pelo mesmo fator, mas voce nao 
pode comegar a contar o tempo em um relogio e depois mudar para outro, porque desde o inicio eles nao estavam no mesmo 
passo. Mas voce pode usar quantos relogios estacionarios (estacionarios com relagao a voce, o observador) quiser, ja que eles 
estao adequadamente sincronizados (observadores em movimento questionariam isso, mas esse e um problema deles). 


Exemplo 12.2 

O paradoxo dos gemeos. No seu 21 2 aniversario, uma astronauta parte em um foguete a uma velocidade de ||c. Depois de passarem 
5 anos segundo o seu relogio, ela volta a mesma velocidade para juntar-se ao irmao gemeo que ficou em casa. Pergunta : Que idade 
cada um dos gemeos tera quando se reencontrarem? 

Solugao: a gemea que viajou ficou 10 anos mais velha (5 anos de ida e 5 anos de volta); ela chega em casa bem a tempo de comemorar 
seu 31 2 aniversario. No entanto, visto da Terra, o relogio em movimento estava mais lento por um fator de 

- 1 _ 13 

7 yjl - (12/13) 2 ~ 5 ' 

0 tempo transcorrido nos relogios que ficaram na Terra e de ^ x 10 = 26, e o irmao dela, portanto, esta celebrando seu 47- 
aniversario — ele e agora 16 anos mais velho que sua irma gemea! Mas nao se engane: nao se trata de uma fonte da juventude para 
a gemea que viajou, pois embora ela possa morrer mais tarde que o irmao, nao tera vivido mats — apenas mais devagar . Durante o 
voo, todos os seus processos biologicos — metabolismo, pulso, pensamento e fala — ficaram sujeitos a mesma dilatagao que afeta 
seu relogio. 

0 assim chamado paradoxo dos gemeos surge quando voce tenta contar a historia do ponto de vista da gemea que viajou . Ela ve 
a Terra se distanciar a ~c, e depois de 5 anos retorna. Do seu ponto de vista, portanto, parece que ela esta em repouso enquanto seu 
irmao estd em movimento e, portanto, e ele quern deve estar mais jovem na reuniao. Uma quantidade enorme ja foi escrita sobre o 
paradoxo dos gemeos, mas a verdade e que aqui nao ha paradoxo algum: essa segunda analise esta simplesmente errada. Os dois 
gemeos nao sao equivalentes. A gemea que viaja sofre aceleragao quando volta para casa, mas seu irmao nao . Em linguagem mais 
sofisticada, a gemea que viaja nao esta em um sistema inercial — mais precisamente, ela esta em um sistema inercial na ida e em 
outro completamente diferente na volta. Voce vera no Problema 12.16 como analisar este problema corretamente do ponto de vista 
dela, mas no que se refere a solugao do ‘paradoxo’, basta observar que a gemea que viaja nao pode alegar que e uma observadora 
estacionaria , porque nao se pode softer aceleragao e permanecer estacionario. 


Problema 12.7 Em um experimento de laboratorio, observa-se que um muon percorre 800 m antes de se desintegrar. Um estudante 
consulta o tempo de vida de um muon (2 x 10 -6 s) e conclui que sua velocidade era de 


800 m 
2 x 10” 6 s 


= 4 x 10 8 m/s. 


Mais rapida que a da luz! Identifique o erro do estudante e calcule a velocidade defato do muon. 


Problema 12.8 Um foguete deixa a Terra a velocidade de |c. Quando um relogio no foguete diz que 1 hora se passou, o foguete 
envia um sinal de luz de volta a Terra. 
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(a) Segundo os relogios na Terra , quando o sinal foi enviado? 

(b) Segundo os relogios na Terra , quanto tempo depois da partida do foguete o sinal chegou a Terra? 

(c) Segundo o observador no foguete, quanto tempo depois da partida do foguete o sinal chegou a Terra? 


(iii) Contragao de Lorentz. Para o terceiro experimento gedanken voce deve imaginar que montamos uma lampada em 
uma extremidade de urn vagao e um espelho na outra, de forma que um sinal de luz pode ser enviado e retornar (Figura 12,10). 
Pergunta: Quanto tempo um sinal leva para fazer o caminho todo? Para um observador no trem, a resposta e 


Af = 2—, 
c 


(12.7) 


onde Axeo comprimento do vagao (o trago sobrescrito, como antes, denota medigoes feitas no trem). Para um observador 
no solo, o processo 6 mais complicado devido ao movimento do trem. Se Af i e o tempo que o sinal de luz leva para atingir a 
extremidade dianteira e A i 2 e o tempo de retorno, entao (veja a Figura 12.1 1): 


. Ax + vAti . Ax - vAt 2 
Aii = A t 2 = 


ou, resolvendo para Ait e Ai2: 


. , Ax Ax 

Aij = A i 2 


c-v 


c + v 


Portanto, o tempo da viagem de ida e volta e 


At = Ait + Af 2 = 2 


Ax 


1 


c (l-v 2 /c 2 ) 

Enquanto isso, esses mesmos intervalos estao relacionados pela formula de dilatagao do tempo, Equagao 12.5: 


(12.8) 


Ai = y/l — u 2 /c 2 Ai. 

Aplicando isso as equagoes 12.7 e 12.8, concluo que 


Ax = 


V 1 - ^ 2 /c : 


■Ax. 


(12.9) 


0 comprimento do vagao nao e o mesmo quando medido por um observador no solo, e quando e medido por um observador 
no trem — do ponto de vista de quern esta no solo, ele e um tanto mais curto. Conclusao: 

Objetos em movimento sao encurtados. 

Essa e a chamada contragao de Lorentz. Observe que o mesmo fator, 

1 

7= v 

aparece tanto na formula de dilatagao do tempo quanto na formula de contragao de Lorentz. Isso torna tudo mais facil de 
lembrar: relogios em movimento sao mais lentos, varetas em movimento sao mais curtas e o fator e sempre 7. 



Figura 12.10 


Figura 12.11 
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E claro que a observadora no trem nao acha que seu vagao foi encurtado — sua trena se contrai pelo mesmo fator, de 
forma que todas as medigoes resultam iguais as tomadas quando o trem estava parado na estagao. De fato, do ponto de vista 
dela os objetos no solo e que ficam mais curtos. Isso novamente suscita um problema paradoxal: se A diz que as varetas de B 
sao mais curtas e B diz que as varetas de A sao mais curtas, quern esta certo? Resposta: Ambos estao! Mas para conciliar as 
alegagoes rivais temos de estudar cuidadosamente o processo pelo qual o comprimento e medido. 

Suponha que voce quer encontrar o comprimento de uma prancha. Se ela estiver em repouso (com relagao a voce), voce 
simplesmente coloca a regua ao lado da prancha, registra as leituras em cada extremidade e subtrai para obter o comprimento 
da prancha (Figura 1 2. 1 2). (Se voce for esperto ira alinhar a extremidade esquerda da regua com a extremidade esquerda das 
prancha, e assim tera de ler apenas um numero.) 

Mas e se a prancha estiver em movimentol E a mesma historia, so que desta vez, e claro, voce precisa tomar o cuidado 
de ler as medigoes nas duas extremidades no mesmo instante de tempo. Se nao, a prancha ira se mover durante a medigao e, 
obviamente, voce obtcra a resposta errada. Mas af existe um problema: devido a relatividade da simultaneidade, os dois ob- 
servadores discordant do que consiste ‘no mesmo instante de tempo’. Quando a pessoa que esta no solo mede o comprimento 
do vagao, le a posigao das duas extremidades no mesmo instante no seu sistema. Mas a pessoa no trem que o esta observando 
reclama que ele fez a leitura na extremidade dianteira primeiro e aguardou um momento antes de tomar a leitura na extremi- 
dade traseira. Naturalmente, ficou mais curto, apesar do fato de que (para ela) ele estava usando uma trena pequena demais 
que, caso contrario, teria resultado em um numero grande demais. Ambos os observadores mediram os comprimentos corre- 
tamente (do ponto de vista de seus respectivos sistemas inerciais) e cada um acha que a trena do outro era curta demais. No 
entanto, nao hit incoerencia, ja que eles estao medindo coisas diferentes e cada um considera o metodo do outro inadequado. 


Prancha 
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Regua 

Figura 12.12 


Exemplo 12.3 

Paradoxo do celeiro e da escada. Ao contrario da dilatagao do tempo, nao ha confirmagao experimental direta da contragao de 
Lorentz, simplesmente porque e diffcil demais obter um objeto de tamanho mensuravel que chegue sequer perto da velocidade da 
luz. A seguinte parabola ilustra o quanto o mundo seria bizarro se a velocidade da luz fosse mais acessivel. 

Era uma vez um fazendeiro que tinha uma escada grande demais para guardar no seu celeiro (Figura 12.13a). Um dia, ele por acaso 
leu um pouco sobre relatividade e Ihe ocorreu uma solugao para o problema. 0 fazendeiro pediu a sua filha que corresse com a escada 
o mais depressa que pudesse — quando a escada em movimento sofrendo a contragao de Lorentz chegasse a um tamanho que caberia 
facilmente no celeiro, ela deveria entrar correndo no celeiro e ele fecharia a porta, deixando a escada la dentro (Figura 12.13b). A 
filha, no entanto, leu um pouco mais sobre relatividade e ressaltou que no seu sistema de referenda o celeiro, e nao a escada, se 
contrairia e o resultado seria pior do que se ambos permanecessem em repouso (Figura 12.13c). Pergunta : quern tern razao? A 
escada cabera dentro do celeiro, ou nao? 

Solugao: ambos estao certos! Quando voce diz que ‘a escada esta dentro do celeiro’, quer dizer que todas as partes dela estao dentro 
do celeiro em um instante do tempo , mas em vista da relatividade da simultaneidade, essa e uma condigao que depende do observador. 
Na realidade, aqui, ha dois eventos relevantes: 

a. Extremidade traseira da escada entra pela porta. 

b. Extremidade dianteira da escada bate na parede oposta do celeiro. 





(a) 


(b) 


(c) 


Figura 12.13 
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O fazendeiro diz que a acontece antes de 6, de forma que ha tempo para que a escada esteja inteira dentro do celeiro. A filha diz que 
b precede a, portanto nao ha tempo. Contradigao? Nao, apenas uma diferenga de perspectiva. 

Estou ouvindo os seiis protestos: ‘Mas ora, no final, quando a poeira baixar, a escada estara dentro do celeiro ou nao. Quanto a 
isso nao pode haver discussao? De fato, mas agora voce esta introduzindo urn novo elemento na historia: o que acontece quando a 
escada para ? Suponhamos que o fazendeiro segure firmemente o ultimo degrau da escada com uma mao enquanto fecha a porta com 
a outra. Presumindo que ela permanega intacta, a escada devera agora esticar-se ate o sen comprimento de repouso. Evidentemente, 
a extremidade dianteira continuara avangando, mesmo que a extremidade traseira tenha parado! Expandindo-se como uma sanfona, a 
extremidade dianteira da escada bate contra a parede distante do celeiro. Na realidade, toda a nogao de objeto ‘rigido’ perde o sentido 
na relatividade, pois quando ele muda a sua velocidade, as varias partes, em geral, nao se aceleram simultaneamente — dessa forma, 
o material estica-se ou encolhe-se ate atingir o comprimento apropriado a sua nova velocidade. 

Mas voltando a questao em pauta: quando a escada finalmente parar, ela estara dentro do celeiro ou nao? A resposta e indeterminada. 
Quando a extremidade dianteira da escada atingir a parede distante do celeiro, algo tera que ceder e o fazendeiro tera uma escada 
quebrada dentro do celeiro ou a escada intacta e urn buraco na parede. De qualquer maneira, e improvavel que ele fique satisfeito 
com o resultado. 


Um ultimo comentario sobre a contragao de Lorentz. Um objeto em movimento se encurta apenas ao longo da diregdo 
em que esta se movendo: 

Dimensoes perpendiculares a velocidade nao sofrem contragao. 

De fato, ao deduzir a formula de dilatagao do tempo, tomei como certo que a altura do trem era a mesma para ambos os 
observadores. Agora justificarei isso usando um adoravel experimento gedanken sugerido por Taylor e Wheeler. 7 Imagine que 
construfmos uma parede ao lado dos trilhos da ferrovia e 1 m acima dos trilhos, conforme medigaofeita no solo , pintamos uma 
linha horizontal azul. Quando o trem passa, um passageiro estica-se para fora da janela com um pincel molhado, 1 metro acima 
dos trilhos, conforme medigao feita no trem , e deixa uma linha horizontal vermelha na parede. Pergunta : a linha vermelha do 
passageiro ficara acima ou abaixo da nossa linha azul? Se a regra fosse de que as diregoes perpendiculares se contraem, entao 
a pessoa no solo iria prever que a linha vermelha e mais baixa, enquanto a pessoa no trem diria que e a azul (para esta ultima, 
e claro, o chao esta se movendo). 0 principio da relatividade diz que ambos os observadores sao igualmente justificados, mas 
nao podem ambos estar certos. Nao ha sutileza de simultaneidade ou sincronizagao que possa racionalizar esta contradigao; 
uma das duas, a linha azul ou a vermelha, ficara mais alta — a menos que elas coincidam exatamente , que e a conclusao 
inevitavel. Nao pode haver uma lei de contragao (ou expansao) das dimensoes perpendiculares, pois isso levaria a previsoes 
irreconciliavelmente incoerentes. 


Problema 12.9 Um Lincoln Continental tem o dobro do comprimento de um Fusca, quando ambos estao em repouso. A medida que 
o Continental ultrapassa o Fusca, passando por um radar, um policial (estacionario) observa que ambos tern o mesmo comprimento. 
0 Fusca esta a metade da velocidade da luz. A que velocidade esta o Lincoln? (Deixe sua resposta em um multiplo de c.) 

Problema 12.10 Um barco foi fabricado de forma que o mastro inclina-se a um angulo 9 em relagao ao conves. Um observador em 
pe no cais ve o barco passar a uma velocidade v (Figura 12. 14). A que angulo esse observador diz que o mastro esta? 




Figura 12.14 


7. E. F. Taylor e J. A. Wheeler, Spacetime Physics (Sao Francisco: W. H. Freeman, 1966). Uma versao um pouco diferente do mesmo argumento e dada 
por J. H. Smith em Introduction to Special Relativity (Champaign, IL: Stipes, 1965). 
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Problema 12.11 Um prato de toca-discos de raio R gira a velocidade angular uj (Figura 12.15). A circunferencia presumivelmente 
sofre a contrasao de Lorentz, mas o raio (sendo perpendicular a velocidade) nao. Qual a razao entre a circunferencia e o diametro, 
em terrnos de u e R1 Segundo as regras da geometria ordinaria, tem de ser tt. 0 que esta acontecendo aqui? [Este e o chamado 
paradoxo de Ehrenfest; para discussoes e references veja H. Arzelies, Relativistic Kinematics , Cap. IX (Elmsford, NY: Pergamon 
Press, 1966) eT. A. Weber, Am. J. Phys. 65, 486 (1997).] 



Figura 12.15 


12.1.3 As transforma^oes de Lorentz 


Qualquer processo fisico consiste de um ou mais eventos. Um ‘evento’ 6 algo que acontece em um lugar especifico 
(x, y , z), em um tempo preciso (t,). A explosao de uma bombinha de fogo de artificio, por exemplo, e um evento; uma viagem 
pela Europa, nao. Suponha que conhecemos as coordenadas (x, y, z, t) de um evento particular E em um sistema inercial S, e 
gostarfamos de calcular as coordenadas (x, y, z, t) desse mesmo evento em algum outro sistema inercial S. 0 que precisamos 
e de um ‘dicionario’ para traduzir a linguagem de S para a linguagem de S. 

E preferivel orientar os eixos como mostra a Figura 12.16, de forma que S deslize ao longo do eixo x a velocidade v. Se 
come^amos a ‘marcar o tempo’ (t = 0) no momento em que as origens (O e O) coincidirem, entao no tempo t, O estara a 
uma distancia vt de 0, e, portanto, 

x = d + vt, (12.10) 

onde d e a distancia entre O e A no tempo t (A e o ponto no eixo x que esta paralelo a E quando o evento ocorre). Antes de 
Einstein, qualquer um teria dito imediatamente que 

d = x , ( 12 . 11 ) 


e, assim, construido o ‘dicionario’ 


(i) x = x - vt, 

(ii) y = y, 

(iii) z = z, 

(iv) t = t. 


( 12 . 12 ) 



Figura 12.16 
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Hoje estas sao chamadas de transformagSes de Galileu, embora dificilmente meregam um tftulo tao honroso — a ultima, 
em particular, nem era preciso dizer, ja que todos assumiam que o fluxo de tempo era o mesmo para todos os observadores. No 
contexto da relatividade especial, porem, temos de esperar que (iv) seja substitufda por uma regra que incorpore a dilatagao 
do tempo, a relatividade da simultaneidade, e a nao sincronia de relogios em movimento. Da mesma forma, havera uma 
modificagao em (i) para explicar a contragao de Lorentz. Quanto a (ii) e (iii), essas, pelo menos, permanecem inalteradas, pois 
ja vimos que nao pode haver modificagao nos comprimentos perpendiculares ao movimento. 

Mas onde a dedugao classica de_(i) falha? Resposta: na Equagao 12.1 1. Pois d 6 a distancia entre O e A medida em S, 
enquanto x e a distancia entre O e A medida em S. Como O e A estao em repouso em S, x e a ‘vareta em movimento’, que 
aparece contraida para <$: 

d=-x. (12.13) 

7 

Quando isso e inserido na Equagao 12. 10 obtemos a versao relativfstica de (i): 


x = j(x — vt). 


(12.14) 


E claro que poderiamos ter discorrido o mesmo argumento do ponto de vista de S. 0 diagrama (Figura 12.17) parece 
semelhante, mas neste caso ele mostra a cena no tempo t, enquanto a Figura 12.16 mostrava a cena no tempo t. (Observe 
que t e t representam o mesmo instante ffsico em E, mas nao em outra parte, devido a relatividade da simultaneidade.) Se 
assumirmos que_S tambem come?a a contagem de tempo quando as origens coincidem, entao, no tempo t, O estara a uma 
distancia vt de O e, portanto, 

x = d-vt, (12.15) 


onde rfea distancia entre O e A no tempo t, e A e aquele ponto no eixo x que esta paralelo a E quando o evento ocorre. 
0 ffsico cWssico diria que x = d, e, usando (iv), recuperaria (i). Mas como antes, a relatividade exige que observemos uma 
distingao sutil: iea distancia entre O e AemS, enquanto d e a distancia entre OtAemS. Como O e A estao em repouso 
em 5 , x e a ‘vareta movel’, e 



(12.16) 


Segue-se que 


x = 7 ( 0 ; + vf). 


(12.17) 


Esta ultima equagao nao e surpresa, ja que a simetria da situagao dita que a formula para x , em termos de x e I, deveria 
ser identica a formula para x em termos d exet (Equagao 12,14), exceto pela troca de sinal de v. (Se S for para a direita 
a velocidade v, com relagao a S, entao S vai para a esquerda a velocidade v, com relagao a S.) Mesmo assim, este e um 
resultado util, pois se substituirmos x da Equagao 12.14, e resolvermos para f, completaremos o ‘dicionario’ relativfstico: 



(12.18) 


y 
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Figura 12.17 
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Estas sao as famosas transformagoes de Lorentz, com as quais Einstein substituiu as de Galileu. Elas contem toda a 
informagao geometrica na teoria especial, como ilustra o proximo exemplo. O dicionario inverso que o leva de S de volta a <$ 
pode ser obtido algebricamente resolvendo (i) e (iv) para xet, ou, mais simplesmente, trocando o sinal de v: 


(i') x = 7 ( 3 : + vt), 

(»') y = y, 

(iii') z = z, 

(iv') t = i(t+ . 


(12.19) 


Exemplo 12.4 

Simultaneidade, sincronizagao e dilatagao do tempo. Suponha que um evento A ocorra em xa - 0, t a — 0, e um evento B 
ocorra em xb = b ) ts — 0. Os dois eventos sao simultaneos em S (ambos ocorrem em t — 0). Mas eles nao sao simultaneos em S, 
pois as transformagoes de Lorentz dao x A = 0, i A - 0 e x B = 7 Ib = “ 7 (v/c 2 )b. Segundo os relogios de 5, entao, B ocorreu 
antes de A Isso nao e nenhuma novidade , e claro — apenas a relatividade da simultaneidade. Mas eu queria que voce visse como 
decorre das transformagoes de Lorentz. 

Agora, suponhamos que no tempo t — 0 o observador S decida examinar todos os relogios em S. Ele constata que eles apresentam 
tempos dife rentes , dependendo da sua localizagao; de (iv): 


Os que estao a esquerda da origem ( x negativo) estao adiantados , e os que estao a direita estao atrasados por uma quantidade que 
aumenta proporcionalmente a distancia (Figura 12.18). Somente o relogio mestre da origem mostra i = 0. Assim, tambem a nao 
sincronizagao de relogios em movimento decorre diretamente das transformagoes de Lorentz. E claro que do ponto de vista de S sao 
os relogios de S que estao fora de sincronia, como voce pode verificar colocando t — 0 na equagao (iv 7 ). 

Por fim, suponha que S concentra sua atengao em um unico relogio do sistema S (digamos, o que esta em x - a), e o observa 
durante um intervalo At. Quanto tempo se passa no relogio em movimento? Como x e fixo, (iv') fornece At = 7 A t, ou 

A f = - At. 

7 

Esta e a velha formula da dilatagao, obtida agora das transformagoes de Lorentz. Por favor, observe que, aqui, e x que mantemos 
constante, porque estamos observando um unico relogio em movimento. Se voce mantiver x fixo estara observando toda uma serie 
de diferentes relogios S a medida que passam, e isso nao lhe dira se algum deles esta lento. 


relogios S 



relogios S 


Figura 12.18 


Exemplo 12.5 

Contragao de Lorentz. Imagine uma vareta que se move para a direita a velocidade v. Seu comprimento de repouso (isto 6 , 
seu comprimento conforme medido em S) e Ax = Xd ~ x e , onde os subscritos denotam as extremidades direita e esquerda da 
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vareta. Se um observador em S medisse a vareta, ele subtrairia as pos^oes das duas extremidades em urn instante do seu tempo t: 
A x - Xd- x e . Seguindo (i), entao, 

Ax = - Ax . 

7 

Esta e a velha formula de contra^ao de Lorentz. Observe que aqui e t que mantemos constante, porque estamos falando sobre uma 
medigao feita por <S, e ele marca as duas extremidades no mesmo instante do tempo. (S nao precisa ser tao meticulosa, ja que a 
vareta no seu si sterna esta em repouso.) 


Exemplo 12.6 


Regra de adi^ao de velocidades de Einstein. Suponha que uma particula se move uma distancia dx (em S) em um tempo dt. Sua 
velocidade u entao e 



Enquanto isso, em S, ela se moveu de uma distancia 


dx — 7 (dx - vdt ), 

como vemos a partir de (i), em um tempo dado por (iv): 

dt — ^i it - “dxj . 

A velocidade em S, portanto, e 


— - l{dx - vdt) _ ( dx/dt -v) _ u-v 
dt 7 (dt-v/c 2 dx) l~v/c 2 dx/dt 1-uv/c 2 ' 


( 12 . 20 ) 


Esta e a regra de adi^ao de velocidades de Einstein. Para voltar a nota^ao mais transparente da Equa^ao 12.3, considere que A e a 
particula, Beo5,eCeo<S; entao u — vab,u — vac e v = vcb = - vbc , de forma que a Equa9ao 12.20 torna-se 


como antes. 


vac = 


vab + vbc 
1 + ( vabvbc/c 2 ) ’ 


Problema 12.12 Resolva as Equa9oes 12.18 para x , y> z , t em termos de x, y , 2:, t , e verifique se voce obtem a Equa9ao 12. 19. 

Problema 12.13 A vidente Sophie Zabar gritou de dor precisamente no instante em que seu irmao gemeo, a 500 km de distancia, 
atingiu 0 polegar com um martelo. Um cientista cetico observou os dois eventos (0 acidente do irmao e 0 grito de Sophie) de um 
aviao que voava a uma velocidade de para a direita (veja a Figura 12.19). Que evento ocorreu primeiro, segundo 0 cientista? 
Quanto tempo antes, em segundos, ele aconteceu? 

Problema 12.14 

(a) No Exemplo 12.6 constatamos como as velocidades na diregdo x se transformam quando voce passa de S para S. Deduza as 
formulas analogas para velocidades nas didoes t/ez. 

(b) Um holofote e montado em um barco de maneira que seu feixe de luz forma um angulo 6 com 0 conves (Figura 12.20). Se esse 
barco for entao posto em movimento a velocidade v, que angulo 6 uma trajetoria de fotons individuals faz com 0 conves, de acordo 
com 0 observador no cais? Que angulo o feixe (iluminado, digamos, por uma nevoa de luz) faz? Compare ao Problema 12.10. 




Figura 12.19 


Figura 12.20 
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Problema 12.15 Voce provavelmente resolveu o Problema 12.4 a partir do ponto de vista de um observador no solo. Fa 9 a-o agora do 
ponto de vista da viatura da policia, dos bandidos e da bala. Ou seja, preencha os espa^os da seguinte tabela: 


velocidade de — ► 

relativa a | 

Solo 

Policia 

Bandidos 

Bala 

Eles escapam? 

Solo 

0 


3 

4 C 



Policia 




3 C 


Bandidos 






Bala 







Problema 12.16 O paradoxo dos gemeos revisitado. No seu 21 2 aniversario, a gemea sobe em uma Canada rolante que a leva a 
estrela X a velocidade |c; seu irmao gemeo fica em casa. Quando a irma que viajou chega a estrela X, ela imediatamente pula para 
a Canada rolante de volta e retorna a Terra, novamente a velocidade de |c. Ela chega no seu 39- aniversario (conforme seu prdprio 
reldgio). 

(a) Que idade tern seu irmao gemeo (que ficou em casa)? 

(b) A que distancia fica a estrela X? (De sua resposta em anos luz.) 

Vamos chamar o sistema da Canada rolante de ida de S e o da Canada de volta de S (o sistema da Terra e S). Os tres sistemas 
ajustam os relogios mestres e escolhem suas origens, de forma que x = x = x = 0 1 t~t = t — Ono momento da partida. 

(c) Quais sao as coordenadas (x, t) do pulo (da Canada de ida para a Canada de volta) em <S? 

(d) Quais sao as coordenadas (x, t) do pulo em 5? 

(e) Quais sao as coordenadas (x, t) do pulo em SI 

(f) Se a gemea que viajou quisesse que seu relogio de pulso estivesse de acordo com o relogio em S, como ela teria que reajusta-lo 

imediatamente apos o pulo? Se ela fizesse isso, o que seu relogio marcaria quando ela chegasse em casa? (Isso nao mudaria sua 

idade , e claro — ela ainda teria 39 anos — apenas faria com que seu relogio concordasse com a sincroniza^ao padrao em S.) 

(g) Se fosse perguntado a gemea que viajou, ‘Que idade tern seu irmao agora?, qual seria a resposta correta (i) pouco antes de ela 
pular, (ii) pouco depots de ela pular? (Nada de dramatico acontece com o irmao na fra 9 ao de segundo entre (i) e (ii), e claro; o que 
muda abruptamente e a no 9 ao da irma quanto ao significado de ‘agora, la em casa\) 

(h) Quantos anos da Terra demora a viagem de volta? Some isso a (ii) de (g) para determinar que idade ela espera que ele tenha 
quando eles se reencontrarem. Compare sua resposta a (a). 


12.1.4 A estrutura do espa^o-tempo 


(i) Quadrivetores. As transformagoes de Lorentz assumem um aspecto mais simples quando expressas em termos de 
quantidades 


x° = ct, P = 

c 


( 12 . 21 ) 


Usar x° (em vez de t) e p (em vez de v) significa trocar a unidade de tempo de segundo para metro — 1 metro de x° 
corresponde ao tempo que leva para a luz viajar 1 metro (no vacuo). Se ao mesmo tempo numerarmos as coordenadas x, y, z 
de forma que 

X 1 = X, x 2 = y, X 3 = z, (12.22) 


as transformagoes de Lorentz ficarao 


x° = 7 (x° - /0X 1 ), 
x 1 = 7 (x } — fix 0 ), 


} 


(12.23) 
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Ou, na forma matricial: 


x° \ 


0 

0 

\ 

x 1 


0 

0 

C" 

! 

Hi 

to 


0 010 

^1 

CO 


H 

O 

O 

O 



/ ^ \ 


1 


X 


2 


X 


{ x 3 j 


Deixando que os indices gregos operem de 0 a 3, isso pode ser destilado em uma unica equagao: 


(12.24) 


3 

^ = £(A£)*‘' > (12.25) 

v=Q 

onde A e a matriz de transformagao de Lorentz da Equagao 12.24 (o sobrescrito p indica a linha e o subscrito v indica a co- 
luna). Uma virtude de escrever as coisas dessa maneira abstrata e podermos manipular no mesmo formato uma transformagao 
mais generica na qual o movimento relativo nao acontece ao longo de urn eixo comum x x; a matriz A seria mais complicada, 
mas a estrutura da Equagao 12.25 permanece inalterada. 

Se isto lembra voce das rotagoes que estudamos na Segao 1.1.5, nao e por acaso. La nos preocupavamos com as mudangas 
nos componentes quando voce muda para um sistema de coordenadas rodado; aqui estamos interessados na mudanga de 
componentes quando voce passa para um sistema em movimento. No Capftulo 1 identificamos um (tri)vetor como qualquer 
conjunto de trSs componentes que, sob rotagoes, se transforma da mesma forma que (x, y, z); por extensao, agora definimos 
um quadrivetor como qualquer conjunto de quatro componentes que se transformam da mesma maneira que (x°, x 1 , x 2 , x 3 ) 
sob as transformagoes de Lorentz: 

3 

a /i = ^A> 1 '. (12.26) 

K=0 

Para o caso especffico de uma transformagao ao longo do eixo x: 


a 0 = 7(a° — /3a 1 ), ' 
a 1 = 7(a : - /?a°), 


(12.27) 


Ha um analogo ao produto escalar (A • B = A X B X + A y B y + A Z B Z ) para quadrivetores, mas ele nao e apenas a soma 
dos produtos de componentes correspondentes; mais exatamente, os componentes de fndice 0 tern sinal negativo: 


„0l0 


6 U + a 1 ^ +a 2 b 2 + a z b 3 . 


(12.28) 


Este e o produto escalar quadridimensional; voce deve verificar por si mesmo (Problema 12.17) que ele tern o mesmo 
valor em todos os sistemas inerciais: 


-a°b° + a 1 /) 1 + a 2 b 2 + a?b 3 = ~a°b° + aV + a 2 b 2 + a 3 & 3 . (12.29) 

Assim como o produto escalar ordinario e invariante (inalterado) sob rotagoes, esta combinagao e invariante sob as 
transformagoes de Lorentz. 

Para nao perder de vista o sinal negativo, e conveniente introduzir o vetor covariante a M , que difere do contravariante 
aA somente no sinal do componente de fndice 0: 

a M = (ao,a 1 ,a 2 ,a3) = (-a 0 ^ 1 ^ 2 ^ 3 ). (12.30) 

Voce deve ser escrupulosamente cuidadoso sobre a colocagao dos indices neste assunto: indices superiores designam 
vetores contravariantes\ indices inferiores sao para vetores covariantes. Subir ou baixar o fndice temporal custa um sinal 
negativo (ao = -a°); subir ou baixar um fndice espacial nao altera nada ( a\ = a 1 , a 2 = a 2 , a 3 — a 3 ). 0 produto escalar 
agora pode ser escrito com 0 sfmbolo de somatoria, 

li = 0 


(12.31) 
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ou, de forma ainda mais compacta, 

a^. ( 12 . 32 ) 

A somatoria esta impUcita sempre que um rndice grego se repete em um produto — uma vez como l'ndice covariante e 
outra como rndice contravariante. Esta e a chamada notagao de Einstein, em homenagem ao seu inventor, que a considerava 
uma de suas contributes mais importantes. E claro que podertamos tambem dar conta do sinal negativo, mudando b para 
covariante: 

a ^ = -a°b° + aV + a * 1 2 b 2 + a 3 fr 3 . ( 1 2.33) 


Problema 12.17 Verifique a Equagao 12.29, usando a Equa 9 ao 12.27. [Isto so prova a invariancia do produto escalar para transforma- 
9 &es ao longo da dire 9 ao x. Mas o produto escalar e tambem invariante sob rotagdes , ja que o primeiro termo nao e afetado de forma 
alguma e os ultimos tres constituem o produto escalar tridimensional a b. Com uma rota 9 ao adequada, a dire 9 ao x pode apontar 
em qualquer sentido que voce desejar, de forma que o produto escalar quadridimensional e de fato invariante sob transforma9oes de 
Lorentz arbitrdrias.] 

Problema 12.18 

(a) Escreva a matriz que descreve uma transforma 9 ao de Galileu (Equa 9 ao 12.12). 

(b) Escreva a matriz que descreve uma transforma 9 ao de Lorentz ao longo do eixo y. 

(c) Encontre a matriz que descreve uma transforma 9 ao de Lorentz com velocidade v ao longo do eixo x seguida por uma transforma- 
9 S 0 de Lorentz com velocidade v ao longo do eixo y. Faz diferen 9 a em que ordem as transforma 9 oes sao realizadas? 

Problema 12.19 0 paralelo entre rota 9 oes e transforma 9 oes de Lorentz e ainda mais impressionante se introduzirmos a rapidez: 

0 — arctgh(v/c). (12.34) 

(a) Expresse a matriz A (Equa 9 ao 12.24) em termos de 6 , e compare-a a matriz de rota 9 ao (Equa 9 ao 1.29). 

Em alguns aspectos, a rapidez e uma maneira mais natural de descrever o movimento do que a velocidade. [Veja E. F. Taylor e J. A. 

Wheeler, Spacetime Physics (San Francisco: W. H. Freeman, 1966).] Por exemplo, ela abrange de -oo a +oo, em vez de -c a +c. 

E ainda mais importante, rapidez se soma, enquanto velocidades nao. 

(b) Expresse a lei de soma de velocidades de Einstein, em termos de rapidez. 


(ii) 0 intervalo invariante. Suponha que o evento A ocorre em (x° A ,x l * A ,x 2 * * A ,x z A \ e o evento B em (x° B ,x l B ,x 2 B ,x%). A 
diferen?a, 

Ax 11 = x 1 ^- Xq, (12.35) 

6 o quadrivetor deslocamento. O produto escalar de Ax^ consigo mesmo e uma grandeza de importancia especial que 
chamamos de intervalo entre dois eventos: 

I = (Ax) fl (AxY = -(Ax 0 ) 2 + (Ax 1 ) 2 + (Ax 2 ) 2 + (Ax 3 ) 2 = - c 2 t 2 + d 2 , (12.36) 

onde t e a diferenga de tempo entre dois eventos e d e a sua separagao espacial. Quando voce transforma para um sistema em 
movimento, o tempo entre At B € alterado (t A t), e tambem a sepamgao espacial ( d ^ d ), mas o intervalo / permanece o 
mesmo. 

Dependendo dos dois eventos em questao, o intervalo pode ser positivo, negativo ou nulo: 

1 . St I <0 dizemos que o intervalo e do tipo temporal, pois esse e o sinal que obtemos quando os dois 
ocorrem no mesmo lugar (d = 0), e estao separados apenas temporalmente. 

2. Se 1 > 0 dizemos que o intervalo e do tipo espacial, pois esse e o sinal que obtemos quando os dois 
ocorrem ao mesmo tempo (t - 0), e estao separados apenas espacialmente. 

3. Se I = 0 dizemos que o intervalo e do tipo luminoso, pois essa e a relagao que vale quando os dois eventos 

estao ligados por um sinal que viaja a velocidade da luz. 

Se o intervalo entre os dois eventos e do tipo temporal, existe um sistema inercial (acessfvel pela transformagao de Lorentz) 

no qual eles ocorrem no mesmo ponto. Pois se eu subir em um trem que vai de (A) a (B) a velocidade v — d/t, deixando o 

evento A quando ele ocorre, estarei bem a tempo de passar por B quando ele ocorrer; no sistema do trem, At B ocorrem no 

mesmo ponto. Voce nao pode fazer isso, e claro, para intervalos do tipo espacial, porque v teria de ser maior que c, e nenhum 


Capftulo 1 2 Eletrodinamica e relatividade 351 


observador pode ultrapassar a velocidade da luz (7 seria imaginario e as transformagoes de Lorentz nao teriam sentido). Por 
outro lado, se o intervalo e do tipo espacial, entao existe um sistema no qual os dois eventos ocorrem ao mesmo tempo (veia 
0 Problema 12.21). 


Problema 12.20 

(a) 0 evento A acontece no ponto (xa ~ 5,y a = 3, za - 0) e no tempo t A dado por ct A - 15; o evento B ocorre em (10, 8, 0) e 
cts — 5, ambos no sistema S. 

(i) Qual e o intervalo invariante entre A e B1 

(ii) Existe um sistema inercial no qual eles ocorrem siinultcinecitncntGl Se existe, encontre sua velocidade (magnitude e dire^ao) 
relativa a S. 

(iii) Existe um sistema inercial no qual eles ocorrem no mesmo ponto? Se existe, encontre sua velocidade relativa a S 

(b) Repita a parte (a) para A = (2, 0, 0), ct - 1; e B = (5, 0, 0), ct = 3. 

Problema 12.21 As coordenadas do evento A sao !>. 4 ,0, 0), t A , e as coordenadas do evento B sao (x B , 0, 0), t B - Assumindo que 
o intervalo entre eles e espacial, encontre a velocidade do sistema na qual eles sao simultaneos. 


(iii) Diagramas espago-tempo. Se voce quer representar geograficamente o movimento de uma parti'cula, o costume e 
tra?ar a posigao versus o tempo (ou seja, com x verticalmente e t horizontalmente). Em um grafico assim, a velocidade pode 
ser lida como a inclinagao da curva. Por alguma razao, na relatividade a convengao e inversa: todo mundo coloca a posigao 
horizontalmente no grafico e o tempo (ou melhor, x° = ct) verticalmente. A velocidade e entao dada pelo retiproco da 
inclinagao. Uma parti'cula em repouso e representada por uma linha vertical; um foton viajando a velocidade da luz e descrito 
por uma linha a 45° e um foguete a uma velocidade intermediary segue uma linha com inclinagao c/v = 1//? (Figura 1 2.21). 
Chamamos esses graficos de diagramas de Minkowski. 

A trajetoria de uma particula em um diagrama de Minkowski e chamada de linha do universo. Suponha que voce partiu 
da origem no tempo t = 0. Como nenhum objeto material pode viajar mais rapido que a luz, a sua linha do universo nunca 
pode ter uma inclinagao menor que 1 . Assim sendo, o seu movimento fica restrito a regiao em forma de cunha delimitada 
pelas duas linhas a 45° (Figura 12.22). Dizemos que isso e o seu ‘futuro’, no sentido de que e o lugar de todos os pontos 
acessiveis a voce. E claro que a medida que o tempo passa e voce se movimenta ao longo da linha do universo que escolheu, 
suas opfoes vao progressivamente ficando mais restritas: o seu ‘futuro’ a qualquer momento e a ‘cunha’ a frente construi'da 
no ponto, seja ele qual for, em que voce se encontra. Enquanto isso, a cunha para tras representa o seu ‘passado’, no sentido 
de que e o lugar de todos os pontos dos quais voce pode ter vindo. Quanto ao resto (a regiao fora das cunhas a frente e para 
tras) e o ‘presente’ generalizado. Voce nao pode chegar Id e voce nao veto de la. De fato, nao ha como voce possa influenciar 
qualquer evento no presente (a mensagem teria de viajar mais depressa do que a luz); e uma vasta extensao do espago-tempo 
que e absolutamente inacessivel a voce. 

Venho ignorando as diregoes yez. Se incluirmos um eixo y saindo da pagina, as ‘cunhas’ tornam-se cones — e com um 
eixo z impossivel de ser desenhado, hipercones. Como seus contornos sao as trajetorias de raios de luz, nos os chamamos de 
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cone de luz do futuro e cone de luz do passado. 0 seu futuro, em outras palavras, esta no seu cone de luz do futuro e o seu 
passado esta no seu cone de luz do passado. 

Observe que a inclinagao da linha que conecta os dois eventos em um diagrama espago-tempo diz de imediato se o intervalo 
invariante entre eles e do tipo temporal (inclinagao maior do que 1), espacial (inclinagao menor do que 1), ou do tipo luminoso 
(inclinagao 1). Por exemplo, todos os pontos do passado e do futuro sao do tipo temporal com relagao a sua localizagao 
presente, enquanto pontos do presente sao do tipo espacial e pontos no cone de luz sao do tipo luminoso. 

Herman Minkowski, que foi o primeiro a reconhecer plenamente a importancia geometrica da relatividade especial, iniciou 
um documento classico com as palavras: ‘Daqui por diante, o espago por si e o tempo por si estao condenados a desaparecer 
nas sombras e somente uma especie de uniao dos dois preservara uma realidade independente.’ E um pensamento adoravel, 
mas voce deve ter cuidado para nao exagerar o seu significado. Pois de forma alguma o tempo e ‘apenas mais uma coordenada, 
no mesmo pe que x, y e z' (exceto que por razoes obscuras, ele e medido por relogios, e nao por reguas). Nao: o tempo e 
totalmente diferente das outras e a marca da sua distingao e o sinal negativo no intervalo invariante. Esse sinal negativo confere 
ao espago-tempo uma geometria hiperbolica que e muito mais rica do que a geometria circular do espago tridimensional. 

Sob rotagoes em torno do eixo 2 , um ponto P no piano xy descreve um tirculo: o lugar de todos os pontos e uma distancia 
fixa r = y/x 2 + y 2 da origem (Figura 12.23). Sob as transformagoes de Lorentz, no entanto, e 0 intervalo I - (x 2 - c 2 t 2 ) 
que e preservado e 0 lugar de todos os pontos com um dado valor de I e uma hiperbole — ou, se incluirmos 0 eixo y, uma 
hiperboloide de revolugdo . Quando 0 intervalo e do tipo temporal , e um ‘hiperboloide de duas folhas’ (Figura 12.24a); quando 
0 intervalo e do tipo espacial , e um ‘hiperboloide de uma folha’ (Figura 12.24b). Quando voce faz uma transformagao de Lo- 
rentz (ou seja, quando passa para um sistema inercial em movimento), as coordenadas (x, t) de um dado evento mudarao para 
(x, i), mas essas coordenadas estardo na mesma hiperbole que (x, t). Atraves de combinagoes apropriadas das transformagoes 
de Lorentz e rotagoes, um ponto pode ser movimentado a vontade sobre a superficie de um determinado hiperboloide, mas 
nenhuma transformagao podera leva-lo, digamos, da folha superior a folha inferior do hiperboloide do tipo temporal ou para 
um hiperboloide do tipo espacial. 

Quando estavamos discutindo simultaneidade, ressaltei que a ordenagao temporal de dois eventos pode, pelo menos em 
certos casos, ser invertida, simplesmente passando-se para um sistema em movimento. Mas agora vemos que isso nem sempre 
e possivel: se 0 intervalo invariante entre dois eventos e do tipo temporal , seu ordenamento e absoluto ; se o intervalo e do 
tipo espacial , seu ordenamento depende do sistema inercial a partir do qual eles sdo observados. Em termos do diagrama 
de espago-tempo, um evento na folha superior de um hiperboloide do tipo temporal com certeza ocorreu depois de (0, 0), 
e um evento na folha inferior certamente ocorreu antes; mas um evento em um hiperboloide do tipo espacial ocorreu em 
t positivo ou em t negativo, dependendo do seu sistema de referenda. Esta nao e uma curiosidade inutil, pois ela resgata 
a nogao de causalidade, na qual toda a fisica se baseia. Se fosse sempre possivel reverter a ordem de dois eventos, entao 
nunca poderfamos dizer ‘ A causou B\ ja que um observador rival poderia retrucar que B precedeu A. Esse constrangimento 
e evitado desde que entre os dois eventos haja um intervalo do tipo temporal. E eventos relacionados a causalidade sdo 
separados por intervalos do tipo temporal — caso contrario nao seria possivel que um influenciasse 0 outro. Conclusao: 
0 intervalo invariante entre eventos relacionados a causalidade e sempre do tipo temporal e seu ordenamento temporal e 0 
mesmo para todos os observadores inerciais. 





Figura 12.24 


Problema 12.22 

(a) Desenhe um diagrama espago-tempo representando um jogo de bola (ou uma conversa) entre duas pessoas que estao a tres metros 
uma da outra. Como e possivel que elas se comuniquem, ja que sua separagao e do tipo espacial? 
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(b) Ha um antigo versinho que diz: 

Era uma vez uma moga chamada Srta. Bright, 

Que viajava muito mais depressa que a luz. 

Ela partiu certo dia, 

A moda de Einstein, 

E voltou na noite anterior. 

O que voce acha? Mesmo que ela pudesse viajar a uma velocidade maior que a da luz, poderia voltar antes de partir? Ela poderia 
chegar a algum destino intermediary antes de partir? Desenhe um diagrama espago-tempo representando essa viagem. 

Problema 12.23 0 sistema inercial S move-se na diregao x a velocidade |c em relagao ao sistema S. (0 eixo x desliza ao longo do 
eixo x e as origens coincidem em t = i = 0, como de costume.) 

(a) Em papel milimetrado, monte um sistema de coordenadas cartesianas com eixos ct e x. Desenhe cuidadosamente linhas que 
representam x = -3, -2, -1, 0, 1, 2 e 3. Desenhe tambem linhas que correspondem a ct = -3, -2, — 1, 0, 1, 2 e 3. Identifique 
claramente as linhas. 

(b) Em S , observa-se que uma particula livre viaja do ponto x - ~~2 no tempo ct — -2 para o ponto x = 2 em ct = +3. Indique 
esse deslocamento no seu grafico. Da inclinagao dessa linha, determine a velocidade da particula em <5. 

(c) Use a regra de adigao de velocidades para determinar a velocidade de S algebricamente e verifique se sua resposta e coerente com 
a solugao grafica em (b). 


12.2 Mecanica relativistica 


12.2.1 Tempo proprio e velocidade propria 

A medida que voce avanca na sua linha do universo, o seu relogio se desacelera; enquanto o relogio na parede avan9a um 
intervalo dt, o seu relogio de punho avanca apenas dr: 

dr = y/l - u 2 /c 2 dt. (12.37) 


(Usarei u para a velocidade de um objeto em particular — que neste caso e voce — e reservarei v para a velocidade 
relativa de dois sistemas inerciais.) 0 tempo r que o seu relogio de pulso marca (ou, mais genericamente, o tempo associado 
ao objeto em movimento) chama-se tempo proprio. (A palavra sugere uma tradu?ao pobre — do frances, propre — , que 
significa ‘proprio’.) Em alguns casos, r pode ser uma grandeza mais relevante e util do que t. Por exemplo, o tempo proprio 
e invariante enquanto o tempo ‘ordinario’ depende do sistema de referenda especifico que voce tern em mente. 

Agora imagine que voc6 esta em um voo para Los Angeles e o piloto anuncia que a velocidade do aviao e |c, para o sul. 
O que exatamente ele quer dizer com ‘velocidade’? Bern, e claro que ele quer dizer deslocamento dividido por tempo: 

d\ 

u=-, (12.38) 


e como ele esta presumivelmente falando da velocidade relativa ao solo, dl e dt devem ser medidos por um observador no solo. 
Esse 6 o numero importante para saber se voce esta preocupado em chegar a tempo para um compromisso em Los Angeles. 
Mas se a sua preocupagao e se estara com feme quando chegar, talvez esteja mais interessado na distancia percorrida por 
unidade de tempo proprio : 

dl 

^Tr (12 ‘ 39) 
Esta grandeza hibrida — distancia medida no solo sobre o tempo medido no aviao — chama-se velocidade propria; para 
diferencia 9 ao, chamarei u de velocidade ordinaria. As duas estao relacionadas conforme a Equa 9 ao 12.37: 


n = 


i 

=u. 

\/l — w 2 /c 2 


(12.40) 


Para velocidades muito menores que c, e claro, a diferen 9 a entre velocidade ordinaria e velocidade propria e desprezfvel. 
De um ponto de vista teorico, no entanto, a velocidade propria tern uma vantagem enorme sobre a velocidade ordinaria: a 
transforma 9 ao e simples quando se passa de um sistema inercial para outro. De fato, rj e a parte espacial de um quadrivetor, 


(12.41) 
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cujo componente de indice 0 6 


1 ° = 


dx° dt 


dr 


°dr 


w 2 /c 2 


(12.42) 


Pois o numerador, dx ^ , e um quadrivetor de deslocamento, enquanto o denominador, dr, e invariante. Assim, por exemplo, 
quando voce passa do sistema S para o sistema S, movendo-se a velocidade v ao longo do eixo comum x x. 


v° = i{v° - Pv 1 ), ' 
v 1 = liv 1 - Pv°), 

f) 2 = 71 2 , 

f = v 3 - 

Mais genericamente, 

t = AX? 


(12.43) 


(12.44) 


r f e chamado de quadrivetor de velocidade propria, ou simplesmente quadrivetor velocidade. 

Em contrapartida, a regra de transforma§ao para velocidades ordinances e extremamente trabalhosa, como constatamos no 
Exemplo 12.6 e no Problema 12.14: 

dx u x - v ' 
x dt (1 —vu x /c 2 Y 


. _ dy _ u y 
y dt 7(1 -vu x /c 2 Y 


(12.45) 


d z __ u z 
dt 7(1 - vu x /c 2 ) ‘ j 


0 motivo para a complexidade adicional e simples: somos obrigados a transformar tanto 0 numerador oil quanto o de- 
nominador dt , enquanto para a velocidade propria 0 denominador dr e invariante, de forma que a razao herda a regra de 
transformafao somente do numerador. 


Problema 12.24 

(a) A Equa 9 ao 12.40 define a velocidade propria em termos da velocidade ordinaria. Inverta a equa^ao para obter a formula para u 
em termos de 17 . 

(b) Qual e a rela^o entre a velocidade propria e a rapidez (Equa^ao 12.34)? Assuma que a velocidade e ao longo da dire^ao do eixo 
x, e encontre rj como fun£ao de 9. 

Problema 12.25 Um carro esta viajando ao longo da linha de 45° em S (Figura 12.25), a velocidade (ordinaria) (2y/b )c. 

(a) Encontre os componentes u x e u y da velocidade (ordinaria). 

(b) Encontre os componentes r/ x e r] y da velocidade propria. 

(c) Encontre o componente de fndice 0 do quadrivetor velocidade, rf . 

0 sistema S esta se movendo na diregao x com velocidade (ordinaria) yj^jbc, relativa a S. Usando as leis de transformagao 
adequadas: 



Figura 12.25 
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(d) Encontre os componentes de velocidade (ordinaria) u x e u y em S . 

(e) Encontre os componentes de veiocidade propria fj x e fj y em S. 

(f) Como verifica 9 ao de coerencia, verifique se 

u 

V = /■ ■ 

y/l - ti 2 /c 2 

• Problema 12.26 Encontre o produto invariante do quadrivetor velocidade com ele mesmo, 

Problema 12.27 Considere a partfcula em movimento hiperbolico, 

x(t) = y/b 2 + ( ct ) 2 , y-z- 0 . 

(a) Encontre o tempo proprio r como fun 9 ao de £, assumindo que os relogios estao ajustados de forma que r = 0 quando t — 0. 
[Dica: integre a Equaqao 12.37.] 

(b) Encontre xcv (velocidade ordinaria) como fun 9 oes de r. 

(c) Encontre (velocidade propria) como fun 9 ao de t. 


12.2.2 Energia e momento relativistico 

Na mecanica classica, momento e massa multiplicada pela velocidade. Eu gostaria de estender essa defini 9 ao aos dommios 
da relatividade, mas imediatamente surge uma questao: devo usar a velocidade ordinaria ou a velocidade propria ? Na fisica 
cldssica, 77 e u sao identicas^ de forma que a priori nao ha motivo para favorecer uma sobre a outra. No entanto, no contexto 
da relatividade e essencial que usemos a velocidade propria , pois a lei de conserva 9 ao do momento seria incoerente com o 
princfpio da relatividade se defimssemos momento como mu (veja 0 Problema 12.28). Assim, 


p = rrvq — 


mu 

yjl - V? / C 2 ’ 


(12.46) 


e 0 momento relativistico. 

0 momento relativistico e a parte espacial de urn quadrivetor, 

= m^, (12.47) 


e e natural perguntar 0 que 0 componente temporal, 


^0 


0 


me 


p = mp = 


— u 2 /c 2 


(12.48) 


representa. Einstein chamava 


m 


m re i = 


^1 - u 2 /c 2 


(12.49) 


de massa relativistica (de forma que p° — m re ic ep = m re iu; m em si foi entao chamada de massa de repouso), mas 
modernamente essa terminologia foi abandonada em favor de energia relativistica: 


E = 


me 2 

yj 1 — u 2 /c 2 


(12.50) 


(portanto, p° — E/c). 8 Como p° e (a parte do fator 1/c) a energia relativistica, e chamado de quadrivetor energia- 
momento (ou quadrivetor momento, para abreviar). 

Observe que a energia relativistica e nao nula mesmo quando 0 objeto estd estacionario\ chamamos isso de energia de 
repouso: 

E rep = me 2 . (12.51) 


8 . Como E e m re 1 diferem somente por um fator constante (c 2 ), nao ha nada a ganhar mantendo ambos os termos em circula9ao, e m re 1 teve o mesmo 
destino que a nota de dois ddlares. 
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0 restante, que e atribufdo ao movimento, chamamos de energia cinetica 


E cin = E — me 2 — me 2 


1 

yfl — U 2 /c 2 



(12.52) 


No processo nao relativfstico (u < c), a raiz quadrada pode ser expandida em potencias de u 2 /c 2 , resultando em 


_ 1 2 ^ mu<i 
Ecm — -mu + - — n b 


(12.53) 


onde o primeiro termo reproduz a formula classica. 

Por enquanto, tudo isso e apenas notagao. A fi'sica esta no fato experimental de que E e p, como definidos pelas equa- 
tes 1 2.46 e 1 2.50, sao conservados: 

Em todo sistema fechado , 9 a energia e o momento relativfsticos totais sao conservados. 


A ‘massa relativfstica’ (se voce quer usar esse termo) e tarnbem conservada — mas isso equivale a conservagao de energia. 
A massa de repouso nao e conservada — urn fato que e dolorosamente conhecido por todos desde 1945 (embora a assim 
chamada ‘conversao de massa em energia’ seja, na realidade, a conversao de energia de repouso em energia cinetica). Observe 
a distin?ao entre uma grandeza invariante (o mesmo valor em todos os sistemas inerciais) e uma grandeza conservada (o 
mesmo valor antes e depois de algum processo). A massa e invariante, mas nao conservada; a energia e conservada, mas 
nao invariante; a carga eletrica (como veremos) e tanto conservada quanto invariante; a velocidade nao e conservada nem 
invariante. 

0 produto escalar de //' com ele mesmo e 


P^Pn = ~{P°) 2 + (P • P) = -m 2 c 2 , 


(12.54) 


como voce pode rapidamente verificar usando o resultado do Problema 12.26. Em termos da energia relativfstica, 

E 2 - p 2 c 2 — m 2 c 4 . 


(12.55) 


Este resultado e extremamente util, pois ele lhe permite calcular E (se voce conhece p), ou p (se E e conhecida), sem 
nunca ter que determinar a velocidade. 


Problema 12.28 

(a) Repita o Problema 12.2(a) usando a defin^ao (incorreta) p = mu, mas com a regra de adigao de velocidades de Einstein (correta). 
Observe que se o momento (assim definido) e conservado em 5, ele nao e conservado em S. Assuma que todo movimento ocorre ao 
longo do eixo x. 

(b) Agora fa$a o mesmo usando a defini^ao correta, p = rrvq. Observe que se o momento (assim definido) for conservado em S sera 
automaticamente conservado em S. [Dica: use a Equa^o 12.43 para transformar a velocidade propria.] 0 que voce deve assumir 
sobre a energia relativfstica? 

Problema 12.29 Se a energia cinetica de uma partfcula e n vezes sua energia de repouso, qual e sua velocidade? 

Problema 12.30 Suponha que voce tern urn grupo de partfculas, todas movendo-se na diregao x , com energias Eu E 2 , £3,... e 
momentos p u P 2 , P 3 ,-. Encontre a velocidade do referencial do centro do momento, no qual 0 momento total e nulo. 


12.2.3 Cinematica relativistica 

Nesta se 9 ao, vamos explorar algumas aplicagoes das leis de conservagao ao decaimento de partfculas e colisoes. 


9. Se ha formas exterms atuando, entao (da mesma forma que no caso classico) a energia e 0 momento do sistema, em geral, nao serao conservados. 
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Exemplo 12.7 


Dois blocos de argila, cada um com massa (repouso) m, colidem frontalmente a § c (Figura 12.26). Eles ficam grudados. Pergunta : 
qual e a massa (M) do bloco composto? 

Solugao: neste caso, a conservagao do momento e trivial: nulo antes e nulo depois. A energia de cada bloco antes da colisao e 


me 


\A - (3/ 5 ) : 


= \mc, 


e a energia do bloco composto apos a colisao e Me 2 (ja que esta 


em repouso). Portanto, a conservagao de energia diz que 


| me 2 + | me 2 = Me 2 , 


e consequentemente 

M = |m. 

Observe que isto e mais do que a soma das massas iniciais! A massa nao se conservou nesta colisao; a energia cinetica converteu-se 
em energia de repouso, portanto, a massa aumentou. 

Na analise cldssica de tal colisao, dizemos que a energia cinetica foi convertida em energia termica — o bloco composto e mais 
quente do que as duas partes que colidiram. Isso, e claro, e verdade tambem no ambito relativistico. Mas o que e energia termica? 
E a soma total de toda a energia cinetica e potencial aleatoria de todos os atomos e moleculas da substantia. A relatividade nos diz 
que essas energias microscopicas estao representadas na massa do objeto: uma batata quente e mais pesada do que uma batata fria 
e uma mola comprimida e mais pesada do que uma mola relaxada. Nao por muito , e verdade — a energia interna (U) contribui 
com uma quantidade Ujc 2 para a massa e c 2 e um niimero muito grande para os padroes do dia a dia. Voce pode nunca conseguir 
que dois blocos de argila cheguem sequer perto da velocidade suficiente para se detectar a nao conservagao de massa no ato de sua 
colisao. Mas no universo das particulas elementares, o efeito pode ser muito impressionante. Por exemplo, quando um meson pi 
neutro (massa 2, 4 x 10 -28 kg) se decompoe em um eletron e um positron (cada um com massa 9, 11 x 1(T 31 kg), a energia de 
repouso e convertida quase que inteiramente em energia cinetica — resta menos de 1 por cento da massa original. 


0 3/5 c 3/5 c / — \ — s 

— - CD 

m m M 


(antes) 


(depois) 


Figura 12.26 


Na mecanica classica nao existe tal coisa como uma partfcula sem massa — sua energia cinetica (~m,v 2 ) e seu momento 
(mu) seriam nulos, voce nao poderia aplicar uma for?a a ela (F = ma) e, portanto (conforme a terceira lei de Newton), 
ela em si nao poderia aplicar forga a nada — e uma nulidade no que se refere a ffsica. Voce pode de inicio assumir que isso 
e verdadeiro na relatividade; afinal, p e E continuam sendo proporcionais a to. No entanto, uma inspegao mais atenta das 
equagoes 12.46 e 12.50 revela uma brecha de fazer inveja a um politico: se u = c, entao o zero no numerador e equilibrado 
pelo zero no denominador, deixando p e E indeterminados (zero sobre zero). E concebfvel, portanto, que uma partfcula sem 
massa possa ter energia e momento, desde que ela esteja sempre a velocidade da luz. Embora as equagdes 12.46 e 12.50 nao 
sejam mais suficientes para determinar Eep,a Equagao 12.55 sugere que ambas devem ser relacionadas por 

E = pc. (12.56) 

Eu pessoalmente consideraria esse argumento uma piada se nao fosse pelo fato de que se conhece pelo menos uma partfcula 
sem massa na natureza: o foton. 10 Os fotons viajam de fato a velocidade da luz e obedecem a Equagao 12.56." Eles nos 
forgam a levar a ‘brecha’ a serio. (Alias, voce pode se perguntar o que distingue um foton com muita energia de outro com 
pouqufssima energia — afinal, todos eles tern a mesma massa (nula) e a mesma velocidade (c) . A relatividade nao tern resposta 
para essa pergunta; curiosamente a mecanica quantica tern: segundo a formula de Planck, E = hv, onde he a constante de 
Planck eve a frequencia. Um foton azul 6 mais energetico do que um foton vermelhol) 


10. Ale recentemente era uma suposigao geral que os neutrinos tambem nao tivessem massa, mas experimentos em 1998 indicaram que eles podem, na 
realidade, ter massa (muito pequena). 

11.0 fdton 6 o quantum do campo eletromagnetico, e nao e por acidente que a mesma razao entre energia e momento se aplica as ondas eletromagneticas 
(veja as equagoes 9.60 e 9.62). 
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Exemplo 12.8 

Um pion em repouso decai em um muon e um neutrino (Figura 12.27). Encontre a energia do muon emitido em termos das duas 
massas, m * e (assuma que m v ~ 0). 

Solugao: neste caso 


■E-antes — 771* C 2 , 

Pantes 

= o, 

-E'depois = Efi - h Ey, 

Pdepois 

= Pm + P^ 


A conservagao do momento requer que p„ = — p M . A conservagao de energia diz que 

+ E v — m n c 2 . 


Ora, E v = | p y | c, pela Equagao 12.56, enquanto |p M | = \JE\ - mjc 4 /c, pela Equagao 12.55, portanto 


En + \jEl~ m£c 4 = m^c 2 , 


de onde se segue que 

_ {ml + ml)c 2 
^ “ 2 ^ 


•71 


(antes) 



(depois) 


Figura 12.27 


Em uma colisao classica, momento e massa sao sempre conservados, enquanto a energia cinetica, em geral, nao. Uma 
colisao ‘aderente’ gera calor, a custa da energia cinetica; uma colisao ‘explosiva’ gera energia cinetica a custa da energia 
qufmica (ou de algum outro tipo). Se a energia cinetica e conservada, como em uma colisao ideal de duas bolas de bilhar, 
chamamos o processo de elastico . No caso relativistico, o momento e a energia total sao sempre conservados, mas a massa e 
a energia cinetica, em geral, nao. Mais uma vez, chamamos o processo de elastico se a energia cinetica e conservada. Nesse 
caso, o restante da energia (sendo total menos cinetica) e tambem conservado, e, portanto, a massa tambem o e. Na pratica, 
isso significa que as particulas que saem sao as mesmas que entram. Os exemplos 12.7 e 12.8 foram processos inelasticos\ o 
proximo e elastico. 


Exemplo 12.9 

Espalhamento Compton. Um foton de energia Eo ‘ricocheteia’ em um eletron que estava inicialmente em repouso. Encontre a 
energia E do foton ricocheteado como fungao do angulo de espalhamento 0 (veja a Figura 12.28). 



(antes) 


(depois) 


Figura 12.28 
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Solu^ao: a conserva 9 ao do momento na dire 9 ao ‘verticar resulta em pfseiuj) — pf sen 0, ou, comop/ = E/c> ou, desde que 
p p = E/c, 

E 

sen (j) — — sen 0. 

Pe.c 

A conserva 9 ao do momento da dire 9 ao ‘horizontal’ resulta em 


pf cos 0 + p e cos <j> = — cos# -f p e \ 1 — — sen 0 , 


pic 2 = (E 0 -E cos ef + E 2 sen 2 0 = £ 2 - 2 E 0 E cos 0 + E 2 . 
Por fim, a conserva 9 ao de energia diz que 

Eq + m<? = E + E e = E 4- \fm?c^\ 


- E+y/m 2 c* + E$-2E 0 Ecos6 + E 2 . 


Resol vendo para E 1 , constato que 


(1 - cos 9/mc 2 ) + (1/Eo) * 

A resposta fica mais agradavel quando expressa em termos do comprimento de onda do foton: 


(12.57) 


A = Ao H ~(1 - cos0). 

me 

A grandeza ( h/mc ) e o chamado comprimento de onda de Compton do eletron. 


(12.58) 


Problema 12.31 Encontre a velocidade do muon do Exemplo 12.8. 

Problema 12.32 Uma particula de massa m cuja energia total e o dobro da sua energia de repouso colide com uma particula identica 
que esta em repouso. Se elas aderirem uma a outra, qual sera a massa da particula composta resultante? Qual a sua velocidade? 

Problema 12.33 Urn pfon neutro de massa (de repouso) m e momento (relativfstico) p = |?nc decai em dois fotons. Urn dos fotons 
e emitido na mesma dire 9 ao e sentido que o pion original e o outro, no sentido oposto. Encontre a energia (relativistica) de cada 
foton. 

Problema 12.34 No passado, a maioria dos experimentos da fisica de particulas incluia alvos estacionarios: uma particula (geral- 
mente urn proton ou urn eletron) era acelerada a uma alta energia E , e colidia com uma particula al vo em repouso (Figura 1 2.29a). 
Energias relativas muito maiores podem ser obtidas (com o mesmo acelerador) se ambas as particulas forem aceleradas ate a energia 
E, e disparadas uma contra a outra (Figura 12.29b). Classicamente, a energia E de uma particula em rela 9 ao a outra e de apenas 4E 
(por que?) — nao ha muito a ganhar (apenas um fator de 4). Mas, relativisticamente , o ganho pode ser enorme. Assumindo que as 
duas particulas tern a mesma massa m, mostre que 

2e 2 

E= — r mc 2 . (12.59) 

me 2 

Suponha que voce use protons (me 2 = 1 GeY) com E - 30 GeV. Que E obtera? A que miiltiplo de E isso equivale? (1 
GeV=10 9 eletron volts.) [Em virtude desse acrescimo relativistico, a maioria dos experimentos modernos com particulas inclui 
feixes colidentes, em vez de alvos fixos.] 

Problema 12.35 Em um experimento de aniquila 9 ao de par, um eletron (de massa m) com momento p e atinge um positron (com 
a mesma massa, mas carga oposta) em repouso. Eles se aniquilam, produzindo dois fotons. (Por que eles nao poderiam produzir 
apenas um foton?) Se um dos fotons emerge a 60° da dire 9 ao do eletron incidente, qual a sua energia? 



E Alvo E E 


(a) (b) 


Figura 12.29 
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12.2.4 Dinamica relativistica 

A primeira lei de Newton esta embutida no principio da relatividade. Sua segunda lei, na forma 



(12.60) 


mantem sua validade na mecanica relativistica, desde que usemos o momento relativistico. 


Exemplo 12.10 


Movimento sob uma for^a constante. Uma particula de massa m esta sujeita a uma for^a constante F. Se ela parte do repouso na 
origem no tempo t = 0, encontre sua posigao (x) como fun 9 ao de tempo. 

Solu^ao: 

dp _ 

— — r => p~ Ft constante, 
at 

mas como p = 0 em t = 0, a constante tern de ser nula e, consequentemente, 


mu 


a/1 - u 2 /c 2 


= Ft. 


Resolvendo para u, obtemos 


(. F/m)t 

\/l + (Ft t /me) 2 


( 12 . 61 ) 


O numerador, e claro, e a resposta classica — esta aproximadamente certo se (F/m)t <C c. Mas o denominador relativistico garante 
que u nunca ultrapasse c; de fato, a medida que t -4 oo, u -> c. 


Para completar o problema, temos de integrar novamente: 


x(t) 


F p t 

m Jo V 1 + (Ft'/mcy 


me 


\/l + ( Ft'/mcy 


me 

~F 


a/T + (Ft/mc) 2 - 1 


( 12 . 62 ) 


Em lugar da parabola classica, x(t) = (F/2m)t 2 , o grafico e uma hiperbole (Figura 12.30); por esse motivo, o movimento sob uma 
for 9 a constante e frequentemente chamado de movimento hiperbolico. Ele ocorre, por exemplo, quando uma particula carregada e 
colocada em um campo eletrico uniforme. 



O trabalho, como sempre, e a integral de linha da forga: 


W = 


/ 


F • d\. 


(J2.63) 
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0 teorema do trabalho-energia (‘o trabalho lfquido realizado sobre uma partfcula e igual ao aumento na sua energia 
cinetica’) aplica-se relativisticamente: 


enquanto 


W= [^di= [?£■- 

dt dt dt 


dt = 


d p 

dt 


■ u dt, 


d p 

dt 


mu 


U dt 


y/l ~ U 2 /C 2 


U 


mu 


me 


(l-u 2 /c 2 ) 3 / 2 


dt 


y/l — vFjc 2 


dE 
dt ’ 


(12.64) 


portanto 

/ dE 

-g dt = E hml - £ inicial . (12.65) 

(Como a energia de repouso e constante, aqui nao importa se usamos a energia total ou a energia cinetica.) 

Ao contrario das duas primeiras, a terceira lei de Newton, em geral, nao se estende aos dommios relativisticos. De fato, 
se os dois objetos em questao estao separados no espaijo, a terceira lei e incompatfvel com a relatividade da simultaneidade. 
Pois suponha que a for$a de A sobre B em algum instante 1 6 F (t), e que a for 9 a de B sobre A, no mesmo instante, e -F (i); 
entao a terceira lei se aplica neste sistema de referenda. Mas um observador em movimento dira que essas sao ftmjas iguais 
e opostas que ocorreram em tempos diferentes; no sistema dele, portanto, a terceira lei e transgredida. Somente nos casos de 
intera 9 oes de contato, nos quais as duas for?as sao aplicadas ao mesmo ponto fisico (e no caso trivial em que as fo^as sao 
constantes), a terceira lei pode se manter. 

Como F e uma derivada do momento em rela^ao ao tempo ordinario, ela partilha o mesmo comportamento feio da 
velocidade (ordinaria), quando se passa de um sistema inercial para outro: ambos, o numerador e o denominador, tem de ser 
transformados. Assim , 12 


p, _d£y _ dp y _ dp y /dt _ Fy 

C \ c dt J 

e similarmente para o componente z: 


7(1 -fu x /c)' 

0 componente x e pior ainda: 

d£x _ R dfP p - -( 

F - -7/3<fr° _ fa p _ fa _ c \ dt l 

"fdt - — dx 1-— l ~P u *! c 

c c dt 

Calculamos dE/dt na Equa?ao 12.64; acrescentando agora 

p .. F a -/3(u-F)/c 
l-/3u x /c 


( 12 . 66 ) 


(12.67) 


Apenas em um caso especial essas equa 9 oes sao razoavelmente manejaveis: se a particula estd (momentaneamente) em 
repouso em S, de forma que u = 0 , entao 

F± = “F_l, F||=F||. (12.68) 

Ou seja, o componente de F paralelo ao movimento de S fica inalterado enquanto os componentes perpendiculares sao 
divididos por 7 . 

Talvez tenha lhe ocorrido que podemos evitar 0 mau comportamento de F nas transforma 9 oes, introduzindo uma for 9 a 
■propria’, analoga a velocidade propria e que seria a derivada do momento com relafao ao tempo proprio: 

d,p' J 

K» = -j-. (12.69) 


12. Lembre-se: 7 e /? pertencem ao movimento de S com respeito a S — eles sao constantes; u e a velocidade da particula com rela^ao a S. 
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Essa e a chamada forga de Minkowski; ela e claramente um quadrivetor, ja que e um quadrivetor e o tempo proprio e 

invariante. Os componentes espaciais de K' 1 estao relacionados a forga ‘ordinaria’ por 


f dt\d p 

\dr J dt 


1 


F, 


(12.70) 


enquanto o componente de indice 0, 

r0 = dp° = ld£ 
d,r c dr’ 


(12.71) 


e, a parte do 1/c, a taxa (propria) a qual a energia da particula aumenta — em outras palavras, a potencia (propria) fornecida 
a particula. 

A dinamica relativfstica pode ser formulada em termos da forga ordinaria ou em termos da forga de Minkowski. Esta 
ultima e geralmente muito mais elegante, mas como a longo prazo estamos interessados na trajetoria da particula como fungao 
do tempo ordinario, a primeira e frequentemente mais util. Quando queremos generalizar alguma lei de forga classica, tal 
como a de Lorentz, para os dominios relativisticos, surge a questao: a formula classica corresponde a forga ordinaria ou a 
forga de Minkowski? Em outras palavras, devemos escrever 


F = q( E + u x B), 


ou deve ser 

K = g(E + uxB)? 

Como o tempo proprio e o tempo ordinario sao identicos na fisica classica, nesta etapa nao ha como decidir a questao. Ao 
que se revela, a lei de forga de Lorentz e uma forga ordinaria — mais tarde explicarei por que e mostrarei como construir a 
forga eletromagnetica de Minkowski. 


Exemplo 12.11 


A trajetoria tipica de uma particula carregada em um campo magnetico uniforme e o movimento ciclotronico (Figura 12.31). A 
forga magnetica que aponta em diregao ao centra, 

F — QuB, 


fornece a aceleragao centripeta necessaria para sustentar o movimento circular. No entanto, esteja atento — na relatividade especial 
a forga centripeta nao 6 m,u 2 /R, como na mecanica classica. Em vez disso, como voce pode ver pela Figura 12.32, dp = pdd , 
portanto, 


dp 

dt 


dd 
= P di 


R' 


(Em termos classicos, e claro, p = mu, portanto, F ~ mu 2 /R.) Assim, 


QuB = 

OU 

p = QBR. (12.72) 

Nesta forma, a formula ciclotronica relativistica e identica a nao relativfstica, Equagao 5.3 — a unica diferenga e que p agora e o 
momento relativistico. 



Figura 12.31 


Figura 12.32 
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Exemplo 12.12 


Momento oculto. Como modelo para urn dipolo magnetico m, considere uma espira retangular de fio, pela qua! passa uma corrente 
estacionaria. Imagine a corrente como um fluxo de cargas positivas que nao interagem e que se movimentam livremente dentro do 
fio. Quando um campo eletrico uniforme E e aplicado (Figura 12.33), as cargas sao aceleradas no segmento esquerdo e desaceleradas 
no direito. 13 Encontre o momento total de todas as cargas na espira. 

Solu^ao: os momentos dos segmentos esquerdo e direito se anulam e, portanto, temos de considerar apenas os segmentos superior 
e inferior. Digamos que ha Ny cargas no segmento superior, a uma velocidade u+ para a direita e AL cargas no segmento inferior, 
a uma velocidade (mais lenta) u- para a esquerda. A corrente (I = Xu) e a mesma nos quatro segmentos (caso contrario as cargas 
estariam se acumulando em algum lugar); especialmente, 

r QN+ QN- ^ AT II 

1 — — - — u+ — — - — entao N±u± = — , 

onde Q 6 carga de cada particula e l e o comprimento do retangulo. Classicamente, o momento de uma unica particula e p = Mu 
(onde Me a sua massa), e o momento total (para a direita) e 


Pcldssica — MN+U+ 


MN-u- = M^- 




como certamente seria de se esperar (afinal a espira, como um todo, nao esta se movendo). Mas relativisticamente p — 7 MU, e 
obtemos 

p = 'y + MN+u+ - 7-MALtt- — — --(7+ - 7_), 

Q 

que nao 6 nulo, porque as particulas no segmento superior estao se movimentando mais depressa. 

Inclusive, 0 ganho de energia (7MC 2 ), a medida que uma particula sobe pelo segmento esquerdo, e igual ao trabalho realizado pela 
for 9 a eletrica, QEw , onde w e a altura do retangulo, portanto, 


7+ — 7- 


e entao 




QEw 
Me 2 5 

IlEw 


Mas Ilw e 0 momento de dipolo magnetico da espira; como vetores, m aponta para dentro da pagina e p para a direita, portanto, 

p = ^(m x E). 

Assim, 0 dipolo magnetico em um campo eletrico tern momento linear, embora nao esteja se movendo ! 0 assim chamado mo- 
mento oculto e estritamente relativlstico e puramente mecanico; ele anula precisamente 0 momento eletromagnetico armazenado 
nos campos (veja 0 Exemplo 8.3; observe que ambos os resultados podem ser expressos na forma p = IlV/c 2 ). 


w 


r 

0 

0 

0 


0 

r 



0 

0 

t' 

M I 

4 

0 

0 

— 

J 

0 

toooooooooooj 


E 


~u_ 


l 

Figura 12.33 


13. Este nao e um modelo muito realista para uma espira pela qual passa uma corrente, obviamente, mas outros modelos levam exatamente ao mesmo 
resultado. Veja V. Hnizdo, Am. J. Phys. 65, 92 (1997). 
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Problema 12.36 Na mecanica classica, a lei de Newton pode ser escrita na forma mais conhecida F = ma. A equagao relativistica, 
F — dp/dty nao pode ser expressa de forma tao simples. Mostre, mais exatamente, que 


F = 


m 

y/l'-l t 2 /c 2 


(u a 


(12.73) 


onde a = du/d£ e a aceleragao ordinaria. 

Problema 12.37 Mostre que e possivel ser mais rapido que urn raio de luz se voce tiver dianteira suficiente e seus pes gerarem uma 
forga constante. 


Problema 12.38 Defina aceleragao propria da maneira obvia: 

n _ dr f _ d 2 x ^ 
dr dr 2 


(12.74) 


(a) Encontre a 0 e a em termos de u e a (a aceleragao ordinaria). 

(b) Expresse a M a M em termos de u e a. 

(c) Mostre que = 0. 

(d) Escreva a versao de Minkowski para a segunda lei de Newton, Equagao 12.69, em termos de a**. Calcule o produto invariante 


Problema 12.39 Mostre que 


onde 6 to angulo entre ueF. 


= 


1 - {u 2 /c 2 ) COS 2 # 2 
1 U 2 f C 2 * 5 


Problema 12.40 Mostre que a aceleragao (ordinaria) de uma particula de massa m e carga q, movendo-se a velocidade u sob a 
influencia dos campos eletromagneticos E e B, e dada por 


a = —\/l — u 2 /c 2 
m v 


E + u x B — “ u(u • E) 


[Dicci: use a Equagao 12.73." 


12.3 Eletrodinamica relativistica 

12.3.1 O magnetismo como fenomeno relativistico 

Diferente da mecanica newtoniana, a eletrodinamica classica ja e coerente com a relatividade especial. As equates de 
Maxwell e a lei de for?a de Lorentz podem ser legitimamente aplicadas a qualquer sistema inercial. E claro que o que um 
observador interpreta como um processo eletrico, outro pode considerar magnetico, mas os movimentos das parti'culas que 
eles preveem, em si, serao identicos. 0 fato de que isso nao deu certo para Lorentz e outros, que estudaram a questao no final 
do seculo XIX, deve-se a falha na mecanica nao relativistica que eles usaram, e nao na eletrodinamica. Uma vez corrigida 
a mecanica newtoniana, estamos agora em uma posi?ao na qual podemos desenvolver uma formula?ao completa e coerente 
da eletrodinamica relativistica. Mas enfatizo que nao iremos mudar as regras da eletrodinamica em nada — em vez disso, 
iremos expressar essas regras em uma nota?ao que expoe e esclarece seu carater relativistico. A medida que avan 9 armos, 
farei pausas aqui e all para deduzir novamente, usando as transformagoes de Lorentz, os resultados obtidos anteriormente 
por meios mais trabalhosos. Mas o objetivo principal desta se?ao e proporcionar a voce uma compreensao mais profunda da 
estrutura da eletrodinamica — leis que antes pareciam arbitrarias e sem rela<jao entre si adquirem uma especie de coerencia e 
inevitabilidade quando abordadas a partir do ponto de vista da relatividade. 

Para comegar, gostaria de lhe mostrar por que teria de haver algo como o magnetismo, dadas a eletrostatica e a relatividade, 
e, especialmente, como voce pode calcular a forga magnetica entre um fio pelo qual passa uma corrente e uma carga em 
movimento sem jamais recorrer as leis do magnetismo. 14 Suponha que voce tem uma serie de cargas positivas movendo-se 


14. Este e vSrios outros argumentos desta segao foram adaptados de E. M. Purcell, Electricity and Magnetism, 22 ed. (Nova York: McGraw-Hill, 1985). 
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para a direita a velocidade v. Vou assumir que as cargas estao proximas o suficiente para que possamos considera-las uma 
linha conti'nua de carga de densidade A. Sobreposta a essa linha positiva ha outra, negativa, de densidade - A que vai para a 
esquerda a mesma velocidade v. Temos, entao, uma corrente liquida para a direita de magnitude 

I = 2Xv. (12.75) 

Enquanto isso, a uma distancia s ha uma carga pontual q movendo-se para a direita a velocidade u < v (Figura 12.34a). 
Como as duas linhas de carga se anulam, nao ha forga eletrica sobre q neste sistema (5). 

No entanto, vamos examinar a mesma situagao do ponto de vista do sistema <S, que se move para a direita a velocidade 
u (Figura 12.34b). Nesse sistema de referenda q esta em repouso. Segundo a regra de adigao de velocidades de Einstein, as 
velocidades das linhas positiva e negativa sao, agora, 


v± 


v^u 
1 vu/c 2 


(12.76) 


Como v _ e maior do que v+, a contragao de Lorentz do espago entre as cargas negativas e mais acentuada do que entre as 
cargas positivas; neste sistema, portanto, o fio tem uma carga liquida negativa! Inclusive, 


onde 


= ±(7±)Ao, 
1 


7± 


1 - v\j(? 


(12.77) 


(12.78) 


e Ao e a densidade linear de carga positiva no seu proprio sistema de repouso. Nao e o mesmo que A, e claro — em S elas ja 
estao se movendo a velocidade v, portanto 

A = 7 A 0 , 


onde 


7 = 


a/I - u 2 /c 2 

E preciso ura pouco de algebra para colocar 7 ± em uma forma simples: 

1 


(12.79) 

(12.80) 


7± = 


c 7 : uv 


y^l ~ ^ (v T m ) 2 (1 7 vu/c 2 ) 2 V ( c2 T ww ) 2 c 2 (v ^ w ) 2 
c 2 uv 1 7 u«/c 2 


v/(c 2 - U 2 )(c 2 - M 2 ) ^-y/l - u 2 /c 2 

Evidentemente, entao, a linha de carga liquida em S e 

Atot = A+ + A_ = Aq( 7 + — 7 _) = 


(12.81) 


—2Xuv 


c 2 -/l — m 2 /c 2 


(12.82) 


Conclusao : como resultado da desigualdade da contragao de Lorentz entre as linhas positiva e negativa, um fio pelo qual 
passa uma corrente que e eletricamente neutra em um sistema sera carregado em outro. 



Figura 12.34 
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Ora, uma linha de carga A to t estabelece um campo eletrico 


E == 


Atot 
2neo 5 5 


de forma que ha uma forga eletrica sobre qemS, a saber: 


F = qE = 


\v qu 

ne 0 c 2 s yjl - u 2/ c 2 ' 


(12.83) 


Mas se existe uma for 9 a sobre q em S, deve haver uma em S; de fato, podemos calcula-la usando as regras de transfer- 
matjao para fo^as. Como q esta em repouso em <S, e F e perpendicular a u, a for 9 a em S e dada pela Equa 9 ao 12.68: 


F= y/l-U 2 /<?F = 


\v qu 
7TC0 C 2 S 


(12.84) 


A carga e atraida em dire^ao ao fio por uma for$a que e puramente eletrica em S (onde o fio esta carregado e q esta 
em repouso), mas distintamente nao eletrica em S (onde o fio e neutro). Tornados juntos, entao, eletrostatica e relatividade 
indicam a existencia de uma outra forca. Essa ‘outra lorca', e claro, e magnetica. De fato, podemos moldar a Equa^ao 12.84 
em uma forma mais familiar, usando c 2 = (eoMo) 1 e expressando Xv em termos da corrente (Equa 9 ao 12.75): 


F = —qu 



(12.85) 


0 termo entre parenteses e o campo magnetico de um fio longo e reto e a for 9 a e, precisamente, o que teriamos obtido 
usando a lei de for 9 a de Lorentz no sistema S. 


12.3.2 Como os campos se transformam 

Aprendemos em varios casos especiais que o campo eletrico de um observador e o campo magnetico de outro. Seria bom 
conhecer as regras gerais de transforma 9 ao para os campos eletromagneticos: dados os campos em S, quais sao os campos 
em «S? Sua primeira suposi 9 ao pode ser de que E e a parte espacial de um quadrivetor e B e a parte espacial de outro. Se 
for assim, a sua intu^ao esta errada — e mais complicado que isso. Vou come 9 ar explicitando uma suposi 9 ao que ja foi 
usada implicitamente na Se 9 ao 12.3.1: a carga e invariante. Como a massa, mas ao contrario da energia, a carga de uma 
partfcula e um numero fixo que independe da velocidade a que ela esta se movendo. Vamos supor tambem que as regras 
de transforma 9 ao sao as mesmas, nao importa como os campos sejam produzidos — campos eletricos gerados por campos 
magneticos variaveis transformam-se da mesma forma que aqueles estabelecidos por cargas estacionarias. Se nao fosse assim, 
teriamos de abandonar toda a formula 9 ao de campo, pois essa e a essencia da teoria de campo segundo a qual os campos 
em um determinado ponto revelam tudo o que ha para revelar, eletromagneticamente, sobre aquele ponto; voce nao precisa 
acrescentar informa 9 oes a mais com rela 9 §o a sua fonte. 

Com isso em mente, considere o campo eletrico mais simples possivel, o campo uniforme na regiao entre as placas de 
um grande capacitor de placas paralelas (Figura 12.35a). Digamos que o capacitor esta em repouso em <So e tern uma carga 
superficial ±cro. Entao, 

E 0 = — y. (12.86) 

eo 



Figura 12.35 
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Mas e se examinarmos esse mesmo capacitor a partir do sistema S, movendo-se para a direita k velocidade v 0 (Fi- 
gure 12.35b)? Nesse sistema, as placas estao se movendo para a esquerda, mas o campo ainda assume a forma 

E = -y; (12.87) 

eo 

a unica diferenga e o valor da carga superficial a. [Espere urn pouco! Essa e mesmo a unica diferenga? A formula E = a/e 0 
para um capacitor de placas paralelas veio da lei de Gauss, e enquanto a lei de Gauss e perfeitamente valida para cargas em 
movimento, esta aplicagao particular tambem depende da simetria. Temos certeza de que o campo continua perpendicular 
as placas? E se o campo de uma placa em movimento inclina-se, digamos, na diregao do movimento, como mostra a Fi- 
gure 12.35c? Bern, mesmo que se inclinasse (nao se inclina), o campo entre as placas, sendo a superposigao do campo +o e 
-o ficaria, de qualquer forma, perpendicular as placas. Pois o campo -a iria na diregao indicada na Figure 12.35c (mudar o 
sinal da carga inverte a diregao do campo), e a soma vetorial anula os componentes paralelos.] 

Ora, a carga total em cada placa e invariante e a largura (w) permanece inalterada, mas o comprimento ( l ) sofre a contragao 
de Lorentz por um fator 

— = V 1 - «o/ c2 , (12.88) 

de forma que a carga por unidade de area aumenta por um fator 70 : 

tf = 7o<7o- (12.89) 

Da mesma forma, 

E- l = 70 E 0 - l . (12.90) 

Coloquei 0 sobrescrito 1 para deixar claro que esta regra aplica-se aos componentes de E que sao perpendiculares a 
diregao do movimento de S. Para obter a regra relativa aos componentes paralelos, considere 0 capacitor alinhado com o 
piano y z (Figure 12.36). Desta vez e a separagao das placas (d) que sofre a contragao de Lorentz, enquanto lew (t portanto 
tambem a) sao os mesmos em ambos os sistemas. Como 0 campo nao depende de d, segue-se que 

E^ = E 0 K (12.91) 



d 

Figura 12.36 


Exemplo 12.13 


Campo eletrico de uma carga pontual em movimento uniforme. Uma carga pontual q esta em repouso na origem no sistema S 0 . 
Pergunta : qual e o campo eletrico dessa mesma carga no sistema 5, que se movimenta para a direita a velocidade u 0 relativa a <S 0 ? 


Solugao: em So o campo e 


En = 


1 


47re 0 rg 


IfO, 


1 qx o 

47re 0 {xl + Vo + Zq ) 3 / 2 ’ 


i _ <m 

' vo 4tt€ 0 {xl + yl + zlf! 2 ' 


Ezo — 


_L qzo 

47T60 {x 2 0 + yl + zg) 3/2 ' 


ou 
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A partir das regras de transformagao (equagoes 12.90 e 12.91), temos 


E x = Et 


ccO 


1 qxo 

47 re 0 (xg + yl + zg ) 3 / 2 ’ 


< Ey 


70 Ey 0 = 


_J loom 

47 T 60 (xg + j/o + z o ) 3/2 ’ 


E z — 'yoEzo 


_J joqzo 

47T€ 0 (xg + t/g + zg ) 3 / 2 ' 


Tudo isso ainda esta expresso em termos das coordenadas So (xo, j/o, zo) do ponto de observagao (P); eu prefiro escreve-las em 
termos das coordenadas 5 do ponto P. A partir das transformagoes de Lorentz (ou, na realidade, das transformagoes inversas), 


xo = 7 o(x + t>o£) = 70 Rx, 

Vo = y = R y , 

zo = z = R z , 


onde R e o vetor de q ate P (Figura 12.37). Assim, 


E = 


1 7oqR- 


47T£o (jo R 2 cos 2 9 + R 2 sen 2 9y i / 2 

1 q( 1-^g/c 2 ) R 
ineo [1 - ( Vq/c 2 ) sen 2 ^] 3 / 2 i? 2 ’ 


(12.92) 


Este e, entao, o campo de uma carga em movimento uniforme; obtivemos o mesmo resultado no Capitulo 10 usando os potenciais 
retardados (Equagao 10.68). A dedugao atual e muito mais eficiente e esclarece um pouco sobre o fato extraordinario de que o campo 
aponta para fora da posigao momentanea da carga (em oposigao a pos^ao retardada): E x recebe um fator 70 da transformagao de 
Lorentz para as coordenadas; E y e E z recebem os seus a partir da transformagao do campo. E 0 equilibrio desses dois 70 0 que 
deixa E paralelo a R. 



Mas as equagoes 12.90 e 12.91 nao sao as leis de transformagao mais gerais, pois comegamos com um sistema Sq no qual 
as cargas estavam em repouso e, consequentemente, nao havia campo magnetico. Para deduzir a regra geral temos de comegar 
em um sistema que tenha tanto campo eletrico quanto magnetico. Para esse fim, S servira perfeitamente. Alem do campo 
eletrico 

E y = (12.93) 

eo 

ha um campo magnetico devido as correntes superficiais (Figura 12.35b): 

K± = =F<tv 0 x. (12.94) 

Pela regra da mao direita, este campo aponta no sentido negativo z; sua magnitude e dada pela lei de Ampere: 

B z = -/j, 0 ov 0 . (12.95) 

Em um terceiro sistema, <S, movendo-se para a direita com velocidade v com relagao a S (Figura 12.38), os campos seriam 

E y -—, B z = -/ ii 0 ov , 
eo 


(12.96) 
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Figura 12.38 
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Figura 12.39 


Como neste caso nao ha campo magnetico concomitante, nao podemos deduzir a regra de transforma^ao para B x . Mas 
outra configura?ao funcionara: imagine urn longo solenoide alinhado paralelamente ao eixo x (Figura 12.40) e em repouso 
em S. 0 campo magnetico dentro da bobina e 

B x = p 0 nl , (12.105) 

onde n 6 o numero de voltas por unidade de comprimento e I e a corrente. No sistema <S, o comprimento se contrai, de forma 
que n aumenta: 

n = 7 n. (12.106) 

Por outro lado, o tempo se dilata: o relogio de S, que acompanha o solenoide, fica lento, de forma que a corrente (carga 
por unidade de tempo) em S e dada por 

f 1 r 

I = -I. (12,107) 

7 

Os dois fatores de 7 anulam-se exatamente e conclufmos que 

B x = B x . 

Como E, o componente de B paralelo ao movimento fica inalterado. 

Vamos agora reunir 0 conjunto completo de regras de transformagao: 


E X = E X , Ey = j(Ey -vB z ), E z =j(E z +vBy), 

B x = B x , By = 7 {^By + -^EzJ , B z — 7 ^ B z — —Ey'j . 

Dois casos especiais justificam uma atengao maior: 

1. Se B = 0 em S , entao 


(12.108) 


B = 7 -o (£* y -E y z) = -t(E z y -Ey z), 



Figura 12.40 





Capitulo 12 Eletrodinamica e relatividade 371 


ou, como v - vx, 

B = -i(vxE). 

2 . Se E = 0 em S, entao 

E = - 7 v(B z y - By z) = -v(B z y-B y z), 


(12.109) 


ou 


E = v x B. 


( 12 . 110 ) 


Em outras palavras, se E ou B sao nulos (em urn determinado ponto) em um sistema, entao em qualquer outro sistema os 
campos (naquele ponto) se relacionam de forma niuito simples pela Equagao 12. 109 ou Equagao 1 2. 1 10. 


Exemplo 12.14 

O campo magnetico de unia carga pontual em niovimento uniforme. Encontre o campo magnetico de uma carga pontual q 
movendo-se com velocidade constante v. 

Solugao: no sistema de repouso da particula (So) o campo magnetico e nulo (em toda paite), de forma que em um sistema S 
movendo-se para a direita a velocidade v, 

B = -4(vxE). 

Calculamos o campo eletrico no Exemplo 12.13. O campo magnetico e, entao, 

_ uq qv(l - v 2 /c 2 )send <& 

~ 4^[l-(u 2 /c 2 )sen 2 0] 3 / 2 fi2’ (l2 - n,) 

onde 4> aponta no sentido anti-horario se voce estiver olhando para a carga que chega. A proposito, no limite nao relativistico 
(v 2 « c 2 ), a Equa 9 ao 12. 1 1 1 se reduz a 

(j,o v x R 
“ 4tt 9 & ’ 

que e exatamente o que voce obteria pela aplicaijao ingenua da lei de Biot-Savart a uma carga pontual (Equa^o 5.40). 


Problema 12.41 Por que o campo eletrico da Figura 12.35b nao pode ter um componente zl Afinal, o campo magnetico tern. 

Problema 12.42 Um capacitor de placas paralelas em repouso em So e com inclinagao de 45° em rela^ao ao eixo x 0 tem densidades 
de carga ±cro nas duas placas (Figura 12.41). O sistema S move-se para a direita a velocidade v em rela^ao a So. 

(a) Encontre Eq, o campo em So. 

(b) Encontre E, o campo em S. 

(c) Que angulo as placas formam com o eixo x? 

(d) O campo e perpendicular as placas em SI 




Figura 12.41 
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Problema 12.43 

(a) Verifique se a lei de Gauss, j> E ■ da = (l/eo)Qenc, e obedecida pelo campo de uma carga pontual em movimento uniforme, 
integrando sobre uma esfera de raio R centrada na carga. 

(b) Encontre o vetor de Poynting para uma carga em movimento uniforme. (Considere que a carga move-se na diregao z a velocidade 
v, e calcule S no instante em que q passa pela origem.) 

Problema 12.44 

(a) A carga qa esta em repouso na origem no sistema S', a carga q B passa a velocidade v em uma trajetoria paraiela ao eixo x, mas 
em y = d. Qual e a forga eletromagnetica sobre q B quando ela cruza o eixo yl 

(b) Agora estude o mesmo problema a partir do sistema S , que se move para a direita a velocidade v. Qual e a forga sobre q B quando 
qA passa pelo eixo yl [Faga de duas maneiras: (i) usando a sua resposta para (a) e transformando a forga; (ii) calculando os campos 
em S e usando a lei de forga de Lorentz.] 

Problema 12.45 Duas cargas ± q estao em trajetorias paralelas a uma distancia d, uma da outra, movendo-se a mesma velocidade 
v em sentidos opostos. Estamos interessados na forga sobre +q devido a -q no instante em que elas se cruzam (Figura 12.42). 
Preencha a tabela abaixo, fazendo, durante o processo, todas as verificagoes de coerencia que puder pensar. 



Sistema A (Figura 12.42) 

Sistema B ( +q em repouso) 

Sistema C (—q em repouso) 

E em +q devido a —q: 




B em +q devido a —q: 




F em +q devido a ~q: 




z 

t X 



Figura 12.42 


Problema 12.46 

(a) Mostre que (E • B) e relativisticamente invariante. 

(b) Mostre que ( E 2 ~ c 2 B 2 ) e relativisticamente invariante. 

(c) Suponha que em urn sistema inercial B — 0, mas E ^ 0 (em algum ponto P). E possfvel encontrar outro sistema no qual o 
campo eletrico e nulo em PI 

Problema 12.47 Uma onda plana eletromagnetica de frequencia (angular) lo viaja na diregao x atraves do vacuo. Ela esta polarizada 
na diregao y, e a amplitude do campo eletrico e Eq. 

(a) Escreva os campos eletrico e magnetico, E(x, y, z , t) e B(.x, y, z , t). [Certifique-se de definir quaisquer grandezas auxiliares que 
voce introduzir, em termos de c o, Eq, e as constantes da natureza.] 

(b) Essa mesma onda e observada a partir de urn sistema inercial S movendo-se na diregao x com velocidade v relativa ao sistema ori- 
ginal S. Encontre os campos eletrico e magnetico em S, e expresse-os em termos das coordenadas de S: E(^, y, z, t) e B(®, y, z, t). 
[Mais uma vez, nao deixe de definir quaisquer grandezas auxiliares que voce introduzir.] 

(_c) Qual e a frequencia Co da onda em <S?_Interprete este resultado. Qual e o comprimento de onda A da onda em <$? A partir d ewe 
A, determine a velocidade das ondas em S. E o que voce esperava? 

(d) Qual e a relagao entre a intensidade em (Sea intensidade em SI Quando jovem, Einstein imaginava como seria uma onda 
eletromagnetica se voce pudesse comer ao sen lado a velocidade da luz. O que voce pode dizer a ele quanto a amplitude, frequencia 
e intensidade da onda a medida que v aproxima-se de cl 
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12.3.3 O tensor de campo 

Como a Equa§ao 1 2. 1 08 indica, E e B certamente nao se transformam como as partes espaciais dos dois quadrivetores — 
de fato, os componentes de E e B sao misturados quando se passa de urn sistema inercial para o outro. Que tipo de objeto e 
esse que tern seis componentes e se transforma de acordo com a Equa9ao 12.108? Resposta : e urn tensor antissimetrico de 
segunda ordem. 

Lembre-se de que urn quadrivetor transforma-se segundo a regra 


^ - 




( 12 . 1 12 ) 


(a somatoria sobre v esta imphcita), onde A e a matriz de transforma9ao de Lorentz. Se <S move-se na dire9ao x a velocidade 
v, A tern a forma 


7 - 7/3 0 0 \ 

-7/3 7 0 0 

0 0 10’ 
\ 0 0 0 1 / 


(12.113) 


e A'j e o elemento na linha p, coluna u. Urn tensor (de segunda ordem) e urn objeto com dois indices que se transformam com 
dois fatores de A (urn para cada indice): 


tr = h^M' a t X(y . 


(12.114) 


Urn tensor (em 4 dimensoes) tern 4 x 4 = 16 componentes, que podemos representar em um arranjo 4x4: 




fpo £01 ^02 £03 

t 10 f 11 t 12 t Vi 

£20 ^21 £22 £23 

£30 £31 £.32 £33 


No entanto, os 16 elementos nao precisam ser todos diferentes. Por exemplo, um tensor simetrico tern a propriedade 

Ijw _ £i;, t (tensor simetrico). (12.115) 

Nesse caso ha 10 componentes distintos; 6 dos 16 sao repetujoes (t 01 = t w , t 02 = t 20 , t 03 = f 30 , t 12 = t 21 , t 13 — 
t 31 , t 23 = t 32 ). Similarmente, um tensor antissimetrico obedecea 


(tensor antissimetrico). (12.1 16) 

Esse objeto tern apenas 6 elementos distintos — dos 16 originais, 6 sao repet^oes (os mesmos de antes, so que desta vez 
com sinal negativo) e 4 sao nulos (t 00 , t n ,t 22 e t 33 ). Assim, o tensor antissimetrico generico tern a forma 

£01 £02 £03 \ 

0 t 12 t 13 I 

-t 12 o t 23 r 

-f 13 -f 23 0 J 


IT = l 


0 

-f 01 

- 1 ' 


-t { 


02 

03 


Vejamos como a regra de transforma9ao 1 2, 1 14 funciona para os seis componentes distintos de um tensor antissimetrico. 
Come9ando com f 01 , temos 

X = A°A 3 f A<7 , 

mas segundo a Equagao 12.1 13, A° = 0 a menos que A = 0 ou 1, e A* = 0 a menos que cr = 0 ou 1. Portanto, ha 4 termos 
na soma: 

f 01 = AgAgt 00 + AgAjt 01 + A^Ag^ 0 + . 

Por outro lado, t 00 = t n = 0, enquanto t 01 = -t 10 , entao 

i 01 = ( Aq A-| - A?A l)t 01 = ( 7 2 - ( 7 P) 2 )f l = t 01 . 

Deixarei que voce calcule os demais — o conjunto completo de regras de transforma9ao e 

t° :, = £ 01 , t 02 - 7 (t 02 - X 2 ), ? )3 = 7 (f 03 + /?t 3J ), 

£-23 = £23 t £-31 = 7 (£31 + ^03), £12 = ^12 _ 


(12.1 17) 
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Essas sao precisamente as regras que deduzimos em bases fisicas para os campos eletromagneticos (Equagao 12. 108) — 
inclusive, podemos construir o tensor de campo F lw por comparagao direta: 15 


F 01 = 



Na forma matricial, 



F yw - 


o 

CO 

III 

Bz „ 
— , F 

c 

12 = B z 

, F 31 

0 

Ex/c 

Ey/c E z /c 

-E x /c 

0 

B z 

-By 

— Ey/C 

~B Z 

0 

B x 

~E z /c 

By 

—B x 

0 


= B t 




? 23 _ 


B x . 


(12.118) 


Assim a relatividade completa e aperfeigoa o trabalho iniciado por Oersted, combinando os campos eletrico e magnetico 
em uma unica entidade, F 1 "' . 

Se voce acompanhou esse argumento com extremo cuidado, pode ter percebido que havia uma maneira diferente de 
inserir E e B em urn tensor antissimetrico: em vez de comparar a primeira linha da Equagao 12.108 com a primeira linha da 
Equagao 1 2. 1 1 7, e a segunda com a segunda, podemos relacionar a primeira linha da Equagao 1 2. 108 com a segunda linha da 
Equagao 1 2. 1 1 7, e vice-versa. Isso leva ao tensor dual, G IIV : 


= 


0 B x By B z ) 

-B x 0 -E z /c E y /c [ 

-By E z /c 0 -E x /c ( 

-B z -Ey/c E x /c 0 J 


(12.119) 


G ,w pode ser obtido diretamente de pela substituigao E/c -> B, B -A -E/c. Observe que esta operagao deixa a 
Equagao 12. 108 inalterada — e por isso que ambos os tensores geram as regras de transformagao corretas para E e B. 


Problema 12.48 Calcule as cinco partes que faltam da Equagao 12. 1 17. 

Problema 12.49 Prove que a simetria (ou antissimetria) de um tensor e preservada pela transformagao de Lorentz (ou seja: se tF' e 
simetrico, mostre que F UJ tambem e simetrico e faga o mesmo para o caso assimetrico). 

Problema 12.50 Lembre-se de que um quadrivetor covariante e obtido de outro contravariante mudando-se o sinal do componente 
de indice 0. O mesmo vale para os tensores: quando voce ‘baixa um indice’ para torna-Io covariante, muda o seu sinal se o indice for 
zero. Calcule os invariantes tensoriais 

F^F IIV , e F^Gyv, 

em termos de E e B. Compare ao Problema 12.46. 

Problema 12.51 Por um fio reto ao longo do eixo c passa uma densidade de carga A no sentido +z a velocidade v. Construa o tensor 
de campo e o tensor dual no ponto {x, 0, 0). 


12.3.4 Eletrodinamica em notagao tensorial 

Agora que sabemos como representar os campos em notagao relativi'stica, e hora de reformular as leis da eletrodinamica 
(as equagoes de Maxwell e a lei de forga de Lorentz) nessa linguagem. Para comegar, precisamos determinar como as fontes 
dos campos, pc J, se transformant. Imagine uma nuvem de carga passando; nos concentramos em um volume infinitesimal 
V, que content carga Q movendo-se a uma velocidade u (Figura 12.43). A densidade de carga e 



e a densidade da corrente 16 e 

J = pu. 


15. Alguns autores preferem a convengao F 01 = E x , F 12 = cB z , e assim por diante, e alguns usam sinais opostos. Consequentemente, a maioria das 
equagoes daqui por diante ficara um pouco diferente, dependendo do texto. 

16. Estou assumindo que a carga em V so tern um sinal e que tudo tern a mesma velocidade. Se nao, teremos de tratar os componentes separadamente: 
J = p+u-|- + p_u~. Mas o argumento e o mesmo. 
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' v ar- i 


2 


Figura 12.43 


Eu gostaria de expressar estas quantidades em termos da densidade de carga propria po, a densidade no sistema da carga 
em repouso : 

Q 


Po = 


Vo’ 


onde Vo e o volume da porgao em repouso. Como uma das dimensoes (a que corresponde a diregao do movimento) sofre a 
contragao de Lorentz, 

V=y/1- u 2 /c 2 Vq, (12.120) 


e, portanto, 


P = P o 


1 


\/\ - w 2 /c 2 ’ 


J = Po 


u 


u 2 /c 2 


( 12 . 121 ) 


Comparando isso com as equagoes 12.40 e 1 2.42, reconhecemos aqui os componentes da velocidade propria, multiplicada 
pelo invariante p 0 . Evidentemente, a densidade de carga e a densidade de corrente juntam-se para formar urn quadrivetor: 


= Po'if 


cujos componentes sao 


J ^ ~ J'x > Jy j Jz i ) • 


( 12 . 122 ) 

(12.123) 


Vamos chama-lo de quadrivetor de densidade de corrente. 

A equagao de continuidade (Equagao 5.29), 

V J = - 


dp 

dt' 


expressando a conservagao local da carga, assume uma elegante forma compacta quando escrita em termos de J'' . Pois 


d,J x d Jy dJz _ xp d.J 1 

~ dx dy dz ~ ^d^' 

i — 1 

enquanto 

dp 1 d J° dJ° 
dt c dt dx° 

Assim, trazendo dp/dt para o lado esquerdo (na equagao de continuidade), temos: 


(12.124) 


dJ^ 
dx » 


(12.125) 


com a somatoria impllcita sobre p. A proposito, dJ^/dx^ 6 o divergente quadridimensional de J**, de forma que a equagao 
de continuidade diz que o quadrivetor de densidade de corrente tern divergente nulo. 

Quanto as equagoes Maxwell, elas podem ser escritas 


dF^ 

dx 1 ' 


ru 

J ’ ~d^~ 0 ’ 


(12.126) 


com a somatoria sobre v impllcita. Cada uma dessas representa quatro equagoes — uma para cada valor de p. Se p, = 0, a 
primeira equagao e 
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<9F°" dF 00 dF (n dF 02 dF 03 
Ihf = Ik? + ~dx r + ~dxX + ~dtf 

_ UdE dE y dE z \_ l 

- c[dx + ^r + ^J“c (v ' E) 

= Mo*/ 0 = Mo CM, 


V • E = — p. 
e o 


Essa, e claro, e a lei de Gauss. Se y = 1, temos 
dF u ' dF 10 


8F U ' _ OF 10 dF n dF 12 5F 13 
dx v dx° + dx 1 5a; 2 5x 3 


1 dE* dB ± _dBy 
c 2 dt ^ dy dz 


1 5E „ „ 

-^ar +VxB 


= Mo*/ 1 = Mo*/x- 

Combinando isso com os resultados correspondentes para y = 2 e y = 3 temos 

_ _ <9E 

V x B — //qJ + Mo€o"^r» 
dt 

que e a lei de Ampere com a corre^ao de Maxwell. 

Enquanto isso, a segunda equa?ao em 12.126, com y, = 0, torna-se 

dG 0l/ _ dG 00 dG 01 dG 02 dG 03 
dx v dx° dx 1 <9x 2 3x 3 


= »* + *& + «*_*. B = 0 

ax ay az 

(a terceira das equates de Maxwell), enquanto y — 1 fornece 

9G^ _ 5G*° 5>G^ dG 12 dG 13 
5.x y <9x° dx 1 + dx 2 dx 3 

1 dB x ldE z l dE v lfdB 


c dt c dy c dz c \ dt 

Entao, combinando isso com os resultados correspondentes para y — 2 e y = 3, 


_ _ + V x E =0. 


VxE =-«’ 

que e a lei de Faraday. Em notagao relativfstica entao, as quatro equates um tanto pesadas de Maxwell reduzem-se a duas 
deliciosamente simples. 

Em termos de F> w e da velocidade propria if, a forga de Minkowski sobre uma carga q e dada por 


K* = qq v F » 


Pois se m = 1, temos 


K 1 = qr ]v F h ' = q(-r ) 0 F w + V 1 F n + r 1 2 F 12 + V 3 F 13 ) 


(12.127) 


'1 - u 2 /c 2 V c 


- u 2 /c 2 


a(Bz) + 


/l - w 2 /c 2 


/ 1- w, 2 /c 2 


[E + (u x B)] x , 
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com uma formula similar para /x = 2 e /j, = 3. Assim, 

K = ,, ’ 2 [E + («xB)], 

yl - U 2, / C 2 


(12.128) 


e, portanto, voltando a Equa^ao 1 2.70, 

F = q[E + (u x B)], 

que e a lei de for 9 a de Lorentz. A Equa 9 ao 12.127, entao, representa a for^a de Lorentz em nota 9 ao relativistica. Vou deixar 
com voce a interpreta 9 ao do componente de fndice 0 (Problema 12.54). 


Problema 12.52 Obtenha aequafao de continuidade (12.125) diretamente das equates de Maxwell (12.126). 

Problema 12.53 Mostre que a segunda equagao em ( 12. 1 26) pode ser expressa em termos de tensor de campo F M " como se segue: 

0. (12.129) 


OF OF, A dF Xll . 

' rx .. I 


dx x ' dx^ ' dx v 

Problema 12.54 Calcule e interprete fisicamente o componente /.x - 0 da lei de forga eletromagnetica, Equagao 12. 127. 


12.3.5 Potenciais relativisticos 


Conforme o Capitulo 10, sabemos que os campos eletrico e magnetico podem ser expressos em termos de urn potencial 
escalar V e um potencial vetorial A: 

dA 

E = -W-— , B = V x A. (12.130) 

Como voce pode adivinhar, V e A juntos constituem um quadrivetor: 


A^=jy/c, A^AyMy. 

Eni termos desse quadrivetor potencial, o tensor de campo pode ser escrito 


(12.131) 


= 


dA" 

dx n 


dA» 

dx v ' 


(12.132) 


(Observe que a diferencia 9 ao e com respeito aos vetores covariantes x hl e x v \ lembre-se, isso muda o sinal do componente 
de fndice 0: xo = —x°. Veja o Problema 12.55.) 

Para verificar se a Equa 9 ao 12.132 e equivalente a Equa 9 ao 12.130, vamos calcular alguns termos explicitamente. Para 
jj, = 0, v — 1, 


p oi 


dA}_ _ dA?_ _ _dA^ _ IdV 
dxo dx\ d(ct) c dx 


dA 

~di 


+ VP | - 


E r 




Essa (juntamente com suas companheiras com /z = 2eiz = 3)ea primeira equa 9 ao em 12. 1 30. Para /.t = 1, v = 2, temos 


pV2 


OA 2 0A l dAy 

dxi dx 2 dx 


dAy 

dy 


= (V x A) 2 = B z , 


a qual (juntamente com os resultados correspondentes para F yi e F 2i ) 6 a segunda equa 9 ao em 1 2. 1 30. 

A formula 9 ao potencial automaticamente da conta da equa 9 ao homogenea de Maxwell (dG^" /dx" = 0). Quanto a 
equa 9 ao nao homogenea (dF lw /dx" = ela se toma 


d /dA" V d (dM\ 
dx fJ \ dx" J dx, y \ dx" ) 


= Mo J‘ l . 


(12.133) 
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Como esta, essa equa?ao e espinhosa. No entanto, lembre-se de que os potenciais nao sao univocamente determinados 
pelos campos — de fato, fica claro pela Equaqao 12.132 que voce poderia acrescentar a A 1 ' o gradiente de qualquer fun 9 ao 
escalar A: 

— > A»' = A 11 + (12.134) 

sem alterar F >w . Essa e precisamente a invariancia de calibre que observamos no Capitulo 10; podemos explora-la para 
simplificar a Equaqao 12. 133. Particularmente, a condiqao de calibre de Lorentz (Equa 9 ao 10.12) 


torna-se, em nota 9 ao relativfstica, 


V ■ A = - 


dM L 


dx u 


i_dv_ 

c 2 dt 


0. 


No calibre de Lorentz, portanto, a Equa 9 ao 1 2. 1 33 se reduz para 


a 2 A v 




(12.135) 


(12.136) 


onde D 2 e o d’Alembertiano, 


□ 2 = 


d d 
dx v dxF 


= V 2 


J_ d*_ 
c 2 dt 2 


(12.137) 


A Equa9ao 12.136 combina nossos resultados anteriores em uma unica equa 9 ao quadrivetorial — ela representa a formu- 
la 9 ao mais elegante (e simples) das equa 9 oes de Maxwell. 17 


Problema 12.55 Voce talvez tenha notado que o operador gradiente quadridimensional 9/<9x M funciona como um quadrivetor 
covariante — inclusive ele e muitas vezes escrito de forma abreviada dp. Por exemplo, a equagao de continuidade, d,J 11 - 0, tern 
a forma de um produto invariante de dois vetores. 0 gradiente contravariante correspondente seria d 1 '' = d/dx fl . Prove que d^cp e 
um quadrivetor (contravariante), se <j> for uma fungao escalar, calculando sua lei de transformagao, usando a regra de cadeia. 

Problema 12.56 Mostre que a rcpiesentaqao potencial (Equa 9 ao 12.132) automaticamente satisfaz dG M v /dx v = 0. [Sugestao- use 
o Problema 12.53.] 


Mais probiemas do Capitulo 12 

Problema 12.57 O sistema inercial S move-se a uma velocidade constante v - /3c ( cos <px + serupy ) com rela 9 ao a S. Seus eixos 
sao paralelos um ao outro e suas origens coincidem em t = t = 0, como de costume. Encontre a matriz A (Equa 9 ao 12.25). 



/ 

7 

“ 7/3 cos </) 

— 7/3 sen 0 

0 M 

Resposta , : 


—7 (3 cos (f) 

(7 cos 2 cj) + sen 2 0 ) 

(7 - 1 ) sen 0 cos 0 

0 1 


~ 7/3 sen (j) 

(7 — 1 ) sen 0 cos 0 

(7 sen 2 0 + cos 2 0 ) 

0 



0 

0 

0 

i/J 


Problema 12.58 Calcule o momenta limiar (rm'nimo) que o pfon deve ter para que o processo n + p K + E ocorra. O proton 
p esta inicialmente em repouso. Use m w c 2 = 150, m K c 2 = 500, m p c 2 = 900, m E c 2 = 1200 (todos em MeV). [Dica: para 
formular a condi 9 ao de limiar, examine a colisao no sistema do centra de momenta (Problema 12.30). Resposta: 1133 MeV/c] 

Problema 12.59 Uma parti'cula de massa m com velocidade v colide elasticamente com uma parti'cula identica em repouso. Classi- 
camente , as trajetorias de emissao sempre fazem um angulo de 90°. Calcule esse angulo relativisticamente, em termos de <j>, o angulo 
de espalhamento no sistema do centra de momento. [ Resposta : arctg( 2 c 2 /u 2 7 sen <f>)] 

Problema 12.60 Encontre x como fuii 9 §o de t para um movimento que come 9 a em repouso, na origem, sob a influencia de uma 
for 9 a constante de Minkowski na dire 9 ao x. Deixe sua resposta na forma implicita (t como fun 9 ao de x). [ Resposta : 2Kt/mc = 
zs/l + z 2 + ln(a + \/l + z 2 ), onde z = sJ'lKx/mc?) 


17. A proposito, o calibre de Coulomb 6 um man calibre, do ponto de vista da relatividade, porque a condifao que o define, V • A = 0, e destruida pela 
transformagao de Lorentz. Para restaurar essa condigao e necessario realizar uma transformagao de calibre adequada, sempre que voce passar a um novo 
sistema inercial, alem da propria transformagao de Lorentz. Nesse sentido nao e um verdadeiro quadrivetor no calibre de Coulomb. 
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Problema 12.61 Um dipolo eletrico consiste de duas cargas pontuais (±q), cada uma com massa m, fixadas nas extremidades de 
uina haste (de massa nula) de comprimento d. ( Nao assuma que d e pequeno.) 

(a) Encontre a autoforga h'quida no dipolo quando ele entra em movimento hiperbolico (Equagao 12.62) ao longo de uma linha 
perpendicular ao seu eixo. [ Dica : comece modificando apropriadamente a Equagao 1 1.90.] 

(b) Observe que essa auto forga e constante (t e eliminado) e aponta na diregao do movimento — justamente para produzir o 
movimento hiperbolico. Assim, e possfvel que o dipolo entre em movimento acelerado autossustentdvel sem qualquer for 9 a ex- 
terna! 18 [De onde voce sup5e que vent a energia?] Determine a for 9 a autossustentavel, F, em termos d e m, q e d. [Resposta: 
(2 me 2 / d) {pnq 2 1%-Kmd) 2 /^ - 1] 

Problema 12.62 Um dipolo magnetico ideal de momento m esta localizado na origem de um sistema inercial S que se move a 
velocidade v na diregao x em relagao ao sistema inercial S. Em S o potencial vetorial e 

A _ po m x r 
4n r 2 ’ 

(Equagao 5.83), e o potencial eletrico V 6 nulo. 

(a) Encontre o potencial escalar V em S. [Resposta: (l/47re 0 )(R • (v x m) /c 2 R 2 )( 1 - v 2 /c 2 )/( 1 - (v 2 / c 2 ) sen 2 <9) 3/2 ] 

(b) No limite nao relativfstico, mostre que o potencial escalar em S e o de um dipolo eletrico ideal de magnitude 

v x m 


localizado em O. 

Problema 12.63 Um dipolo magnetico estacionario, m = mz, esta situado acima de uma corrente superficial uniforme e infinita, 
K = Kx (Figura 12.44). 

(a) Encontre o torque no dipolo usando a Equa 9 ao 6.1. 

(b) Suponha que a corrente superficial consiste de uma carga superficial de densidade uniforme a, movendo-se a velocidade v - v x, 
de forma que K = erv, e o dipolo magnetico consiste de uma linha de carga de densidade A, circulando em velocidade v (o mesmo 
v ) em torno de uma espira quadrada de lado l, como mostrado, de forma que m = Xvl 2 . Examine a mesma configura9ao do ponto 
de vista do sistema S, movendo-se na dire 9 ao x a velocidade v. Em S a carga superficial esta em repouso , de forma que nao gera 
campo magnetico. Mostre que, nesse sistema, a espira de corrente tern um momento de dipolo eletrico e calcule o torque resultante, 
usando a Equagao 4.4. 

Problema 12.64 Em um determinado sistema inercial S, o campo eletrico E e o campo magnetico B nao sao nem paralelos e nem 
perpendiculares em um certo ponto no espago-tempo. Mostre que em um sistema inercial diferente S, movendo-se relativamente a 
5 com velocidade v dada por 

v E x B 

1 + u 2 /c 2 “ B 2 + £ 2 /c 2 ’ 

os campos E e B sao paralelos nesse ponto. Existe um sistema no qual os dois sao perpendiculares? 

Problema 12.65 Duas cargas ±q aproximam-se da origem com velocidade constante, vindas de sentidos opostos ao longo do eixo 
x. Elas colidem e aderem-se, formando uma partfcula neutra em repouso. Desenhe o campo eletrico antes e pouco depois da colisao 
(lembre-se de que a ‘notfeia’ eletromagnetica viaja a velocidade da luz). Como voce interpreta fisicamente o campo apos a colisao? 19 



Figura 12.44 


1 8. F. H. J. Cornish, Am. J. Phys. 54, 166 (1986). 

19. Veja E. M. Purcell, Electricity and Magnetism, 22 ed. (Nova York: McGraw-Hill, 1985), Se 5 ao 5.7 e Apendice B (no qual Purcell obtem a formula de 
Larmor atraves de uma analise magistral de uma construgao geometrica semelhante), e R. Y. Tsien, Am. J. Phys. 40, 46 ( 1 972). 
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Problems 12.66 ‘Deduza’ a lei de forga de Lorentz, como se segue: considere que a carga q esta em repouso em 5, de forma que 
F = <?E, e que S move-se a velocidade v = v x com relagao a S. Use as regras de transformagao (equagoes 12.68 e 12.108) para 
reescrever F em termos de F, e E em termos de E e B. A partir daf deduza a formula para F em termos de E e B 

Problems 12.67 Uma carga q e liberada do repouso na origem, na presenga de uni campo eietrico uniforme E = E 0 z e de urn campo 
magnetico uniforme B = B 0 x. Determine a trajetoria da partfcula transformando para urn sistema no qual E = 0, encontrando o 
caminho nesse sistema e depois transformando de volta para o sistema original. Assuma que E 0 < cBo . Compare o seu resultado 
com o Exemplo 5.2. 

Problems 12.68 

(a) Construa urn tensor D fW (analogo a F tlu ), a partir de D e H. Use-o para expressar as equates de Maxwell dentro da materia em 
termos da densidade de corrente livre Jj L . [Resposta: D 01 = cD x , D 12 = H z etc.; dD^ u jdaE — Jj\] 

(b) Construa o tensor dual W u ' (analogo a G flu ). [Resposta: H 01 = H x , H V2 = -cD z etc.] 

(c) Minkowski propos as relates constitutivas relativisticas para urn meio linear: 

= ceF ,w ri„ e H ,LV i h , = -G^r W , 

P 

onde c e a permissividade propria, 20 p 6 a pernieabilidade propria e if e a quadrivelocidade do material. Mostre que as formulas de 
Minkowski reproduzem as equa 9 oes 4.32 e 6.31, quando o material esta em repouso. 

(d) Calcule as formulas que relacionam D e H a E e B para urn meio que se move com velocidade (ordinaria) u. 

Problems 12.69 Use a formula de Larmor (Equagao 1 1.70) e a relatividade especial para deduzir a formula de Lienard (Equa- 
9ao 11.73). 

Problems 12.70 A generalizagao relativistica natural da formula de Abraham-Lorentz (Equa^ao 1 1.80) aparentemente seria 

K tt = nog 2 da} 1 
rad 67rc dr 

E, com certeza, um quadrivetor e se reduz a formula de Abraham-Lorentz no limite nao relativfstico v <C c. 

(a) Mostre, mesmo assim, que essa nao e uma forga de Minkowski possivel. [Dica: veja o Problema 12.38d.] 

(b) Encontre um termo de corregao que, quando acrescentado ao lado direito, remove a objegao que voce levantou em (a), sem afetar 
o carater quadrivetorial da formula ou seu limite relativfstico. 21 

Problema 12.71 Generalize as leis da eletrodinamica relativistica (equagoes 1 2. 126 e 1 2. 1 27) para incluir carga magnetics. [Consulte 
a Segao 7.3.4.] 


20. Como sempre, ‘propria’ signifies ‘no sistema de repouso do material’. 

2 1 . Para um comentario interessante sobre a reagao de radiagao relativistica, veja F. Rohrlich, Am . ./. Phys. 65, 1 05 1 ( 1 997). 


Apendice A 


Calculo vetorial em coordenadas curvilmeas 


A.l Introdu^ao 

Neste apendice esbogo provas dos tres teoremas fundamentals do calculo vetorial. Meu objetivo e transmitir a essencia 
do aigumento e nao lastrear todos os epsilons e deltas. Um tratamento muito mais elegante, moderno e unificado mas 

necessariamente, tambem muito mais longo — sera encontrado no livro de M. Spivak, Calculus on Manifolds (Nova York- 
Benjamin, 1965). 

Visando a generalidade, usarei coordenadas curvilmeas arbitrarias (ortogonais) (u, v, w), desenvolvendo formulas para o 
gradiente, o divergente, o rotacional e o laplaciano para qualquer sistema desse tipo. Voce pode, depois, especifica-las para 
coordenadas cartesianas, esfericas ou cilindricas, ou ainda para qualquer outro sistema que deseje usar. Se a generalidade o 
mcomoda em uma primeira leitura e voce prefere ficar com as coordenadas cartesianas, basta ler (x, y, z ) sempre que encontrar 
(u, v, w), e fazer as simplificaqoes correlatas a medida que for avanqando. 


A.2 Nota^ao 


Identificamos um ponto no espa^o pelas suas tres coordenadas , u, v e w (no sistema Cartesiano, (, x,y,z ); no sistema 
esferico, (r, 0, «/»); no sistema cilmdrico, (s, cf, z)). Vou assumir que o sistema e ortogonal, no sentido de que os’ tres vetores 
umtdnos , u, vew, apontando no sentido em que as coordenadas correspondentes aumentam, sao mutuamente perpendicula- 
ies. Observe que os vetores unitarios sao fungoes deposigao, ja que suas direcoes (exceto no caso cartesiano) variant de ponto 
a ponto. Qualquer vetor pode ser expresso em termos de u, v e w — particularmente o vetor deslocamento infinitesimal de 
(u, v , w) para (u + du, v + dv, w + d,w ) pode ser escrito 


dl = f d,uu + gdv v + hdw w, (A.l) 

onde /, g e h sao fun?6es de posigao caractensticas daquele sistema particular de coordenadas (em coordenadas cartesianas 
I = g - h = l\ em coordenadas esfericas / = 1 , g = r, h = r sen 0; e em coordenadas cilindricas / = h = 1 , g = s). 
Como voce logo vera, essas tres fungoes lhe dizem tudo o que e necessario saber sobre um sistema de coordenadas. 


A.3 Gradiente 


Se voce se move do ponto (u, v, w) ao ponto (u + du, v + dv, w + dw), uma fungao escalar t(u, v, w) modifica-se por uma 
quantidade 


& , dt dt 
~ 7 r~ du + — dv + — — d,w\ 
du dv dw 


este e um teoiema padrao em diterenciagao parcial. 1 Podemos escreve-lo como um produto escalar, 

dt = Vt- dl = (Vt) u fdu + (' Vt) v gdv + (Vt) w hdw, 


(A.2) 


(A.3) 


desde que definamos 


_ 1 dt 

^ '^ u = Jdu ’ 


(VQ, 


im 

gdv' 


(Vt) t 


1 dt_ 
hdw' 


I . M. Boas, Mathematical Methods in the Physical Sciences, 22 ed., Capftulo 4, Segao 3 (Nova York: John Wiley, 1983). 
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0 gradiente de t, entao, e 


Vt 


i dt A i at „ i at 

7 ^ u+ ^ v+ /^* 


(A.4) 


Se voce agora escolher as expressoes apropriadas para /, g e h da Tabela A. 1, podera facilmente gerar formulas para Vt 
em coordenadas cartesianas, esfericas e cilfndricas, como aparecem nas paginas finais do livro. 

Da Equagao A.3 segue-se que a variagao total em t, a medida que voce vai do ponto a ao ponto b (Figura A. 1), e 


t(b) - t( a) = 



(Vt)-dl, 


(A.5) 


que e o teorema fundamental para gradientes (neste caso, realmente, nao ha muito o que provar). Observe que a integral e 
independente do caminho tornado entre a e b. 


Tabela A.l 


Sistema 

u 

V 

W 

f 

9 

h 

Cartesiano 

X 

y 

z 

1 

1 

1 

Esferico 

r 

e 

$ 

1 

r 

r sen0 

Cilindrico 

s 


z 

1 

s 

1 


b 



A.4 Divergente 

Suponha que temos uma fungao vetorial, 

A (u, v, w) = A u u + A v v + A w w, 

e queremos calcular a integral <f A ■ da sobre a superffcie do volume infinitesimal gerado come ? ando no ponto (u, v, w) e 
aumentando cada uma das coordenadas sucessivamente por uma quantidade infinitesimal (Figura A.2). Como as coordenadas 
sao ortogonais, trata-se (pelo menos no limite infinitesimal) de urn solido retangular cujos lados tern os comprimentos dl v = 
f du, dl v = g dv e dl w = h dw, e cujo volume e, portanto, 

dT dly dly dl w — ( f ft ^ ) du dv dw . ( ^ 

(Os lados ii do sao apenas du, dv, dw afinal, v pode ser um angulo, e, nesse caso, d/u nem sequer tern dimensoes de 
comprimento. As expressoes corretas decorrem da Equa?ao A.l.) 

Para a superffcie frontal, 

da = -( gh)dvdwu , 

de forma que 

A- da — -(ghA u ) dv dw. 

A superffcie traseim e identica (exceto pelo sinal), so que desta vez a quantidade ghA u deve ser avaliada em (« + du). 
em vez de u. Como para qualquer fungao (diferenciavel) F(u), 
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Figura A.2 


(no limite), as partes frontal e traseira, juntas, representam uma contribuifao de 


d 

du 


(, ghA u ) 


1 <9 

du dv dw - — (ghAu) dr. 


fgh du 


Da mesma forma, os lados direito e esquerdo resultam em 

1 d 


e as partes superior e inferior resultam em 


fgh dv 

1 d 
fgh dw 


(. fhA v ) dr, 

( fgA w ) dr. 


No total, entao, 


A - da — 


1 


(ghA u ) + —(fhA v ) + -~—(fgA w ) 


fgh (du™— u > ' dy"'"**' ' dw 

0 coeficiente de dr serve para definir o divergente de A em coordenadas curvilmeas: 


dr. 


V ■ A = 


1 


fgh 




e a Equa?ao A. 7 torna-se 


A • da = (V • A) dr. 


(A.7) 


(A. 8) 


(A.9) 


Usando a Tabela A.l, voce pode agora encontrar as formulas para o divergente em coordenadas cartesianas, esfericas e 
cilfndricas que aparecem nas paginas finais do livro. 

Como esta, a Equa?ao A.9 nao prova o teorema do divergente, ja que diz respeito somente a volumes infinitesimals , e 
volumes infinitesimals urn tanto especiais, diga-se de passagem. E claro que urn volume finito pode ser dividido em peda^os 
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infinitesimals e a Equagao A.9 pode ser aplicada a cada urn deles. 0 problema e que quando voce soma todos os pedacinhos, o 
lado esqueido nao e apenas lima integral da superffcie externa, mas de todas aquelas mintisculas superficies internas tambem. 
Por sorte, porem, essas contribuiqoes cancelam-se em pares, ja que cada superffcie interna ocorre como contorno de do is 
volumes infinitesimals adjacentes. E como da sempre aponta para fora, A • da tern o sinal oposto para os dois membros de 
cada par (Figura A. 3). Somente as superficies que encerram um unico peda§o — o que equivale a dizer, somente as que estao 
no contorno externo — restam quando tudo e somado. Para regioes finitas, entao, 

ji A ' da = J ( V ■ A) c/t, (A.IO) 

e voce so precisa integrar sobre a superffcie externa } Isso estabelece o teorema do divergente. 



A.5 Rotacional 

Para obter o rotacional em coordenadas curvilfneas, calculamos a integral de linha, 


A- dl, 

em torno de uma espira infinitesimal gerada come^ando em (u, v, w) e aumentando sucessivamente u e v em quantidades 
infinitesimals enquanto w se mantem constante (Figura A.4). A superffcie e um retangulo (pelo menos, no limite infinitesimal), 
de comprimento dl u = f du, largura dl v = gdvt area 


da = (fg)dudv w. 


(A. 1 1) 


Assumindo que o sistema de coordenadas e destrogiro, w aponta para fora da pagina, na Figura A.4. Uma vez que essa e a 
direqao escolhida como positiva para da, somos obrigados, pela regra da mao direita, a calcular a integral de linha no sentido 
anti-horario, como mostrado. 

Ao longo do segmento inferior, 

dl = /duu, 


entao 


A • dl = (fA u ) du. 


Ao longo do trecho superior o sinal e invertido e f A u e calculado em (v + dv) em vez de v. Tomadas juntas, essas duas 
beiradas resultam em 


-if A u)\ v+dv + (fA u )\ r 


clu — — 


dv^ Au ^ 


du d,v. 


2. E as regioes que nao se encaixam perfeitamente em retangulos solidos, por mais minusculos que sejam — tais como pianos formando angulos com as 
linhas coordenadas? Nao e dificil resolver este caso; tente por si mesmo ou consulte H. M. Schey em Div f Grad, Curl and All. That (Nova York: W. W. 
Norton, 1 973), come^ando com o Problema II- 15. 
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Figura A.4 


Da mesma forma, os lados direito e esquerdo fornecem 

'3 

0^(9 A v ) dudv, 

e, portanto, o total e 

3 3 

A ■ d\ - —(gA v ) — —(fA u ) dudv 

(A. 12) 

w • da. 

O coeficiente de da a direita serve para definir o componente w do rotacional. Construindo os componentes u e v da 
mesma forma, temos 


(A. 13) 


e a Equa^ao A. 1 1 e generalizada para 

j) A ■ dl = (V x A) • da. (A. 14) 

Usando a Tabela A. 1 , voce pode agora obter as formulas do rotacional em coordenadas cartesianas, esfericas e cilindricas. 

No entanto, a Equa?ao A. 14 por si nao prova o teorema de Stokes, porque a esta altura ela diz respeito apenas a superficies 
infinitesimals muito especiais. Novamente, podemos cortar qualquer superffcie finita em porcoes infinitesimals e aplicar a 
Equa?ao A. 14 a cada uma delas (Figura A.5). Quando somamos todas elas, porem, obtemos (a esquerda) nao so uma integral 
de linha em toino do contorno exteino, mas uma porcfio de minusculas integrals de linha em torno das espiras internas tambem. 
Felizmente, como antes, as contributes internas anulam-se em pares, ja que toda linha interna e a beirada de ducts espiras 
adjacentes percorridos em sentidos opostos. Consequentemente, a Equa 9 ao A. 1 4 pode ser estendida a superficies finitas, 



la U (9 ‘ 4 ' ) 



■ dl = 



x A) • da, 


(A. 15) 



Figura A.5 
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e a integral de linha deve ser tomada somente sobre o contorno externo. 3 Isso estabelece o teorema de Stokes. 

A.6 Laplaciano 

Como o Laplaciano de um escalar e, por defini?ao, o divergente do gradiente, podemos extrair das equates A.4 e A.8 a 
formula geral 

(A. 16) 

Mais uma vez voce esta convidado a usar a Tabela A.l para encontrar o laplaciano em coordenadas cartesianas, esfericas 
e cilfndricas confirmando, assim, as formulas das paginas finais. 


3. E as regioes que nao se encaixam perfeitamente em retangulos solidos, por mais minusculos que sejam (tais como os triangulos) ou superficies que nao 
correspondem a manutengao de uma coordenada fixa? Se isso o preocupa e voce nao consegue resolver por si mesmo, consulte H M Schev em Div 
Grad , Curl, and All That , Prob. III-2 (Nova York: W. W. Norton, 1973). y 





Apendice B 

O teorema de Helmholtz 


Suponha que nos digam que o divergente de uma fun$ao vetorial F(r) e uma fun?ao escalar especffica D( r): 

VF = A (B.l) 

e que o rotacional de F(r) e uma fun$ao vetorial especffica C(r): 


V x F = C. 


(B.2) 


Por coerencia, C deve ser irrotacional, 

V • c = 0, (B.3) 

porque o divergente de urn rotacional e sempre nulo. Pergunta: com base nesta informa^o, podemos determinar a fun 9 ao 
F? Se D{ r) e C(r) tenderem a zero suficientemente rapido no infinite, a resposta e sim , como vou demonstrar atraves de 
construgao explfcita. 

Alego que 


onde 


e 


F = -V[/ + VxW, 

(B.4) 

III 

AT 

W'V 

(B.5) 

W(r) = — 
W 4 tt j 


(B.6) 


as integrais sao tomadas sobre todo o espa?o e, como sempre, * = |r - r'|. Pois se F e dado pela Equa?ao B.4, entao seu 
divergente (usando a Equagao 1 . 102) e 


V • F = -V 2 t/ = ~Jd V 2 Q dr 1 = J D(r')S 3 (r - r >)dr' = D( r). 

(Lembre-se de que o divergente de urn rotacional e nulo, de forma que o termo envolvendo W some. E observe que a 
diferencia?ao e com relagao a r, que esta contido em r.) 

Portanto o divergente estd certo. E o rotacional? 


VxF = Vx(Vx W) = -V 2 W + V(V ■ W). (B. 7 ) 

(Como o rotacional de urn gradiente e nulo, o termo em U some.) Ora, 

“ v ' w = - i / c y! (;)*' = / C ( r '« r - r ') = C(r), 

o que e perfeito. Terei conclufdo se puder apenas persuadi-lo de que o segundo termo do lado direito da Equagao B.7 se anula. 
Usando a integra^ao por partes ( Equacao 1 .59), e observando que as derivadas de -i com respeito as coordenadas linha diferem 
quanto ao sinal com relagao as coordenadas sent linha, temos 


4ttV- W 


/ cv ( 

/> c 


iT, = ~I 


c ■ v' ( - 

4 


C da. 


dr' 


(B.8) 
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Mas o divergente de C e nulo, por pressuposto (Equagao B.3), e a integral de superffcie (longe, no infinito) ira se anular 
desde que C tenda a zero suficientemente rapido. 

E claro que essa prova tacitamente assume que as integrais nas equagoes B.5 e B.6 convergent — caso contrario U e W 
nao existiriam de forma alguma. No limite de r' grande, onde n, « r', as integrais tern a forma 


/ 


OO 




(B.9) 


( Aqui X esta no lugar de D ou C, conforme o caso). Obviamente, X (V) tern de tender a zero para r' grande — mas isso 
nao basta: se X ~ 1/r', o integrando e constante e, portanto, a integral explode e mesmo que X ~ 1/r' 2 , a integral 6 urn 
logaritmo, o que tambem nao adianta em r' -4 oo. Evidentemente, o divergente e o rotacional de F tern de tender a zero mais 
rapidamente do que 1/r 2 para que a prova se aplique. (A proposito, isso e mais que suficiente para garantir que a integral de 
superffcie da Equagao B.8 se anule.) 

Agora, assumindo que essas condigoes em D(r) e C(r) sejam atendidas, sera que a solugao da Equagao B.4 e unica? A 
resposta claramente e nao , pois podemos acrescentar a F qualquer fungao vetorial cujos divergente e rotacional se anulam que 
o resultado ainda tera divergente D e rotacional C. No entanto, acontece que nao existe fungao que tenha o divergente e o 
rotacional nulo em toda parte e que tenda a zero no infinito (veja a Segao 3.1.5). Portanto, se incluirmos o requisito de que 
F(r) tenda a zero a medida que r -r oo, entao a solugao B.4 e unica. 1 

Agora que todas as cartas estao na mesa, posso expressar o teorema de Helmholtz de forma mais rigorosa: 

Se o divergente D( r) e o rotacional C(r) de uma fungao vetorial F(r) forem especificados e se ambos tenderem 
a zero mais rapido do que 1/r 2 a medida que r -> oo, e se F(r) tender a zero a medida que r -4 oo, entao F e 
dada univocamente pela Equagao B.4. 

0 teorema de Helmholtz tem urn corolario interessante: 


Qualquer fungao vetorial (diferenciavel) F(r) que tende a zero mais depressa do que 1/r a medida que r -4 oo 
pode ser expressa como um escalar mais o rotacional de um vetor: 2 


Por exemplo, em eletrostatica V ■ E = p/e 0 eV x E = 0, portanto 

onde V to potencial escalar, enquanto em magnetostatica VB = 0 e V x B = /j 0 J, entao 


(B.10) 


(B. 11) 


B(r) = Vx (^/ 


(B.12) 


onde A e o potencial vetorial. 


1 . Tipicamente esperamos que os campos eletrico e magnetico tendam a zero a grandes distances das cargas e correntes que os produzem, de forma que 
esta nao e uma condi^ao absurda. Ocasionalmente encontramos problemas artificiais nos quais a distribui^ao de carga ou corrente em si estende-se ao 
infinito; fios infinitos, por exemplo, ou pianos infinitos. Nesses casos, outros meios devem ser encontrados para estabelecer a existencia e unicidade das 
solu^oes para as equagoes de Maxwell. 

2. De fato, uma fungao vetorial diferenciavel, seja ela qualfor (independentemente do seu comportamento no infinito) pode ser expressa como a soma 
de um gradiente e um rotacional, mas esse resultado mais geral nao decorre diretamente do teorema de Helmholtz, e nem a Equagao B.10 fornece a 
construgao explicita, ja que as integrais, em geral, divergent 



Apendice C 

Unidades 


No nosso sistema de unidades (o Sistema Internacional) a lei de Coulomb e expressa 


1 <M2 „ 

47T60 4 2 


(SI). 


(C.1) 


Quantidades mecanicas sao medidas em metros, quilogramas e segundos e as cargas sao medidas em coulombs (Tabela 
C.l). No sistema gaussiano, a constante na frente e, de fato, absorvida pela unidade de carga de forma que 


F = 



(Gaussiano) . 


(C.2) 


As quantidades mecanicas sao medidas em centfmetros, gramas e segundos e as cargas em unidades eletrostaticas (ou 
esu). Alias, urn esu e evidentemente uma (dina) 1/2 -centimetro. Converter equa?oes eletrostaticas de unidades SI para gaus- 
sianas nao e dificil: basta estabelecer 

eo ^b 

Por exemplo, a energia armazenada em urn campo eletrico (Equa 9 ao 2.45), 




dr (SI), 


torna-se 


U=~ f E 2 dr 

8tt J 


(Gaussiano). 


(Formulas pertinentes a campos dentro de dieletricos nao sao tao faceis de serem traduzidas, devido a diferen 9 a entre as 
defini 9 oes de deslocamento, suscetibilidade e assim por diante; veja a Tabela C.2.) 

A lei de Biot-Savart que para nos e expressa 


47T J 4 2 


(SI), 


(C.3) 


toma-se, no sistema gaussiano, 


_ I fdlxi 

B= cJ — 


(Gaussiano), 


(C.4) 


onde c 6 a velocidade da luz e as correntes sao medidas em esu/s. A unidade gaussiana do campo magnetico (o gauss) e uma 
grandeza desse sistema usada no dia a dia: as pessoas falam em volts, amperes, henries e assim por diante (todas unidades SI), 
mas por algum motivo tendern a medir os campos magneticos em gauss (unidade gaussiana); a unidade SI correta e o tesla 
(10 4 gauss). 

Uma grande virtude do sistema gaussiano e que os campos eletrico e magnetico tern as mesmas dimensoes (em principio, 
e possivel medir campos eletricos em gauss, tambem, embora ningu6m use a unidade nesse contexto). Portanto, a lei de for 9 a 
de Lorentz que expressamos 

F = <?(E + v x B) (SI), (C.5) 

(indicando que E/B tern dimensoes de velocidade ), toma a forma 


F = 9 (e+^xb) 


(Gaussiano). 


(C.6) 



390 


Eletrodinamica 


Tabela C.l Fatores de conversao. 

[Observagao: exceto nos expoentes, todo ‘3’ e uma abreviagao para a = 2, 99792458 
(o valor numerico da velocidade da luz), ‘9’ significa a 2 , e ‘12’ e 4a.] 


Grandeza 

SI 

Fator 

Gaussiano 

Comprimento 

metro (m) 

10 2 

centimetro 

Massa 

quilograma (kg) 

10 3 

grama 

Tempo 

segundo (s) 

1 

segundo 

Forga 

newton (N) 

10 5 

dina 

Energia 

joule (J) 

10 7 

erg 

Potencia 

watt (W) 

10 7 

erg/segundo 

Carga 

coulomb (C) 

3 x 10 9 

esu (statcoulomb) 

Corrente 

ampere (A) 

3 x 10 9 

esu/segundo (statampere) 

Campo eletrico 

volt/metro 

(1/3) x 1(T 4 

statvolt/centimetro 

Potencial 

volt (V) 

1/300 

statvolt 

Deslocamento 

coulomb/metro 2 

12? r x 10 5 

statcoulomb/centi'metro 2 

Resistencia 

ohm (Cl) 

(1/9) x 10- 11 

segundo/centimetro 

Capacitancia 

farad (F) 

9 x 10 11 

centimetro 

Campo magnetico 

tesla (T) 

10 4 

gauss 

Fluxo magnetico 

weber (Wb) 

10 8 

maxwell 

H 

ampere/metro 

47T x 10 -3 

oersted 

Indutancia 

henry (H) 

(1/9) x 10" 11 

segundo 2 /centimetro 


De fato, o campo magnetico cresce ‘em escala’ por um fator de c. Isso revela de forma mais incisiva a estrutura paralela 
entre eletricidade e magnetismo. Por exemplo, a energia total armazenada no campo eletromagnetico e 

U = — J ( E 2 + B 2 ) dr (Gaussiano), (C j) 

eliminando o eo e o fio que estragam a simetria na formula, 

u= lj ( eoE 2 + JT 0 B2 ) dT (SI )- (C.8) 

A Tabela C.2 relaciona algumas das formulas basicas da eletrodinamica em ambos os sistemas. Para as equafoes que voce 
nao encontrou aqui e para as unidades Heaviside-Lorentz, consulte o apendice de J. D. Jackson, Classical Electrodynamics, 
3- ed. (Nova York: John Wiley, 1 999), onde uma listagem mais completa pode ser encontrada. 1 


1. Para uma cartilha interessante sobre as unidades eletricas SI, consulte N. M. Zimmerman, Am. J. Phys. 66, 324 (J998) 




Apendice C Unidades 


Tabela C.2 Equates fundamentals em unidades SI e gaussianas. 



Formula de Larmor: 




Indice remissivo 


‘Caixa de pflulas’, 51-2, 62 
Absorgao, 273-7 
Aceleragao 

campo de, 306, 320 
ordinaria, 363 
propria, 363 

Ampere (unidade), 145, 151 
Ampere, A. M., xiv 
Anel saltador, 21 1 
Angulo azimutal, 28, 32 
Angulo crftico, 288 
Angulo de Brewster, 271-2 
Angulo polar, 28 
Angulo 

azimutal, 28, 32 
de incidencia, 270 
de reflexao, 270 
de refragao, 270 
polar, 28 
Aterramento, 7 1 
Atomo de Bohr 

tempo de vida, 323-4 
polarizabilidade, 1 13-5, 139-40 
Autoforga, 327-9 

AutoindutSncia, 217-20, 222, 228, 234-5 

Barra de eletreto, 119, 125-6, 185 

Barra magnetica, 119, 179, 185, 189-90,211 

Betatron, 234 

Blindagem, 128 

Bobina de Helmholtz, 173 

Bobina toroidal, 160, 215, 218, 220, 222 

Bremsstrahlung, 323 

Cabo coaxial, 53-4, 286-7 
Calibre de Coulomb, 293, 376 
Calibre de Lorentz, 293-4, 377 
Calibre: 

de Coulomb, 293,376 
de Lorentz, 293-4, 377 
gauss (unidade), 141, 390 
invariancia de, 377 
transformagao de, 292-3 
Campo (veja tambem eletrico, magnetico) 
eletrico, 42-6 
divergente do, 47 
em um condutor, 68-9, 198-9 
induzido, 221-5, 234, 250 


linhas de, 47-8 

macroscopico, 122-3, 135, 186 
medio sobre uma esfera, 110-1 
microscopico, 122-3, 186 
rotacional do, 47 
magnetico 

divergente do, 154-6, 229 
macroscopico, 186 
medio sobre uma esfera, 175-6, 175 
microscopico, 186 
rotacional do, 154-6 
pontode, 11,43-4 
tensor de, 372-4, 376 
teoria de, xiv, 38-9, 366 
Campo de Coulomb generalizado, 306 
Campo eletrico de: 

configurates dinamicas: 

capacitor de placas paralelas em movimento, 366-7, 
371 

carga pontual movimentando-se em linha reta, 286 
carga pontual, movimento arbitrario, 303, 306 
carga pontual, velocidade constante, 306, 367-8 
dipolo eletrico em rotagao, 314 
dipolo eletrico oscilante, 3 1 1 
dipolo magnetico oscilante, 315 
distribuigao arbitraria da carga, 298, 318-9 
configurates estaticas: 
anel, 48 

barra de eletreto, 1 19, 125-6 

capacitor de placas paralelas, 53 

carga pontual proxima a piano condutor, 85-6 

carga pontual proxima a piano dieletrico, 132-4 

casca esferica, 48, 53-4 

cilindro dieletrico em campo externo, 1 34 

cilindro infinito, 51-2 

cilindro uniformemente polarizado, 121 

dipolo, 108-111 

disco, 46 

distribuigao contmua de carga, 44 
distribuigao de carga superficial, 44-5 
distribuigao de cargas pontuais, 43-4 
distribuigao volumetrica de carga, 44-5 
esfera condutora em campo externo, 99-100 
esfera condutora em meio dieletrico, 139 
esfera dieletrica em campo externo, 1 30-134 
esfera uniformemente polarizada, 1 18-9 
esfera, 46, 50 
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esferas superpostas, 53-4, 121 
linha de carga, 44-5 
linha finita, 44-6 
linha infinita, 45-6, 53-4 
objeto polarizado, 117-119 
objeto uniformemente polarizado, 196 
piano infinito, 52 
Campo eletrico, 42-6 
divergente do, 47 
medio sobre uma esfera, 110-1 
rotacional do, 47 

Campo macroscopico, 122-3, 135, 186 
Campo magnetico da Terra, 141 
Campo magnetico de: 

configurates dinamicas: 
capacitor carregando, 225-6 
capacitor de placas paralelas, em movimento, 368-9 
carga pontual, movimento arbitrario, 153, 303-6 
carga pontual, velocidade constante, 306-7, 370 
dipolo eletrico oscilante, 311 
dipolo magnetico oscilante, 315 
distribuigao arbitraria de carga, 298-9, 457 
solenoide em movimento, 369-70 
configurates estaticas: 
barra magnetica, 184-5, 190 
bobina toroidal, 1 60 

cilindro uniformemente magnetizado, 183-4 
dipolo, 170, 175-176 
em cavidade, 188-9 

esfera de material linear em campo externo, 192 
esfera em rotagao, 165, 167, 175-6 
esfera uniformemente magnetizada, 183-4 
espira circular, 152-3 
linha reta finita, 151 
linha reta infinita, 151-2, 154-5, 157-8 
objeto magnetizado, 182-3, 186 
objeto uniformemente magnetizado, 200 
piano infinito, 157-8 
solenoide finito, 154 
solenoide infinito, 154, 158, 161, 172-3 
solenoide preenchido com material magnetico, 191-2 
Campo magnetico, 141-2, 187-8, 364 
da Terra, 141 
divergente do, 1 54-6, 229 
em supercondutor, 225 
medio sobre uma esfera, 175-6, 175 
rotacional do, 154-6 
Campo marginal, 136-7 
Campo microscopico, 122-3, 186 
Campo rotacional zero, 38, 55-6 
Campo rotacional zero, 38, 55-6 
Campo solenoidal, 39, 167 
Campos auxiliares 

D, 123-28, 188-9,228, 379 
H, 186-92, 228-21, 379 
Campos de divergente nulo, 39, 167-8 
Capacitancia, 73 


Capacitor de placas paralelas, 53, 73-4, 129-30, 161, 366-7 
Capacitor, 73-5 

carga de, 74, 224-225 
com dieletrieo, 129-30 

de placas paralelas, 53, 73-4, 129-30, 161, 366-7 
descarga de, 201-2 
energiado, 74-5, 134 
Carga de teste, 42-3, 141 
Carga encerrada, 52-3, 81 
Carga espacial, 75-6 
Carga estacionaria, 42, 88, 142 
Carga fonte, 7, 42, 45, 141, 162 
Carga ligada, 117-22, 131,228 
Carga livre, 113, 123, 131,274 

Carga pontual (veja Eletrico(a), Forga, Magnetica, Monopolo, 
Potencial) 

Carga superficial, 42, 71-3, 200 
Carga: 

conservagao de (veja Conservagao) 
eletrica, xiv-xv, 7, 37, 32-3, 42-3 
encerrada, 52-3, 81 
induzida, 69-71 
invariancia da, 366 
ligada, 117-22, 131,228 
livre, 113, 123, 131,274 
magnetica (veja Monopolo) 
quantizagao da, xv, 251 
Causalidade, 293, 296, 325, 352 
Cavidade ressonante, 289 
Cavidade: 

em condutor, 69-71, 83 
em dieletrieo, 125 
em material magnetico, 189 
ressonante, 289 
Centro de momento, 356 
Ceu, azul do, 313 
Circuito CL, 220 
Circuito CR, 201-3 
Circuito LR, 222-3 
Coeficiente de absorgao, 280-1 
Coeficiente de 

absorgao, 280-1 
dispersao, 281 
reflexao, 269, 272-3 
refragao, 28 1 
transmissao, 269, 272-3 
Colisao elastica, 358 
Colisao: 

classica, 336-7 
elastica, 358 
relativfstica, 358-60 
Combinagao linear, 9 1 , 256-7 
Completeza, 93 
Componente, 3-6, 29 
Comprimento de onda de Compton, 359 
Condigoes de contorno: 

para a eletrodinamica, 38, 230-1 
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para a eletrostatica, 62-63 
para a equagao de Laplace, 82-5 
para a magnetostatica, 167-8 
para as equagoes de Maxwell, 224-5, 386-7 
para dieletricos, 125-6, 128, 131,207,230-32 
para materials magneticos, 189-90, 196, 230-32 
para ondas eletromagneticas, 267, 269-70, 276 
para ondas em uma corda, 257-60 
Condutividade, 198-202 
Condutor perfeito, 68, 198-9, 233, 282 
Condutor, 68-73, 113, 198 
‘bom’ e ‘mau\ 274 
carga superficial em, 86-9, 200 
perfeito, 68, 198-9,233,282 
Conservagao eletrodinamica, 238-252 
carga, xv, 149, 227-8, 245, 374 
energia, 238-42, 251-2 
momenta angular, 249-250 
momenta, 246-8, 308 
Conservagao local (veja Continuidade) 

Contragao de Lorentz, 336, 341-4, 346 
paradoxo, 341-2 

Coordenadas cartesianas, 3, 89-90, 380-1 
Coordenadas cilfndricas, 32-3, 548 
Coordenadas curvilfneas, 28, 380-6 
Coordenadas destrogiras, 4 
Coordenadas esfericas, 29-31, 380-1 
Coordenadas levogiras, 4 
Coordenadas ortogonais, 380 
Coordenadas: 

Cartesianas, 3, 89-90, 380-1 
cilfndricas, 32-3, 380-1 
curvilfneas, 28, 380-6 
esfericas, 29-31, 380-1 
inversao de, 9 
rotagao de, 8-9 
translagao de, 9 
Corda, ondas em uma, 253-5 
Corrente de deslocamento, 224-6, 230, 235 
Corrente envolvida, 153, 156-7, 186, 223-4 
Corrente estatica, 150 
Corrente ligada, 182-6, 192, 228 
Corrente livre, 186, 192 
Corrente superficial 147-148 
Corrente, 145-50 

de deslocamento, 224-6, 230, 235 
de magnetizagao, 182-186, 192 
de polarizagao, 229 
envolvida, 153, 156-7, 186, 223-4 
estacionaria, 150 
induzida, 210-1 
livre, 186, 192 

Correntes de circulagao, 207-8, 21 1 
Cossenos, lei dos, 2 
coulomb (unidade), 43, 388 

d’Alambertiano, 294, 377 


Delta de Kronecker, 111, 196, 244 
Densidade de carga: 
linear, 53, 59 
superficial, 44-6, 71-2 
volumetrica, 37, 54, 65, 1 18, 148, 192 
Densidade de corrente, 147-50 
quadrivetor, 373-4 
superficial, 147-8 
volumetrica, 148-9 
Densidade de energia: 

da onda eletromagnetica, 380-383 
eletromagnetica, 241, 380 
eletrostatica, 66-68 
magnetostatica, 221-222 
num meio linear, 240-1 
Densidade de linhas de campo, 47 
Densidade do fluxo, 188 
de energia, 240- 1 
de momenta, 247, 266 
Derivada normal, 63 
Derivada, 9-10 
normal, 63 

Descarga de capacitor, 201-2 
Descontinuidade 
de B,168, 189-90 
deE, 63 

Deslocamento eletrico 123-126 
Diagrama triangular: 

para a eletrodinamica, 308 
para a eletrostatica, 62 
para a magnetostatica, 167-8, 173-5 
Diamagnetismo, 176, 180-2,233-4 
Dieletrico (a), 1 1 3 
constante, 126-9 
linear, 126-39 
Diodo a vacuo, 75 
Dipolo de ‘Gilbert’, 179, 197, 317 
Dipolo de Ampere, 179, 197 
Dipolo de Thomson, 25 1 
Dipolo eletrico, 47-8, 102, 105-109 
campo de: 

estatico, 47-8, 108-109 
oscilante, 311-2 

energia de interagao de dois, 1 16 
energia do, em um campo eletrico, 1 16 
ffsico, 105-6, 108 
forga em, 115-116 
induzido, 113-115 
momenta de, 105 
perfeito, 105-6, 108 
permanente, 1 1 5 
potencial de: 
estatico, 102-4, 105 
oscilante, 3 1 1 

Dipolo magnetico, 169-171 
campo: 

estatico, 170-1, 175-7 
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oscilante, 315-6 
de Thomson, 25 1 
do eletron, 175 
em movimento, 378 
energia de interagao de dois, 195 
energia de, em um campo magnetico, 194-5 
ftsico, 170-1 
forgaem, 178-80,195-6 
modelo de Ampere, 178-9, 196-7 
modelo ‘de Gilbert’, 179, 197, 316-7 
momentode, 169-70, 176 
perfeito, 170-2 
potencial 
estatico, 169-72 
oscilante, 315 
radiagaode, 314-7, 320 
torque em, 177-80 
Dirac, P. A. M., 13, 228, 251 
Dispersao anomala, 280-1 
Dispersao, 277-82 
anomala, 280-1 
coeficiente de, 281 
Divergente, 12, 381-3 
deA, 163 
deB, 155-6,229 
de D, 229-30 
deE, 47,49 
deH, 189 

em coordenadas cartesianas, 1 2 
em coordenadas cillndricas, 32-3 
em coordenadas curvilmeas, 382 
em coordenadas esfericas, 31 
quadridimensional, 375 
Dornmio ferromagnetico, 192-4 
Domlnio, 192-4 
Drude, P. K. I., 201 

Efeito de pinga, 171 
Efeito Hall, 171 
Efeito Meissner, 233 
Einstein, A., 210, 333-4 
Elemento da linha 
cartesiano, 7 
cilmdrico, 33 
curvilmeo, 380 
esferico, 29 

Elemento de superfi'cie, 1 9, 29 
Elemento de volume 
cartesiano, 20 
cilmdrico, 32 
curvilmeo, 381 
Eletreto, 119, 125 

Eletrico(a) (veja carga, corrente, dipolo, deslocamento, ener- 
gia, campo, forga, polarizagao, potencial, suscepti- 
bilidade) 

Eletromagnetico(a) 
espectro, 263 


indugao, 208-223 
massa, 329 
ondas, 253-289 
paradoxo da, 329 
radiagao, xiv, 309 
Eletromogao, 203-4 
Eletron 

constante de tempo de radiagao, 325 
descoberta do, 145 
momento de dipolo do, 175 
spin, 175, 251 

Eletrostatica, 42-3, 150, 156-7, 162 
Energia cinetica, 355 
Energia de repouso, 355 
Energia potencial, 57 

de uma configuragao de carga, 69 
por unidade de carga, 63 
Energia relativlstica, 355 
cinetica, 355 
de repouso, 355 
Energia: 

conservagao da, 239-42, 269, 355 
da onda eletromagnetica, 265-6 
de carga em campo estacionario, 64 
de um dieletrico linear, 134-6 
de um dipolo, 1 16, 194-5 

de uma carga pontual proxima a um piano condutor, 87-8 

de uma casca esferica, 66-7 

de uma distribuigao contmua de carga, 65-7 

de uma distribuigao de cargas pontuais, 64 

de uma distribuigao estatica de cargas, 64 

do capacitor, 74 

do indutor, 220 

fluxode, 241 

no campo eletrico, 239-41 
no campo magnetico, 220-3, 239 
Equagao de Clausius-Mossotti, 140 
Equagao de continuidade, xv, 149-50, 227, 239, 241, 247, 
374-5 

Equagao de Langevin, 140 
Equagao de Laplace, 59, 78-83, 89-93 
em duas dimensoes, 79-80 
em tres dimensoes, 80, 82 
em uma dimensao, 79 
Equagao de Loren tz-Lorenz, 140 
Equagao de onda nao-homogenea, 294 
Equagao de onda tridimensional, 262 
Equagao de onda, 253-5, 26 1 -2 
homogenea, 254, 262 
nao-homogenea, 294 
para A, 294 
para B, 261-2 
paraE, 261-2 
para V, 294 
solugao geral, 255 
tridimensional, 262 
unidimensional, 254 
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Equaijao de Poisson, 59, 78, 164, 190 
para A, 164 
para V, 59-60, 62, 78 
Equa9§o linear, 91, 255 
Equates de Fresnel, 272-3 
Equates de Jefimenko, 298-9 
Equafoes de Maxwell, 162, 223, 375, 377 
com monopolos magneticos, 227, 379 
em unidades gaussianas, 389 
forma tensorial, 375 
na materia, 228-230 
no vacuo, 227 
Equipotencial, 57, 69 
Escalar, 1 
Espa90-tempo 

diagrama, 350-2 
estrutura, 348-52 
intervalo, 350-1 

Espalhamento Compton, 358-9 
Espectro eletromagnetico, 263 
Espectro visfvel, 263 
Eter, 334-6 

arraste do, 334-5 
vento do, 334-6 
Evento, 343 
Expansao multipolar: 

do potencial eletrostatico, 102-7 
do potencial magnetostatico, 169 
dos campos de radia9ao, 319 
Experimento de Michelson-Morley, 334-6 
Experimento gedanken, 337 

Farad (unidade), 73 

Faraday, M., xiv, 208 

Feixe de colisao, 359-60 

em devida ao movimento, 204-8, 333-5 

fern, 198-208,219 

Ferromagnetismo, 177, 192-5 

Fluxo 

eletrico, 47-8 
magnetico, 205, 207-8 
For9a contraeletromotriz, 218, 220 
For9a eletromotriz, 198-208,219 
For9a: 

densidade de, 243 
eletrica: 

em carga pontual em campo, 43, 142 
em um dipolo eletrico, 1 15-6 
em uma carga pontual prdxima a um piano dieletrico, 
132-4 

em um dieletrico, 136-8, 139 
entre cargas pontuais, 42-3, 306 
em um condutor, 7 1 -2 
em carga superficial, 71-2 

em uma carga pontual proxima a um piano condutor, 
86-8 

eletromagnetica 


entre cargas pontuais, 306 
Lorentz, 142, 145, 362 
magnetica: 

em corrente, 146, 147-8 
em dipolo magnetico, 178-80, 195-6 
em material magnetico, 182 
em uma carga pontual, 142 
entre correntes paralelas, 141-2, 151-4, 364-6 
entre espiras de corrente, 173 
entre monopolos, 228 
entre pianos paralelos, 161 
Minkowski, 361-2, 363, 377-8 
relativfstica, 360 

Formula de Abraham-Lorentz, 325-7, 329, 379 

Formula de Cauchy, 281 

Formula de Euler, 256 

Formula de Larmor, 3 1 9, 322 

Formula de Lienard, 322-3, 379 

Formula de Neumann, 216 

Formula de Planck, 357 

Formula de Rodrigues, 97, 101, 104 

Foton, 351, 357-9 

Frequencia de corte, 285-6 

Fun9ao degrau, 36 

Fun9ao delta de Dirac, 33-6, 110-1 

Fun9ao delta: 

de Dirac, 33-6, 110-1 
de Kronecker, 111, 196, 244 
Fun9ao harmonica, 80 
Fun9ao teta, 36 

Fun9oes ortogonais, 91-3, 98-9 
Futuro, 351 

Gaiola de Faraday, 70 
Galileu, 333 
Gaussiano(a) 

‘caixa de pxlulas’ ,51-2, 62 
superficie, 50-2 
Gerador, 204-8 
Gradiente, 10-2,380-1 

em coordenadas cillndricas, 32 
em coordenadas esfericas, 3 1 
quadridimensional, 377-8 
em coordenadas curvilineas, 380-1 
teorema, 22, 380-1 
em coordenadas cartesianas, 10-1 

H, 186-90 

henry (unidade), 217 
Hertz, H., xiv, 225 
Hiperbolico(a) 

geometria, 351-2 

movimento, 303, 308, 332, 355, 360, 377-8 
Histerese, 194-5 
Horizonte, 303-4 

Identidade de Green, 40, 85 
Imagens, metodo de, 88 
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carga pontual e esfera condutora, 88-9 
carga pontual e piano condutor, 85-8, 33 1 
carga pontual e piano dieletrico, 133-4 
cilindros paralelos, 89-90 
dipolo e piano condutor, 1 16 
Incidencia normal, 267-9 
Incidencia oblfqua, 269-273 
Incidencia: 

angulo de, 270 
piano de, 270 

Independence de caminho, 17-9, 22, 38, 55-6 
Indice de refragao, 266-7, 270, 277-8, 281 
Indugao magnetica, 187-8, 208-223 
Indugao, 187-8 208-223 
Indutancia mutua, 215-7, 223 
Indutancia, 215-20 
auto, 217-9 
mutua, 215-7, 223 
Induzido(a) 

campo eletrico, 211-5 
carga, 68-71, 86-9 
corrente, 210-1 
dipolo, 113-5, 117 
fern, 209 

Integragao por partes, 27-8 
Integral de caminho, 17 
Integral de fiuxo, 26 
Integral de linha, 17-8 
Integral de superffcie, 19, 21 
Intensidade, 265-6 
Intervalo do tipo espacial, 350-1 
Intervalo do tipo luminoso, 350-1 
Intervalo do tipo temporal, 350-1 
Intervalo, espago-tempo, 350-1 
do tipo espacial, 350-2 
do tipo luminoso, 350-2 
do tipo temporal, 350-2 
Invariancia 

da carga, 366 
da massa, 356 
sob inversao temporal, 296 
Invariante, 349, 356, 371-2, 374 
intervalo, 349-5 1 
produto, 349 
Inversao, 9, 287 
Isolante, 68, 1 13 

Laplaciano, 16-7 
deA, 163-4 
de um escalar, 1 6-7 
de um vetor, 16-7, 163-4 
de V, 59, 62, 78 

em coordenadas cartesianas, 16, 79 
em coordenadas cilindricas, 32 
em coordenadas curvilfneas, 163-4, 386 
em coordenadas esfericas, 31 
Lei de Ampere, 156, 162, 223-6, 375 


aplicagoes da, 156-61 
curva amperiana, 156, 167 
na materia, 186-189 
simetria para a, 159 
Lei de aquecimento de Joule, 199 
Lei de Biot-Savart, 150-4, 235, 370 
Lei de Child-Langmuir, 76 
Lei de conservagao global de carga, xv, 239 
Lei de Coulomb, xiv, 43-5 
magnetica, 228 

Lei de Faraday, 208-15, 223, 233, 262-4, 377 
Lei de forga de Lorentz, 141-50, 162, 362, 377, 379 
Lei de Gauss, 47-50, 162, 223, 375 
aplicagoes da, 50-4 
dentro da materia, 123-5 
simetria para a, 5 1 
Lei de Lenz, 210-1 
Lei de Ohm, 198-202 
Lei de Snell, 270 
Lei dos cossenos, 2 
Leis de conservagao: 

global de carga, xv, 239 
local (veja Equagao de continuidade) 
relativfstica, 355-60 
Leis de Newton: 
primeira, 333 
segunda, 329, 360 

terceira, 242-3, 290, 308, 327, 360-61 
Levitagao, 233 
Limiar, 377-8 
Linha de carga, 44-5 
Linha de corrente, 145-6 
Linha do universo, 350-51 
Lorentz, H. A., xiv, 327, 336 
Luz, 253-89 
cone de, 35 1 
velocidade da 
em um meio linear, 267 
no vacuo, 262, 334-6 
universal, 336 

Magnetico(a) (veja Carga, Dipolo, Energia, Campo, Fiuxo, 
Forga, Magnetizagao, Potencial, Susceptibilidade) 
Magnetismo, 364-6 
Magnetizagao, 177-82, 228-30 
Magneto permanente, 184, 194 
Magneto, 184, 190 
Magneton de Bohr, 175 
Magnetostatica, 150, 156, 162, 167-8,235-6 
Massa de repouso, 355 
Massa: 

de repouso, 355 
eletromagnetica, 329 
relativfstica, 355 
renormalizagao da, 329 
Matriz de rotagao, 9 
Matriz 
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de rotagao, 9 

de Transformagao de Lorentz, 348 
Maxwell, J. C., xiv-xv, 223-4, 262 
Meio homogeneo, 128 
Meio isotropico, 129 
Meio isotropico, 1 29 
Meio linear, 266-7 
eletrico, 126-38 
magnetico, 190-192 

Metodo (veja Imagens, Relaxagao, Separagao de variaveis) 
Minkowski 

diagrama de, 350-1 
forga de, 361-2, 363-4, 377-8 
relagoes constitutivas de, 379 
Minkowski, H., 351 
Modelo de halteres, 327-8 
Molecula polar, 1 16 
Momento angular, 249-5 1 
densidade de, 249 
Momento oculto, 250, 362-3 
Momento: 

angular, 249-5 1 

conservagao do, 246-9, 308, 355 
densidade de, 246-7, 265 
fluxo de, 247 

na onda eletromagnetica, 265-6 
no campo eletromagnetico, 241-8 
oculto, 250, 362-3 
quadrivetor, 355 
relativistico, 355-6 

Monopolo magnetico, 162-3, 169, 172, 179, 227-8, 237, 251, 
379 

Monopolo: 

eletrico, 103, 105, 319 

magnetico, 162-3, 169, 172, 179, 227-8, 237, 251, 379 
Movimento cicloide, 143-5,379 
Movimento ciclotronico, 143, 362-3 
Movimento helicoidal, 143 
Movimento, 325, 329, 377-8 

Nao-causalidade, 293, 296, 325 
Notagao complexa, 256, 264, 266, 279-80 
amplitude, 256 
niimero de onda, 280 
permissividade, 280 
susceptibilidade, 279-80 
Notagao da soma, 349-50 
Notagao de Einstein, 349 

Observador, 337-8 
Octopolo, 103, 106, 112,319 
Oersted, C., xiv, 373 
ohm (unidade), 200 
Onda esferica, 287 
Onda estacionaria, 255, 285-6 
Onda evanescente, 289 
Onda guiada, 282-7 


Onda incidente, 257, 267 
Onda longitudinal, 259-60 
Onda monocromatica, 261-5 
Onda transversal, 259-61, 264, 274-5 
Onda: 

complexa, 256 
comprimento de, 255 
guia de, 282, 284 
numero de, 255 
velocidade da, 254, 261-2, 278 
vetor de, 264 
Ondas senoidais, 254-7 
Ondas TE, 283-6 
Ondas TE, 283-6 
Ondas TEM, 284 
Ondas TM, 284 
Ondas: 

dispersivas, 277-8 
eletromagneticas, 253-89 
em condutores, 273-7 
em meio linear, 266-73 
em uma corda, 253-5 
esferica, 287 
estacionaria, 255, 285-6 
evanescentes, 289 
guiadas, 282-7 
longitudinals, 259-60 
monocromaticas, 261-5 
na agua, 281 
no espago livre, 260-6 
planas, 261-5 
senoidais, 254-7 
transversals, 259-61, 264, 274-5 
Operadordel, 12 
Operador, 12 
Ordinaria 

aceleragao, 363 
forga, 360, 362 
velocidade, 353-4 
Ortogonalidade, 93, 99, 101 

Paradoxo (veja celeiro e escada, Ehrenfest, massa eletromag- 
netica, disco de Feynman, contragao de Lorentz, 
Merzbacher, dilatagao do tempo, gemeos) 

Paradoxo da escada e do celeiro, 342-3 
Paradoxo de Ehrenfest, 343-4 
Paradoxo do disco de Feynman, 249-50 
Paradoxo dos gemeos, 340- 1 
Paramagnetismo, 177-8, 182 
Partfcula sem massa, 356-359 
Passado, 351 

Permeabilidade, 141, 190-2, 379 
do espago livre, 151, 190-1 
relativa, 190-1 
Permissividade, 126-7, 375 
complexa, 280 
do espago livre, 42-3, 126-7 
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Plano (a) 

de incidence, 269-70 
de polarizacao, 269 
onda, 261-5 
Plasma, 171, 236 

Polarizabilidade atomica, 113-4, 139-40 
Polarizabilidade 

atomica, 113-4, 139-40 
tensor de, 115 

Polarizacao (de urn meio), 1 13, 117 
corrente de, 229 
eletrica, 113, 1 17, 228-230 
induzida, 1 13 

magnetica (veja Magnetiza?ao) 

Polarizacao (de uma onda), 259-61 
angulo de, 260-1 
circular, 260-1 
linear, 260-1 
vetor, 260-1 

Polarizacao circular, 260-1 
Polarizacao do vacuo, 128 
Polarizacao linear, 260-1 
Polinomios de Legendre, 97-8, 104 
Polo (magnetico), 162-3, 172, 178-9 
Ponto de Curie, 194 
Ponto de referenda: 

para dipolo eletrico, 106-7 
para dipolo magnetico, 170 
para potencial, 40-3 
Ponto fonte, 7, 43-4 
Por do sol, vermelho do, 313 
Postulados de Einstein, 333-6 
Postulados de Einstein, 333-7 
Potencia: 

dissipada em um resistor, 201-2, 241 
em uma onda eletromagnetica, 265-6 
irradiada por 
carga pontual, 320-4 
dipolo eletrico oscilante, 312, 316-7 
dipolo magnetico oscilante, 3 15-7 
fonte arbitraria, 3 1 8-9 
Potenciais avancados, 296 
Potenciais de Lienard-Wiechert, 299-303 
Potencial (veja tambem Escalar, Vetor), 387 
avancado, 296 

de Lienard-Wiechert, 299-303 
eletrico, 55-63 
em eletrodinamica, 290-4 
escalar magnetico, 164, 166-7, 174-5, 190 
quadrivetor, 376-8 
retardado, 294-7 
vetor magnetico, 163-71, 175 
Potencial escalar magnetico, 164, 167, 174, 190 
Potencial escalar, 38, 290-308 
configuracoes dinamicas: 
carga pontual, movimento arbitrario, 301 
carga pontual, velocidade constante, 302-3 


dipolo eletrico oscilante, 310 
dipolo magnetico oscilante, 314-5 
distribuicao arbitraria de carga, 295, 318 
configuracoes estaticas: 
media sobre uma esfera, 80- 1 
esfera condutora em campo externo, 99- 1 00 
distribuicao contmua de carga, 59-60 
disco, 61 

dipolo eletrico, 105 

cilindro finito, 62 

linha infinita, 60-1 

expansao multipolar, 102-7 

cargas pontuais, 59-60 

meio material polarizado, 1 17-20 

anel, 61 

carga especificada na superffcie de uma esfera, 1 00- 1 
campo eletrico especificado, 56, 174-5 
potencial especificado na superffcie de uma 
esfera, 98-9 
carga superficial, 60-1 
casca esferica, 57-8, 60-1, 101 
objeto uniformemente carregado, 1 96 
esfera uniformemente carregada, 58-9, 62 
esfera uniformemente polarizada, 117-9, 121 
carga no volume, 59-60 
Potencial vetorial, 38-9, 163-71, 290-308 
direcaodo, 165 
configuracoes dinamicas: 
carga pontual, movimento arbitrario, 302 
carga pontual, velocidade constante, 302-3 
dipolo eletrico oscilante, 331 
dipolo magnetico oscilante, 315 
distribuicao arbitraria de carga, 295, 317-8 
configuracoes estaticas: 
configuracao arbitraria de corrente, 163-4 
linha finita de corrente, 166 
linha infinita de corrente, 166 
piano infinite) de corrente, 166 
solenoide infinite), 166 
dipolo magnetico, 169-71 
meio material magnetizado, 182-3 
expansao multipolar, 167-71 
campo magnetico especificado, 174-5 
esfera em rotacao, 164-5, 175-6 
campo magnetico uniforme, 166 
Pre-aceleracao, 325, 327, 331 
Presente, 35 1 
Pressao eletrostatica, 72 
Pressao: 

de radiacao, 266 
eletromagnetica, 244 
eletrostatica, 72 

Princfpio (veja Equivalence, Relatividade, Superposicao) 
Princfpio da equivalence, 331-2 
Princfpio da relatividade de Galileu, 333 
Princfpio da superposicao, 42-3, 55, 57, 62, 67 
Problema de Merzbacher, 235 
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Problemas de valor de contorno, 85-102, 131 

Produto escalar, 2-6, 349-50 

Produto triplo, 5 

Produto vetorial, 2-9 

Profundidade de penetragao, 275 

Propria(o) 

aceleragao, 363 
tempo, 353-5 
velocidade, 353-5 
Pseudoescalar, 9 
Pseudovetor, 9, 142 
Pulsar, 330 

Quadrivetor energia-momento, 355 
Quadrivetor posigao-tempo, 348 
Quadrivetor, 348-50 
aceleragao, 363 
carga/corrente, 373-4 
deslocamento, 350 
energia/ momento, 355 
forga de Minkowski, 361, 363, 377-8 
gradiente de, 377-8 
infinitesimal: 
posigao/tempo, 348 
potencial, 376-8 
velocidade, 353-4 
Cartesiano, 6-7 
cilfndrico, 32 

curvilmeo, 380 esferico, 29-30 
Quadrupolo: 

eletrico, 103, 105-6, 1 1 1, 320 
magn6tico, 169 
momento de, 1 1 1-2 
radiagao de, 319-20 
Quantizagao da carga, xv, 25 1 
Quase-estatica, 214, 299 
movimento, 377-8 
radiagao de, 310-4 
torque em, 1 15-6 

Radiagao por: 

carga pontual, 320-3 
dipolo eletrico, 310-4 
dipolo magnetico, 314-7, 329-30 
fonte arbitraria, 3 1 6-20 
quadrupolo eletrico, 3 1 9-20 
subsubitem em movimento hiperbolico, 332 
corrente superficial, 330-1 
dipolo eletrico em rotagao, 3 1 4 
Radiagao sfncrotron, 324 
Radiagao, 409-32 

amortecimento de, 326 
campo de, 306, 320 
eletromagnetica, xiv, 304-5, 320 
pressao de, 266 
reagao de, 323-30, 332 
resistencia de, 3 14, 317 


sfncrotron, 323-4 
zona de, 311, 315, 317-8 
Rapidez, 350 
Razao giromagnetica, 175 
Razao magnetomecanica, 175 
Reflexao interna total, 288 
Reflexao interna total, 288 
Reflexao, 267-73 
angulo de, 270 
coeficiente de, 269, 272-73 
de ondas em uma corda, 257-60 
em superfi'cie condutora, 276-7 
interna, 288 
lei da, 270 
Refragao, 267-73 
angulo de, 270 
coeficiente de, 281 
mdicede, 267, 277, 280-1 
lei da, 270 
Regra BAC-CAB, 6 

Regra da adigao de velocidades de Galileu, 336 

Regra da mao direita, 3, 14, 26, 142 

Regra de adigao de velocidades de Einstein, 336-7, 346-7 

Regra do fluxo, 205-7, 209-10, 333-4 

Regras do produto, 15 

Regras do quociente, 15-6 

Relagao constitutiva, 127, 191, 230, 379 

Relatividade especial, xiii, 333-79 

Relatividade: 

especial, xiii, 333-379 
princt'pio da, 333 
simultaneidade na, 337-8, 345-6 
Relativlstica (o) (s) 
cinematica, 356-60 
dinamica, 360-4 
eletrodinamica, 364-78 
energia, 355-6 
massa, 355 
mecanica, 353-64 
momento, 355-6 
potenciais, 376-8 
relagoes constitutivas, 375 
Relaxamento, metodo de, 80 
Renormalizagao 
da carga, 128-9 
da massa, 329 
Resistencia interna, 203-4 
Resistencia, 199-200 
Resistividade, 198-9 
Resistor, 198-9 
Retardada(o) (s) 
posigao, 299-301 
potenciais, 294-7 
tempo, 295 

Reversao de serie, 328 
Rotagao, 8 

Rotacional, 12-4, 383-4 



DERIVADAS VETORIAIS 


Coordenadas cartesianas. d\ = dx x + dy y + dz z ; dr = dxdydz 


Gradiente: 

vt = 

dt , dt „ dt 
dx X + dy y + dz 

Divergente: 

V-v = 

dv x dv y dv z 
dx dy + dz 

Rotational: 

V x v = 


Laplaciano : 

V 2 * = 

d 2 £ d 2 i d 2 i 
3a; 2 dy 2 dz 2 


dv x dv. 


dz dx j y + V dx dy 


dv y dv x 


Coordenadas esfericas. dl = dr r + r d$ 6 + r sen 9 d<f> <£; dr = r 2 sen 9 dr d9 d<f> 
Gradiente: Vt 


dt f 1ft* 1 dt ~ 
dr r 88 ^ r sen 9 8(j) 


Divergente : V • v = 


Rotational: V x v = 


1 d_ ( 2 ) 1 d 

r 2 dr r rsen9 89 


(sen 9 v$) -\ — 

V ' rsen9 d(j> 


1 


r sen 9 


1 


d dv e 

1 dv r d . . 

~ (™*) 


r (sen 9 d<f> dr 


d + 


d , . dv r 

F <"»> ~ M 


Laplaciano: V 2 i 

Coordenadas cilmdricas. 

Gradiente: Vt 

Divergente: V • v 

Rotational: V x v 

Laplaciano : V 2 t 


1 8 


■ 9 A 


"9 V r 7T +' 


1 


9 + 1 


<t> 

dH 


r 2 dr \ dr / r 2 sen 9 d9 ” 90 _/ ' r 2 sen 2 9 d(j > 2 

rfl = dss + sd4>4) + dzz; dr = sdsd<j)dz 

dt _ 1 dt ^ dt ^ 

- d^+sd^+d^ 

- - — fsn 1 + - ® v<l> + ® Vz 

- sds [SVs}+ + 


1 du 2 dvj,' 


dr s dr 2 ‘ 

l 1 

8 , . 9 A 

_s d(f) dz 

s + 

_ dz ds \ 

0+- 

s 

is . 


1 JL( 0 L\ ° 2t 

s ds \ ds ) s 2 d(/> 2 dz 2 
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de for$as, 361 

de Lorentz, 343-7, 348-9, 377-8 
de momenta e energia, 355 
de velocidade, 354 
galileana, 344-5, 350 
Transformada de Fourier, 257, 287 
Transformador, 234-5 
Translagao. 9 
Transmissao: 

coeficiente de, 269, 272-3 
de ondas em uma corda, 257-60 
linha de, 236, 286-7 
Transparencia, 267 
Truque de Fourier, 92-3, 98, 101 
Tunelamento, 288-9, 331-2 

Unidades cgs, xv, 227, 388-90 
Unidades de Heaviside-Lorentz, xv, 389 
unidades mks, xv, 227, 388-9 
Unidades SI, xv, 227, 388-90 
Unidades, 388-90 
ampere, 145, 151 
coulomb, 43, 388 
esu (unidade eletrostatica), 388-90 
farad, 73 
gauss, 151, 389 
henry, 217 
ohm, 200 
tesla, 151,389 
volt, 58 

Unidades, xv, 227, 388-90 
Uniformemente 

carga em movimento, 306-7, 370 
cilindro magnetizado, 184-5 
cilindro polarizado, 121 
esfera magnetizada, 183-4, 190 
esfera polarizada, 118-9, 121, 123 
objeto magnetizado, 196, 200 
objeto polarizado, 117-8, 196 

Velocidade de deriva, 163, 200-1 
Velocidade de grupo, 278, 285-6 
Velocidade superluminal, 278, 337-8 
Velocidade terminal, 208, 233 
Velocidade universal da luz, 336 
Velocidade: 

da luz em meio linear, 267 
da luz no vacuo, 261-2, 334-6 
de cargas em urn fio, 163, 200-1 
de ondas em uma corda, 254-5 
Velocidade: 

campo de, 306, 460 
da luz em meio linear, 267 


da luz no vacuo, 26 1 -2, 334-6 

das ondas em uma corda, 254-5 

de deriva, 163,200-1 

de fase, 278 

de grupo, 278, 285-6 

de onda, 278 

ordinaria, 353 

propria, 353 

quadri-, 353-5 

regra de adi?ao de, 336-7, 346-7 
Vetor contravariante, 349, 377-8 
Vetor covariante, 349, 377-8 
Vetor de Poynting, 241, 265-7 
Vetor de propagagao, 264 
Vetor de separagao, xi, 6, 1 1, 43, 156 
Vetor deslocamento: 
finito, 1 , 6-7 

Vetor normal, 19, 63, 167-8, 230 
Vetor posigao, 6-7 
Vetor, 1 

adigao, 1, 4 
area, 40, 170 
componente, 4, 29 
contravariante, 349, 377-8 
covariante, 349, 377-8 
deslocamento, 1 , 6-7 
magnitude, 1 
operador vetorial, 12 
polarizagao, 260- 1 

produto de separagao, xi, 6, 1 1, 43, 156 
produtos triplos, 6 
propagagao, 264 
pseudo-, 9, 142 
quadri-, 348-50 
vetorial, 2-4 
escalar, 2, 4 
vetor, 2-5 
subtragao, 1 

unitario (veja Vetores unitarios) 

Vetores unitarios, xi, 2-3, 7, 29, 31 
Cartesianos, 3 
cih'ndricos, 32 
curvilfneos, 29, 380 
esfericos, 28, 31 
normais, 63 
Volt (unidade), 58 
Voltfmetro, 234 
Volume: 

carga no, 50 
correnteno, 150 
integral de, 17, 20 



EQUAgOES BASICAS DA ELETRODINAMICA 


Equates de Maxwell 


Em geral: 


V • E = —p 

eo 

_ SB 

VxE= -» 

V B = 0 


V x B — voJ + /io^o 


dE 

dt 


Na materia: 

f v • D = ^ 

V x E = - 

V B = 0 


SB 

' dt 


VxH = J| + 


0D 

dt 


Campos auxiliares 


Definigoes: 

f D = eoE + P 

H = — B-M 

Mo 


Meio linear: 

p _ D = eE 

M = XmH, H = -B 
M 


Potenciais 


Lei de for 9 a de Lorentz 


ft a 

E = — W — — , B = V x A 

dt 


F = q( E + v x B) 


Energia, momento e potencia 


Energia : 

u= \I{^ + h 

Momento : 

P = eo /( E x B) dr 

Vetor de Poynting : 

S = — (E x B) 

Mo 

Formula de Larmor: 

D Mo 2 2 
p= 6^ 50 


B 2 dr 



IDENTIDADES VETORIAIS 


Produtos triplos 

(1) A • (B x C) = B • (C x A) = C ■ (A x B) 

(2) A x (B x C) = B(A • C) - C(A • B) 

Regras de produtos 

(3) V(/s) = /(V0) + s(V/) 

(4) V(A • B) = A x (V x B) 4- B x (V x A) + (A • V)B + (B • V)A 

(5) V • (/A) = /(V • A) + A • (V/) 

(6) V • (A x B) = B • (V x A) - A • (V x B) 

(7) V x (/A) = /(V x A) - A x (V/) 

(8) V x (A x B) = (B • V)A - (A • V)B + A(V • B) - B(V • A) 
Segundas derivadas 

(9) V • (V x A) = 0 

(10) Vx(V/) = 0 

(11) V x (V x A) = V(V • A) - V 2 A 


TEOREMAS FUNDAMENTAIS 


Teorema do gradiente: J ^ (V/) • d\ = /(b) - /(a) 

Teorema do divergente: /( V ■ A) dr — <f A ■ da 
Teorema do rotacional: f(V x A) • da = <f A ■ dl 




CONSTANTES FUNDAMENTAL 


e 0 = 8,85 x 10~ 12 C 2 /Nm 2 
jUo = 47rxlO _7 N/A 2 
c = 3, 00xl0 8 m/s 
e - 1,60 x 10~ 19 C 
m = 9, 11 x 10 -31 kg 


(permissividade do espatjo livre) 

(permeabilidade do espa 9 o livre) 

(velocidade da luz) 

(carga do eletron) 

(massa do eletron) 

COORDENADAS ESFERICAS E CILINDRICAS 


Esfericas 


{ x = r sen 9 cos 0 
y — r sen 9 sen 0 
z — r cos 9 


x = sen 9 cos 0 r + cos 9 cos 0 9 - sen 0 0 
y = sen 9 sen 0 r + cos 9 sen 00 + cos 0 0 
z — cos 9 r - sen 9 6 


r = y/x 2 + y 2 + z 2 
< 9 = arctg( y/x 2 + y 2 / z) 

, 0 = arctg (y/x) 


< 9 

, 4 > 


sen 9 cos 0 x + sen 9 sen 0 y + cos 9 z 
cos 9 cos 0 x + cos 9 sen 0 y — sen 9 z 
- sen 0 x + cos 0 y 


Cilindricas 

X = S COS 0 
< y = s sen 0 
z = z 


{ x = cos 0 s - sen 0 0 
y = sen 0 s + cos 0 0 
z - z 


s = y/x 2 + y 2 
< 0 = arctg (y /x) 
> z = z 


s = cos 0 x + sen 0 y 
0 = - sen 0 x + cos 0 y 

z = z 
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DinAmiCA 

3" edi^ao 


Eletrodinamica e reverenciado no mundo inteiro 
como um cldssico que aborda temas ligados d 
eletricidade e ao magnetismo de maneira 
bastante informal, tornando os mais complexos 
conceitos interessantes e acessiveis. 

Alem dessa caracteristica singular, o livro oferece 
problemas com um toque de desafio que 
possibilitam a aplicaccio do conteudo 
apresentado nos capitulos , tornando-o ideal aos 
graduandos e pos-graduandos em fisica, bem 
como uma excelente fonte de consulta para 
profissionais ligados a area. 



www. p r e n h «i 1 1 . c o m / cj r s f f i l h s hr 

O site de npoio do livro oferece: para prof csso res, aprescnla^oes em 
PowerPoint e manual de solucoes (em inqles). 


Prentice Hall 

o um solo du 


PEARSON 


www.pearson.com.br 





